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Lekcijas mērķis:
• apgūt grupu homomorfismu pamatjēdzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt un pēt̄ıt funkcijas, kas saglabā operācijas - grupu

homomorfismus,

Svar̄ıgākie jēdzieni: grupu homomorfisms, izomorfisms, homo-
morfisma attēls un kodols, labējā un kreisā kongruence, labās un krei-
sās blakusklases.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: homomorfismu ı̄paš̄ıbas, Kēli
teorēma, ciklisko grupu ı̄paš̄ıbas, ciklisko grupu klasifikācija, kon-
gruenču ekvivalences ı̄paš̄ıba, blakusklašu ı̄paš̄ıbas.
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1. Grupu morfismi un izomorfisms

1.1. Ievads

G1, G2 - grupas. Funkciju f : G1 → G2 sauc par grupu homomor-
fismu, ja ∀g, g′ ∈ Gi izpildās

f(gg′) = f(g)f(g′).

Par grupu homomorfisma f : G1 → G2 attēlu Im(f) sauc atbils-
tošās funkcijas attēlu:

Im(f) =
⋃

a∈G1

f(a).

Par grupu homomorfisma f : G1 → G2 kodolu Ker(f) sauc mak-
simālo G1 apakškopu, kuras katra elementa attēls ir vien̄ıbas elements:

Ker(f) = {a ∈ G1|f(a) = eG2}.
Bijekt̄ıvu grupu homomorfismu sauc par grupu izomorfismu. Grupu

G1 un G2 izomorfismu apz̄ımēsim ar pierakstu G1 ' G2.
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Izomorfismu G → G sauc par G automorfismu.

Izomorfismi saglabā operācijas struktūru (operācijas tabulu), tikai
pārapz̄ımē elementus un operāciju.

1.1. piemērs. ∀ G vien̄ıbas funkcija idG ir izomorfisms.
∀ G1, G2 konstantā funkcija f : G1 → G2, f(g) = eG2 ir grupu

homomorfisms.
∀ H ≤ G ir definēts iekļaušanas homomorfisms ιH : H → G.
∀ a ∈ G ir definēts konjugācijas homomorfisms G → G, g 7→

aga−1.

1.1. teorēma. f : G −→ H ir grupu homomorfisms.
1. f ir izomorfisms =⇒ f−1 ir izomorfisms.

2. f(eG) = eH .

3. f(a−1) = f(a)−1.

4. Im(f) ≤ H, Ker(f) ≤ G.

5. |G| < ∞ =⇒ |Im(f)| < ∞.
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6. G - komutat̄ıva grupa =⇒ Im(f) - komutat̄ıva grupa.

PIERĀDĪJUMS
1. f ir bijekt̄ıvs homomorfisms ar inverso funkciju f−1 : H → G.

Pieņemsim, ka
{

f(a) = b
f(a′) = b′ (seko, ka

{
f−1(b) = a
f−1(b′) = a′. )

f−1(bb′) = f−1(f(a)f(a′)) = f−1(f(aa′)) =

(f−1 ◦ f)(aa′) = idG(aa′) = aa′ = f−1(b)f−1(b′) .

2. eGeG = eG =⇒ f(eGeG) = f(eG)f(eG) = f(eG) =⇒
f(eG)f(eG)f(eG)−1 = f(eG)f(eG)−1 =⇒ f(eG) = eH .

3. aa−1 = eG =⇒
f(aa−1) = f(a) f(a−1)︸ ︷︷ ︸

=f(a)−1

= f(eG) = eH .
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4.
{

b = f(a)
b′ = f(a′) =⇒

{
bb′ = f(a)f(a′) = f(aa′) ∈ Im(f)
b−1 = f(a−1) ∈ Im(f)

eH = f(eG) ∈ Im(f) =⇒ Im(f) ≤ H.

f(a) = f(a′) = eH =⇒
{

f(aa′) = f(a)f(a′) = eHeH = eH

f(a−1) = f(a)−1 = e−1
H = eH

eG ∈ Ker(f) =⇒ Ker(f) ≤ G.

5. |Im(f)| ≤ |G| < ∞.

6. ∀ b, b′ ∈ Im(f) ∃ a, a′ ∈ G :
{

b = f(a)
b′ = f(a′) =⇒

bb′ = f(a)f(a′) = f(aa′) = f(a′a) = f(a′)f(a) = b′b .¥
1.2. piemērs. (Z,+) ' (G,×), kur G = 〈a〉 = {1, a, a−1, a2, a−2, ...},
a > 1.
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1.2. Svar̄ıgākie homomorfismi un izomorfismi

1.2.1. Klasiskie piemēri

Adit̄ıvās un multiplikat̄ıvās skaitļu grupas

∀ m ∈ Z ir definēts homomorfisms ”redukcija mod m”

πm : (Z, +) −→ (Zm,+).

∀ a ∈ R( vai C)\{0} ir definēts eksponencēšanas homomorfisms

expa : (R, +) −→ (R\{0},×),

x 7→ ax.

Moduļa homomorfisms

(C\{0},×) −→ (R\{0},×),

z 7→ |z|.
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Matricu multiplikat̄ıvās grupas

∀ n ∈ Z, ∀ laukam k ir definēts determinanta homomorfisms

det : (GL(n, k),×) −→ (k\{0},×),

A 7→ det(A).
Permutāciju grupas

∀ Σn ir definēts paritātes (z̄ımes) homomorfisms

ε : (Σn, ◦) −→ ({1,−1},×),

σ 7→ ε(σ) = (−1)n−m,

kur m ir σ ciklu skaits.

1.2.2. Kēli teorēma

1.2. teorēma. f : G → H- injekt̄ıvs homomorfisms =⇒ G ' Im(f).
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PIERĀDĪJUMS f ir grupu homomorfisms, kas sirjekt̄ıvi attēlo G
uz Im(f). f ir injekt̄ıva funkcija =⇒ f : G → Im(f) ≤ H ir
bijekt̄ıva funkcija.¥

1.3. teorēma. (Kēli (Cayley) teorēma) Katra grupa ir izomorfa kādai
permutāciju grupai.

PIERĀDĪJUMS G - grupa. Apskat̄ısim Bij(G, G) - kopas G per-
mutāciju kopu.

Atrad̄ısim injekt̄ıvu grupu homomorfismu ϕ : G → Bij(G,G).
Saskaņā ar iepriekšējo teorēmu sekos, ka G ' Im(ϕ).

Pierād̄ısim, ka katram g ∈ G funkcija

fg : G → G,

fg(a) = ga,

ir kopas G permutācija:
• ∀b ∈ G : b = g(g−1b) = fg(g−1b) =⇒ fg ir sirjekt̄ıva funkcija;
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• ga1 = ga2 =⇒ g−1ga1 = g−1ga2 =⇒ a1 = a2 =⇒ fg ir
injekt̄ıva funkcija.

Definēsim funkciju

ϕ : G → Bij(G, G),
ϕ(g) = fg.

Pierād̄ısim, ka ϕ ir injekt̄ıvs grupu homomorfisms.

Homomorfisms Redzam, ka

ϕ(g1g2)(a) = fg1g2(a) = g1g2a = g1(g2a) = fg1(fg2(a)) =
(fg1 ◦ fg2)(a) = (ϕ(g1) ◦ ϕ(g2))(a).

Injektivitāte ϕ(g1) = ϕ(g2) =⇒ ∀a ∈ G izpildās

ϕ(g1)(a) = g1a = ϕ(g2)(a) = g2a =⇒ g1 = g2.¥

1.1. piez̄ıme. Kēli teorēma =⇒
(
|G| < ∞ =⇒ G ' H ≤ Σ|G|

)
.
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1.2.3. Ciklisko grupu izomorfisma tipu klasifikācija

∀ g ∈ G ar 〈g〉 apz̄ımēsim apakšgrupu, kuru ǧenerē g:

〈g〉 = {a ∈ G|a = gn}.
g ∈ G kārtu apz̄ımēsim ar ord(g).

1.4. teorēma. G ir grupa, g ∈ G. Ir spēkā šādi apgalvojumi:

1.
(
∃ n,m ∈ Z, n 6= m : gn = gm

)
=⇒

(
ord(g) < ∞

)
;

2.
(
ord(g) = k

)
=⇒

(
gl = e ⇐⇒ l ≡ 0(mod k)

)
;

3.
(
ord(g) = k

)
=⇒

(
gl1 = gl2 ⇐⇒ l1 ≡ l2(mod k)

)
;

PIERĀDĪJUMS
1. gn = gm =⇒ gn−m = gm−m = e =⇒ ord(g) ≤ |n−m|.

2. l ≡ 0(mod k) =⇒ k|l =⇒ l = qk =⇒
gl = gqk = (gk)q = eq = e.
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Pieņemsim, ka gl = e =⇒ l = qk + r, kur 0 ≤ r < k. Redzam, ka

gl = gqk+r = gqkgr = (gk)qgr = gr = e =⇒ r = 0.

3. Izmantojam dal̄ı̌sanu ar atlikumu l̄ıdz̄ıgi kā iepriekšējā punktā.
¥

1.5. teorēma.
1. ord(g) = k =⇒ 〈g〉 = {e = g0, g, g2, ..., gk−1}.
2. ord(g) = ∞ =⇒ 〈g〉 = {e = g0, g±1, g±2, ..., }.

1.6. teorēma. G = 〈g〉 ir bezgal̄ıga cikliska grupa =⇒ G ' Z.

PIERĀDĪJUMS Definēsim funkciju

f : Z→ G,

f(n) = gn.

Pierād̄ısim, ka f ir bijekt̄ıvs grupu homomorfisms.
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Sirjektivitāte
G ir cikliska grupa =⇒ ∀a ∈ G ∃m ∈ Z :

a = gm = f(m).

Injektivitāte
f(n1) = f(n2) =⇒ gn1 = gn2 . Pieņemsim, ka n1 > n2, tad

gn1g−n2 = gn1−n2 = gn2g−n2 = e.

Seko, ka ord(g) < ∞ un tādējādi g nevar būt visas bezgal̄ıgās
grupas ǧenerators.

Homomorfisms
f(n1 + n2) = gn1+n2 = gn1gn2 = f(n1)f(n1). ¥

1.7. teorēma.
{

G = 〈g〉
|G| = m

=⇒ G ' Zm.
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PIERĀDĪJUMS Definēsim funkciju

f : Z/mZ→ G,

f(n) = gn.

Pierād̄ısim, ka f ir bijekt̄ıvs grupu homomorfisms.

Sirjektivitāte
G = 〈g〉 =⇒ ∀a ∈ G ∃ l ∈ Z :

a = gl = f(l).

Injektivitāte
f(n1) = f(n2) =⇒ gn1 = gn2 =⇒

gn1g−n2 = gn1−n2 = gn2g−n2 = e =⇒ n1 ≡ n2(mod m).

Homomorfisms
f(n1 + n2) = gn1+n2 = gn1gn2 = f(n1)f(n1) ¥

1.3. piemērs. (〈−1〉, ·) ' (Z/2Z, +), (〈i〉, ·) ' (Z/4Z, +).
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2. Kongruences un blakusklases

2.1. Kongruence

2.1. piemērs. Atcerēsimies kongruences veselo skaitļu un polinomu
teorijā:

a ≡ b(mod m) ⇐⇒ a− b = mq ∈ mZ,

f(X) ≡ g(X)(mod m(X)) ⇐⇒ f(X)− g(X) = m(X)q(X) ∈ I.

Šie jēdzieni attiecas uz komutat̄ıvām grupām un ir doti adit̄ıvajā
pierakstā. Vispārināsim šos jēdzienus uz vispār̄ıgu (ne obligāti komu-
tat̄ıvu) grupu gad̄ıjumu izmantojot multiplikat̄ıvo pierakstu:

• adit̄ıvajam pierakstam a− b var atbilst divi multiplikat̄ıvie pie-
raksti: ab−1 un b−1a,

• var secināt, ka būs divi kongruences jēdzieni.

G - grupa, H ≤ G. G elementi a un b ir
• labēji kongruenti mod H (a : b(mod H)), ja ab−1 ∈ H;
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• kreisi kongruenti mod H (a ; b(mod H)), ja b−1a ∈ H.

Izmantosim apz̄ımējumu a ≡ b(mod H), ja nav svar̄ıgi, kāda no
kongruencēm ir domāta.

2.1. teorēma. ∀ H ≤ G abas kongruences ir ekvivalences attiec̄ıbas.

PIERĀDĪJUMS Jāpierāda, ka kongruence ir refleks̄ıva, simetriska
un tranzit̄ıva. Apskat̄ısim tikai labējo kongruence, kreisā tiek pierād̄ıta
l̄ıdz̄ıgi.

Refleksivitāte
∀ a ∈ G : aa−1 = e ∈ H =⇒ a ≡ a(mod H).

Simetrija
a ≡ b(mod H) =⇒ ab−1 ∈ H. H ir apakšgrupa =⇒
(ab−1)−1 = ba−1 ∈ H =⇒ b ≡ a(mod H).

Tranzitivitāte
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a ≡ b (mod H)
b ≡ c (mod H) =⇒

{
ab−1 = h ∈ H
bc−1 = h′ ∈ H.

H ir apakšgrupa =⇒ hh′ = ab−1bc−1 = ac−1 ∈ H
=⇒ a ≡ c(mod H). ¥

2.2. Blakusklases

Katrai H ≤ G ir definēti divi sadal̄ıjumi ekvivalences klasēs - labās
un kreisās blakusklases mod H.

Divas blakusklases (kā ekvivalences klases) vai nu piln̄ıgi sakr̄ıt,
vai ar̄ı tām nav kop̄ıgu elementu.

Elementa a ∈ G labējā (kreisā) blakusklase mod H ir to G ele-
mentu apakškopa, kas ir labēji (kreisi) kongruenti ar a mod H -

RH(a) = {b ∈ G|a : b(mod H)}
LH(a) = {b ∈ G|a ; b(mod H)}.
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2.2. teorēma.
1. a : b(mod H) ⇐⇒ Ha = Hb,

a ; b(mod H) ⇐⇒ aH = bH.

2. RH(a) = Ha un LH(a) = aH.

PIERĀDĪJUMS Apskat̄ısim tikai labējo kongruenci.

1. a ≡ b(mod H) =⇒
{

a = hb
b = h−1a

kur h ∈ H.

∀ h′ ∈ H izpildās{
h′a = h′hb
h′b = h′h−1a

=⇒
{

Ha ⊆ Hb
Hb ⊆ Ha

=⇒ Ha = Hb.

Ha = Hb =⇒ ∃ h ∈ H : a = hb =⇒
ab−1 = h ∈ H =⇒ a ≡ b(mod H).

2. a ≡ b(mod H) =⇒ a = hb un b = h−1a, kur h ∈ H =⇒
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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b ∈ Ha =⇒ RH(a) ⊆ Ha.

b ∈ Ha =⇒ b = h′a =⇒ ab−1 = h′−1 ∈ H, a ≡ b(mod H) =⇒
Ha ⊆ RH(a). ¥

2.1. piez̄ıme. Elements a ir blakusklašu aH un Ha pārstāvis. Vienai
blakusklasei var būt vairāki pārstāvji.

2.2. piemērs. Vektoru grupa.
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3. 3.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

3.1 G - grupa, t ∈ G - fiksēts elements. Definēsim kopā G jaunu
bināru operāciju •:

a • b = atb.

Pierād̄ıt, ka (G, •) ir grupa un (G, •) ' G.

3.2 G ir komutat̄ıva grupa, T - to G elementu apakškopa, kuriem ir
gal̄ıgas kārtas. Pierād̄ıt, ka T ≤ G (torsionapakšgrupa).

3.3 Atrast visas cikliskās apakšgrupas grupā (Z/12Z,+).

3.4 Aprakstiet labās blakusklases grupai G = Σ3 attiec̄ıbā uz apakš-
grupu H = {e, (123), (132)}.
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3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

3.5 Pierādiet, ka (Z[X],+) ' (Q+,×), kur Q+ ir pozit̄ıvo racionālo
skaitļu kopa.
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