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1.lekcija
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2.4. Multiplikat̄ıvais un adit̄ıvais pieraksts . . . . . . . . . 21
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Lekcijas mērķis:
• apgūt algebrisko struktūru teorijas pamatjēdzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
• vispārinot dažādas matemātiskas aktivitātes var definēt vairāku

tipu algebriskas struktūras.

Svar̄ıgākie jēdzieni: n-āra operācija, algebriska struktūra, slēgta
kopa, apakšalgebra, slēgums, veidotājsistēma, morfisms, izomorfisms,
bināra operācija, asociat̄ıva operācija, komutat̄ıva operācija, vien̄ıbas
elements, invertējams elements, multiplikat̄ıvais pieraksts, adit̄ıvais
pieraksts, pusgrupa, monōıds, grupa, gredzens, lauks, modulis, režǧis.
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Svar̄ıgākie fakti un metodes: slēguma ı̄paš̄ıbas, asociat̄ıvas
operācijas pielietošanas neatkar̄ıba no kārt̄ıbas, vien̄ıbas elementu un
invertējamu elementu ı̄paš̄ıbas.
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1. Algebriskās operācijas

1.1. Operācijas un algebras

Bieži vien kopās, ar kurām nākas sastapties pielietojumos, ir uzdoti
pārveidojumi, kas diviem vai vairākiem kopas elementiem piekārto
kādu š̄ıs kopas elementu.

1.1. piemērs.

• Kopu operācijas,

• funkciju kompoz̄ıcija,

• aritmētiskās operācijas.

Ir lietder̄ıgi pēt̄ıt šādus pārveidojumus abstraktā veidā (neatkar̄ıgi
no kopu un pārveidojumu dabas), ar to nodarbojas matemātikas no-
zare - algebra.

1.1. piez̄ıme. Termins ”algebra” tiek lietots vismaz trijās noz̄ımēs:
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• visa algebrisko struktūru teorija,

• kopa ar operācijām,

• noteikta veida struktūra.

Operācija

A - kopa. Funkciju

µ : An → A,

(a1, ..., an) 7→ µ(a1, ..., an)

sauc par n-āru operāciju, kas uzdota kopā A, n ≥ 1.

Citiem vārdiem - n-āra operācija piekārto n elementus garai sa-
kārtotai A elementu virknei (a1, ..., an) (operandiem) kādu kopas ele-
mentu µ(a1, ..., an) (operācijas rezultātu).

Speciālgad̄ıjumi:

• n = 1 - unāra operācija,
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• n = 2 - bināru operācija,

• n = 3 - ternāra operācija.

Par 0-āru operāciju (konstanti) kopā A sauc funkciju ν : {∅} → A.
Var domāt, ka 0-āra operācija definē vienu A elementu.

Ja ir dota kopa A un tās operāciju kopa Σ = {µ1, ..., µl}, kur

µi : Ani → A,

tad pāri (A, Σ) sauc par algebrisku struktūru vai algebru (Σ-algebru),
kopu {n1, ..., nl} sauc par tās tipu un kopu Σ - par signatūru.

Operācijas var uzdot šādos veidos:
• pārskaitot operācijas rezultātus visām operandu iespējām, ja

kopa A ir gal̄ıga un pietiekoši maza (Kēli tabulas, operāciju
tabulas),

• uzdodot operāciju ar tās rakstur̄ıgo ı̄paš̄ıbu vai aprēķināšanas
procedūru, kā tas ir, piemēram, aritmētisko operāciju gad̄ıjumā.
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1.2. Apakšalgebras

Dota kopa A, S ⊆ A un n-āra operācija µ.

S sauc par slēgtu attiec̄ıbā uz µ ⇐⇒ ∀ elementu virknei
(s1, ..., sn) ∈ Sn izpildās

µ(s1, ..., sn) ∈ S.

Ja ir dota algebra (A,Σ), tad apakškopu S, kas ir slēgta attiec̄ıbā
uz visām operācijām sauc par Σ-apakšalgebru vai vienkārši apakšal-
gebru (S ≤ A).

1.2. piemērs. Apakšalgebru piemēri:
• A = R reālie skaitļi ar operācijām +,×. Racionālie skaitļi -

apakšalgebra.

• A = Fun(R,R) (viena reāla argumenta funkcijas), operācijas
- saskait̄ı̌sana, reizināšana, atvasināšana, apakšalgebras - poli-
nomi, racionālas funkcijas, elementārās funkcijas.
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1.3. Slēgums

Ir dota algebra (A, Σ) un tās apakškopa X.

Definēsim

Σ(X) = X ∪
⋃

(a1,...,an)∈Xn,µ∈Σ

µ(a1, ..., an).

Citiem vārdiem sakot, pievienojam kopai X visus iespējamos operā-
ciju rezultātus.

Definēsim ar̄ı

Σk(X) = Σ(Σk−1(X)),

Σ0(X) = X.

Par apakškopas X slēgumu attiec̄ıbā uz µ sauc kopas A apakškopu

X = X ∪ Σ(X) ∪ Σ2(X) ∪ ... =
⋃

i≥0

Σi(X).

Citiem vārdiem sakot, X iegūst, vairākkārt pielietojot X elemen-
tiem operācijas un pievienojot kopai X visus iegūtos A elementus.
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1.3. piemērs. (Z,+,×), S = {1}, S = N.

1.1. teorēma. (slēguma ı̄paš̄ıbas)
1. X ⊆ Y =⇒ X ⊆ Y .

2. X ⊆ X.

3. X = X.

4. X ∪ Y ⊆ X ∪ Y .

5. X ir slēgta kopa.

PIERĀDĪJUMS Patstāv̄ıgi.

1.4. Veidotājelementi

Dota algebras (A, Σ) apakškopa X ⊆ A. Ja X = A, tad A sauc
par veidotājsistēmu un tās elementus par veidotājelementiem.
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Citiem vārdiem, jebkuru A elementu var iegūt sākot ar kopas X
elementiem un vairākkārt̄ıgi pielietojot operācijas.

1.4. piemērs. (Z, +). {1,−1} un {1,−1, 2, 3, 4} ir veidotājsistēmas,
{1}, N nav veidotājsistēmas.

(Zm, +). {1} un {1, 2} ir veidotājsistēmas, {2} nav veidotājsistēma
vispār̄ıgā gad̄ıjumā.

Veidotājsistēmu sauc par minimālu veidotājsistēmu, ja nekāda tās
ı̄sta apakškopa nav veidotājsistēma.

1.5. piemērs. (Z,+). {1,−1} ir minimāla veidotājsistēma, bet
{1,−1, 2, 3, 4} nav minimāla veidotājsistēma.

(Zn, +). {1} ir minimāla veidotājsistēma, bet {1, 2} nav minimāla.
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1.5. Algebru morfismi un izomorfisms

Kad divas algebras var uzskat̄ıt par vienādām vai l̄ıdz̄ıgām (ig-
norējot kopu un operāciju dabu)?

Ja ir dotas 2 algebras (A, Σ) un (B, T ) ar vienādiem tipiem

Σ = {σ1, ..., σl}, T = {τ1, ..., τl}
tad funkciju f : A → B sauc par algebru morfismu, ja ∀ i un ∀ A
elementu virknei (a1, ..., ani

) izpildās

f(σi(a1, ..., ani)) = τi(f(a1), ..., f(ani)).

Citiem vārdiem, operāciju un funkcijas aprēķināšanu var main̄ıt
vietām.

Morfismu sauc par izomorfismu, ja tas ir bijekt̄ıvs.

Ja ∃ algebru (A, Σ) un (B, T ) izomorfisms f : A → B, tad saka,
ka algebras ir izomorfas (A ' B).
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1.6. piemērs. (Z, +) ' (A,×), kur A = {1, a, a−1, a2, a−2, ...} un
a > 0, a 6= 1.

2. Binārās operācijas

2.1. Ievads

Kopu A ar vienu bināru operāciju ∗ sauc par grupōıdu (A, ∗).

Pieraksta µ(a1, a2) vietā parasti lieto atdalošos simbolus - ope-
rācijas z̄ımes, piemēram a1 ◦ a2, a1 ? a2 vai vispār nelieto atdalošos
simbolus, piemēram, µ(a1, a2) = a1a2.

Ja operācijas tiek pielietota vairākas reizes, tad pielietošanas kārt̄ı-
bu var viennoz̄ımı̄gi noteikt izmantojot iekavas un pēctec̄ıgi pielietojot
operāciju sākot ar iekšējām iekavām, piemēram:

µ(µ(x, y), µ(z, µ(t, u))) = (x ∗ y) ∗ (z ∗ (t ∗ u)).
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2.1. piemērs. Bināras operācijas:
• skaitļu aritmētiskās operācijas,

• kopu operācijas,

• virkņu savienošana (alfabēts Σ, virkņu kopa Σ∗, ja u = u1...um

un v = v1...vk, tad savienojums uv = u1...umv1...vk.)

• vektoru operācijas,

• ǧeometrisku pārveidojumu kompoz̄ıcija.

2.2. Bināro operāciju speciālgad̄ıjumi

Bināro operāciju speciālgad̄ıjumi:
• asociat̄ıva operācija - ∀ a, b, c izpildās

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

• komutat̄ıva operācija - ∀ a, b izpildās

a ∗ b = b ∗ a;
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• idempotenta operācija - ∀ a izpildās

a ∗ a = a.

2.2. piemērs. Asociat̄ıvu, komutat̄ıvu un distribut̄ıvu operāciju pie-
mēri - skaitļu saskait̄ı̌sana, reizināšana, kopu apvienojums un šķēlums.

Idempotentas operācijas piemērs - kopu šķēlums un kopu apvieno-
jums.

2.3. piemērs. Asociat̄ıvas operācijas neatkar̄ıba no iekavām.
a((bc)d) = (a(bc))d = (((ab)c)d).
(ab)(cd) = (((ab)c)d).

2.1. teorēma. Ja bināra operācija ir asociat̄ıva, tad š̄ıs operācijas
pielietošanas rezultāts sakārtotai n elementu virknei nav atkar̄ıgs no
operācijas pielietošanas kārt̄ıbas.

PIERĀDĪJUMS (Patstāv̄ıgi) (A, ∗) - asociat̄ıvs grupōıds.
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16

Pierād̄ıjuma ideja - parād̄ıt, ka katru operācijas pielietošanas re-
zultātu sakārtotai virknei var pārveidot kanoniskā formā izmantojot
asociativitāti.

Izmantosim matemātisko indukciju ar argumentu n - elementu vir-
knes garumu.

Indukcijas bāze Ja n = 1 vai n = 2, tad teorēmas apgalvojums ir
ac̄ımredzams - ir ne vairāk kā viena operācija.

Indukcijas solis Pieņemsim, ka teorēmas apgalvojums ir patiess
∀k < n: operācijas pielietojums sakārtotai elementu virknei, kuras ga-
rums nepārsniedz n−1, nav atkar̄ıgs no pielietošanas kārt̄ıbas (iekavu
salikšanas kārt̄ıbas), apz̄ımēsim tā rezultātu virknei (a1, ..., ak) ar

(a1 ∗ a2 ∗ ... ∗ ak).

Pierād̄ısim, ka no pieņēmuma seko, ka operācijas pielietojums sa-
kārtotai elementu virknei, kuras garums ir vienāds ar n, nav atkar̄ıgs
no pielietošanas kārt̄ıbas.
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Atdal̄ısim pēdējo pielietoto operāciju. Operāciju pielietošanas re-
zultāts ir formā

(a1 ∗ ... ∗ ai) ∗ (ai+1 ∗ ... ∗ an), kur i < n.

Pietiek pierād̄ıt, ka ∀i < n ir spēkā sakar̄ıba

(a1 ∗ ... ∗ ai) ∗ (ai+1 ∗ ... ∗ an) = ((...(a1 ∗ a2) ∗ ...an)

(izteiksmi labajā pusē sauc par kreisi normētu).

Saskaņā ar indukcijas pieņēmumu, operācijas pielietojums sakār-
totai elementu virknei, kuras garums nepārsniedz n− 1, ir vienāds ar
kreisi normēto.

Ja i = n− 1, tad

(a1 ∗ ... ∗ an−1) ∗ an = (...(a1 ∗ ...) ∗ an−1)︸ ︷︷ ︸
kreisi normēts

∗an = ((...(a1 ∗ a2) ∗ ...an)︸ ︷︷ ︸
kreisi normēts

.

Ja i < n−1, tad saskaņā ar asociativitātes defin̄ıciju un indukcijas
pieņēmumu
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(a1 ∗ ... ∗ ai) ∗ (ai+1 ∗ ... ∗ an) = (a1 ∗ ... ∗ ai) ∗ (...(ai+1 ∗ ...) ∗ an)︸ ︷︷ ︸
kreisi normēts

=

((a1 ∗ ... ∗ ai) ∗ (ai+1 ∗ ... ∗ an−1)) ∗ an = (...(a1 ∗ ...) ∗ an−1)︸ ︷︷ ︸
kreisi normēts

∗an =

(...(a1 ∗ ...) ∗ an)︸ ︷︷ ︸
kreisi normēts

,

kas bija jāpierāda. ¥

2.1. piez̄ıme. Viens no teorēmas pielietojumiem ir tāds, ka pieraksta
ekonomijas dēļ asociat̄ıvas operācijas gad̄ıjumā nav vajadz̄ıbas rakst̄ıt
iekavas, ja tam nav ı̄pašas nepieciešamı̄bas.
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2.3. Grupōıdu elementi ar speciālām ı̄paš̄ıbām

Grupōıda (A, ∗) elementu a sauc par idempotentu, ja izpildās
vienād̄ıba a ∗ a = a.

Elementu e sauc par grupōıda vien̄ıbas elementu (neitrālo ele-
mentu, vieninieku), ja ∀ a ∈ A izpildās vienād̄ıba

e ∗ a = a ∗ e = a.

Ja grupōıdā ∃ vien̄ıbas elements e, tad elementu a sauc par in-
vertējamu elementu, ja ∃ b ∈ A tāds, ka a ∗ b = b ∗ a = e.

2.2. teorēma.
1. Ja grupōıdā eksistē vien̄ıbas elements, tad tas ir vien̄ıgais vien̄ı-

bas elements šajā grupōıdā;

2. ja asociat̄ıva grupōıdā ar vien̄ıbas elementu elementam a eksistē
inversais elements, tad tas ir vien̄ıgais a inversais elements;

PIERĀDĪJUMS. (Sākot ar šo teorēmu pieraksta ekonomijas dēļ
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nerakst̄ısim operācijas atdalošo simbolu, ja tas nerada pārpratumus).

1. Pieņemsim pretējo: grupōıdā A ir divi elementi e un e′ , kas
apmierina vien̄ıbas elementa ı̄paš̄ıbu: ∀a ∈ A:

ae = ea = a,

ae′ = e′a = a.

a = e =⇒ ee′ = e′e = e.
a = e′ =⇒ e′e = ee′ = e′ =⇒ e = e′.
2. Pieņemsim, ka elementam a asociat̄ıvā grupōıdā ar vien̄ıbas ele-

mentu e ir divi inversie elementi b un b′. Saskaņā ar inversā elementa
defin̄ıciju

ab = ba = ab′ = b′a = e.

Reizinot vienād̄ıbas ab = e abas puses ar b′ no kreisās puses un iz-
mantojot asociativitāti iegūstam

b′(ab) = b′e = b = b′.¥
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21

2.4. Multiplikat̄ıvais un adit̄ıvais pieraksts

Strādājot ar binārajām operācijām visbiežāk tiek izmantots viens
no diviem pieraksta veidiem -

• multiplikat̄ıvais pieraksts,

• adit̄ıvais pieraksts.

Multiplikat̄ıvajā pierakstā
• bināro operāciju visbiežāk apz̄ımē ar ·, ∗ vai kādu l̄ıdz̄ıgu sim-

bolu vai ar̄ı vispār neraksta atdalošo simbolu,

• vien̄ıbas elementu apz̄ımē e ar vai 1,

• elementa a inverso elementu apz̄ımē ar a−1.

Adit̄ıvo pierakstu izmanto, ja binārā operācija ir ac̄ımredzami ko-
mutat̄ıva (var main̄ıt vietām operandus), piemēram, skaitļu vai vek-
toru saskait̄ı̌sana, šajā gad̄ıjumā ir pieņemts apz̄ımēt

• bināro operāciju ar simbolu + vai kādu tam l̄ıdz̄ıgu simbolu,
piemēram,

⊕
,

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns



22

• vien̄ıbas elementu (ja tas eksistē) - ar 0,

• elementa a inverso elementu - ar −a,

• elementa a pakāpi an - ar na = a + a + ... + a︸ ︷︷ ︸
n reizes

.

3. Svar̄ıgāko algebrisko struktūru pārskats

Biežāk pēt̄ıtās algebriskās struktūras ir radušās skaitļošanas un
cita veida matemātisko aktivitāšu vispārināšanas rezultātā:

• asociat̄ıvie grupōıdi (pusgrupas, monōıdi, grupas) - funkciju kopu
un kompoz̄ıcijas operācijas vispārināšana,

• gredzeni - skaitļu kopu un aritmētisko operāciju vispārināšana,

• moduļi - lineāro telpu un lineāro operāciju vispārināšana,

• režǧi - kopu un kopu operāciju vispārināšana.
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3.1. Asociat̄ıvie grupōıdi

Algebras ar vienu asociat̄ıvu bināru operāciju ir saist̄ıtas ar funk-
ciju kompoz̄ıcijas vispārināšanu.

Pusgrupa - grupōıds ar asociat̄ıvu bināru operāciju.

Monōıds - grupōıds ar asociat̄ıvu bināru operāciju, kas satur vie-
n̄ıbas elementu.

Grupa - grupōıds ar asociat̄ıvu bināru operāciju, kas
• satur vien̄ıbas elementu,

• kurā katrs elements ir invertējams.

3.1. piemērs. Pusgrupas - (N,+), (R,×).
Monōıdi - (Fun(X, X), ◦).
Grupas - (Z, +), (Um,×), (Σn, ◦).
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3.2. Gredzeni

Gredzena struktūra:
• divas bināras asociat̄ıvas operācijas ”reizināšana” un ”saskait̄ı-

šana”,

• ”saskait̄ı̌sana” ir komutat̄ıva,

• ir spēkā distribut̄ıvā ı̄paš̄ıba.

Gredzeni ir skaitļu kopu vispārinājumi.

Svar̄ıgs speciālgad̄ıjums - lauki.

3.3. Moduļi

R - gredzens. R-modulis (M, +, ·):
• (M, +) - komutat̄ıva grupa,

• · : R×M −→ M (R darb̄ıba) apmierina aksiomas:
1. r(m + m′) = rm + rm′,

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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2. (r + r′)m = rm + r′m,
3. (rr′)m = r(r′m),
4. 1 ·m = m.

Moduļi vispārina lineārās telpas, kurās R ir lauks un R darb̄ıba ir
reizināšana ar lauka elementu.

3.4. Režǧu tipa struktūras

Režǧis - (L,
∨

,
∧

), kas apmierina šādas aksiomas:
• ∨

un
∧

ir komutat̄ıvas, asociat̄ıvas un idempotentas,

• a
∨

(a
∧

b) = a, a
∧

(a
∨

b) = a (absorpcijas likumi).

Režgu tipa struktūras

• vispārina kopu šķēlumu un apvienojumu,

• vispārina matemātiskās loǧikas operācijas (konjunkciju un dis-
junkciju),
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4. 1.mājasdarbs

4.1. Obligātie uzdevumi

1.1 Atrast minimālas veidotājsistēmas šādām algebrām:
(a) (Z/5Z, +)
(b) (Z/12Z,×),

1.2 Definēsim Pauli matricas:

p1 =
[

0 1
1 0

]
, p2 =

[
0 −i
i 0

]
, p3 =

[
1 0
0 −1

]
, kur i2 = −1.

Atrast kopas {p1, p2, p3} slēgumu attiec̄ıbā uz matricu reizinā-
šanas operāciju.

1.3 Atrodiet piemērus šādām operācijām:
(a) nav ne komutat̄ıva, ne asociat̄ıva,
(b) nav komutat̄ıva, bet ir asociat̄ıva,
(c) kopa bezgal̄ıga, operācija ir asociat̄ıva, eksistē vien̄ıbas ele-

ments, neviens cits elements nav invertējams.
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1.4 Apskat̄ısim grupōıdu (Z, ¦), kur Z ir veselo skaitļu kopa un
operācija ¦ ir definēta ar formulu

a ¦ b = a + b + ab.

Pierād̄ıt, ka (Z, ¦) ir komutat̄ıvs monōıds. Kāds elements ir
vien̄ıbas elements? Atrast visus idempotentos un invertējamos
elementus.

1.5 Noteikt, vai dotās funkcijas ir algebrisko struktūru morfismi.
(a) A = (Z, +), f : A → A, f(x) = x + 1.
(b) A = (R[X], +, ·), B = (R,+, ·), f : A → B, f(p) = p(0).

4.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

1.6 Pierād̄ıt teorēmu par slēguma ı̄paš̄ıbām.

1.7 Pierād̄ıt, ka katrā gal̄ıgā pusgrupā eksistē idempotents elements.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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