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Lekcijas merkis:

e apglit svarigos grupu "reizinajumu” tipus.

Lekcijas kopsavilkums:

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



3

e var definét operacijas grupu kategorija - tieSo un pustieso reizi-
najumu un petit to ipasibas.

Svarigakie jedzieni: arejais tieSais reizinajums, ieksejais tiesais
reizinajums, nedalama grupa, iekSejais pustieSais reizinajuma, grupu
ieksgjie automorfismi, argjais pustieSais reizinajums, Zappa-Szep rei-
zinajums.

Svarigakie fakti un metodes: areja tieSa reizinajuma ipasi-
bas, iekseja tiesa reizinajuma ipasibas, ieksSeja pustiesa reizinajuma
Tpasibas, aréja pustiesa reizinajuma ipasibas.
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1. Grupu reizinajumi

Grupu reizinajumi ir operacijas grupu kategorija - grupu virknei
noteikta veida tiek piekartota grupa. Grupu reizinajumus var petit
divos veidos:

e arejie reizinajumi - no vienkarsakam grupam tiek konstruetas
sarezgTtakas (analogija - vektoru telpas paplasinasana ar jaunam
dimensijam),

e ieksejie reizinajumi - grupa tiek sadalita vienkarsakas sastavda-
las (analogija - vektori tiek izteikti ka bazes vektoru summas).

1.1. TiesSais reizinajums
1.1.1. Aré€jais tieais reizinajums

G, H - grupas. Par G un H (arejo) tieso reizinajumu sauc grupoi-
du (G x H,x), kur operacija  tiek uzdota sadi:

(9,h) * (¢',h') = (gg', hh').
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1.1. teorema. (G x H,x) ir grupa.

PIERADIJUMS
Asociativitate V ¢, ¢’,¢” € Gun h,h',h” € H izpildas

((o:m)(g 1)) (9" ") = (g9 b") (9", 1) =
(999" (" )1") = (9(g'g") n(H'H") = (9. 0) (/s 1) (9", 1)

Vienibas elements Visiem g € G, h € H izpildas
(g,h)(e,e) = (ge, he) = (eg,eh) = (g,h) = (e, e) ir vienibas elements.

Inversais elements Visiem g € G, h € H izpildas
(90 (g~ h™Y) = (9971 hh™h) = (e,e) =
V(g,h) €GxH3I(g,h) = L,r 1) 1
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1.1. piezime. G un H ir komutativas = G x H ir komutativa.
Ja G un H ir galigas, tad G x H ir galiga un |G x H| = |G| - |H]|.
G x H ~ H x G, izomorfisms f : G x H — H x G var tikt definets

sadi:
7((g.m) = (h.g).
(GXH)xI ~ Gx(HXI),izomorfisms f : (GXxH)xI — Gx(HxI)
var tikt definets sadi:

F((g.h)i)) = (s (9.0))-

komutativa un asociativa operacija grupu kategorija.

Grupu kategorija eksisté ”neitralais elements” - viena elementa
grupa E = {e}: VG izpildas

Gx E~Q(@.
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TieSo reizinajumu var visparinat uz patvaligas galigas grupu kopas
gadjjumu: ja ir dotas n grupas Gy, ..., G, tad par to tieSo reizinajumu
sauc kopu G X ... X G,, ar 8adu operaciju:

(a1, ...,an)(ay, ...,a,) = (a1a}, ..., anal,).
1.1. piemers. Vektoru kopas: R®» ¥R xR x ... x R.
Taisnstura rotacijas. Atlikumi.

1.2. piezime. Aditivaja pieraksta (ja visas grupas G; ir komutativas)
izmanto apzimejumu G1 d G2 & ... & G,,.
Ja G =N x M, tad definésim
N ={z € G|z = (n,¢), kur n € N},

M = {z € G|z = (e,m), kur m € M}.
1.2. teorema.
. N9G, M<G
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2. V g € G ir viennozimigi izsakams forma
g=nm=mn, kaen € N, € M

(G=NM = MN).

PIERADIJUMS

1.

(', m" )" (n,e)(n',m') = (0" tnn',m'~tem') = (n'"‘nn’,e) € N
eN

2. (n,m) = (n,e)(e;m) € NM. B

1.3. piezime. Teorému var visparinat uz vairak neka divu grupu tieso

reizinajumu.

1.1.2. Ieksejais tieSais reizinajums

1.3. teorema. Ja grupa G satur [ normalas apaksgrupas Ny, ..., [V
un Vg € G ir viennozimigi izsakams forma

9 = 9192---g1, kur g; € N,
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tad
G’:leNQX...XNl.

PIERADIJUMS Definésim funkciju
f:N1 XNy x..x N — G,
flay,...,a;) = ai...qp.
Pieradisim, ka f ir grupu izomorfisms.
Sirjektivitate Vg € G ir uzrakstams forma
9=91g2-.91, kur g; € N; = g = f(g1, ., q1).

Injektivitate f(ay,...,an) = f(b1,...,b,) = ay...an = by...by.
V @ elements ir viennozimigi izsakams reizinajuma forma —-

a; = bi, Vi.
Homomorfisms No sakuma pieradisim, ka N; N N; = {e}, ja i # j.
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N; N N; > a = a var divos dazados veidos uzrakstit ka
reizinajumu:
€...€Q€E...6 = €...€0€E...6 —> 4 = €.
~~ ~~~
i—1 j—1
No viena majasdarba uzdevuma seko, ka

{G,iENZ‘

— a;a; = a;a;.
ajENj (s I

Tagad redzam, ka
F((@1, s a) B b) ) = F((@rbr, o anbn)) =

alblagbg...anbn = alag...anblbg...bn =

f((al, ...7an))f((b1, bn)).l
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1.4. teorema.
N, M <G
NNM={e} = G~NxM.
G=NM

PIERADIJUMS Japierada, ka Vg € G ir viennozimigi izsakams
forma g = nm, kur n € N, m € M. Tad apgalvojums sekos no
ieprieksejas teorémas.

Pienemsim, ka

g=nm=n'm', kur {n,n'} C N,{m,m'} C M —

— /
-1 -1 n=mn e Tomee ot
n"m=mm " =e — , = g ir izsakams vien-
N——— N—— m=m
eEN eM

nozimigi reizinajuma veida. W

1.4. piezime. leprieksgjas teorémas terminos G ir apaksgrupu N un
M iekséjais tiesais reizinajums - G = N x M.
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Teorema arT apgalvo, ka iekSejais tieSais reizinajums ir izomorfs
arejam tieSajam reizinajumam.
1.5. piezime. Grupu sauc par nedalamu, ja ta nav izsakama ka
netrivials ieksgjais tiesais reizinajums:

G=NxM < N=/{e} vai M = {e}.

1.5. teoréma. G = N x N’ (ieksejais reizinajums) — G/N ~ N'.

PIERADIJUMS Definesim
¢:G/N — N,
©(N(aa')) =d', kur a € N,a’ € N'.

Pieradisim, ka ¢ ir grupu izomorfisms.

Homomorfisms
go((Haa’)(be’)) - @(H(aba’b’)) —a'b = ¢(Haa’)¢(be’).
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Sirjektivitate
Va eN: d = @(N(ea’)).

Injektivitate
w(N(aa’)) - go(N(bb’)) — o =V = Nda =NV —
N(aa)=N(V'). 1

1.2. PustieSais reizinajums

1.2.1. Ieksejais pustieSais reizinajums

NG
A<LG
NNA={e}
G=NA
reizinajums (semidirect product) - G = N x A.

Ja , tad saka, ka G ir N un A (ieksgjais) pustiesais

1.2. piemers. Tiesais reizinajums ir arl pustiesais.
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1.6. teorema. Dots, ka N 4G, A < G. Sekojosie apgalvojumi ir
ekvivalenti:

1. NnA={e}unG=NA (G=N x A);
2. NNA={e} un G=AN;
3. Vg € G ir viennozimigi izsakams forma
g=ha, kur h € N,a € A;
4. Vg € G ir viennozimigi izsakams forma
g=ah', kar k' € N,da' € A.
PIERADIJUMS
l. <= 2.
G =NA — Vg € G izpildas nosacijums g = ha, kur h € N,
a €A =
g=ha=aa ‘ha=ah' € AN.
——
eN
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Ja G = AN, tad Vg € G izpildas nosacijums g = a’h’, kur ' € N,
deAd =
g=dh =dhadtd =h"d € NA.
——
eN
1. <= 3. Piegemsim, ka NN A = {e} un G = NA. Piegemsim,
ka 3¢ € G, kurs ir izsakams ka reizinajums divos veidos:
g=ha :E57 kur h,ﬁ € N,a,a € A.

Parnesisim elementus ta, lai katra puse butu vienas apaksgrupas ele-
menti: _ _
ha=ha <= h 'h=ga .
—— =
eN €A
Seko, knhlh=dal=e = h=huna=a.

2. <= 4. Pierada lidzigi. &

|G| < o0

GLNS 4 = [GI=IN] 1AL

1.6. piezime. {
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1.2.2. Grupu automorfismi

Par grupas automorfismu sauc grupu izomorfismu G — G. Visu
G automorfismu kopu apzimé ar Aut(G). Ta ir grupa ar funkciju
kompozicijas operaciju.

n € Aut(G) sauksim par iekséju automorfismu, ja

JacG: nlg) =aga =n.(g)
Var redzet, ka

"= (aga™")(ag'a™") = na(g)na(g")-

na(99') = algg’)a”
Fakti:
e Visu ieksgjo automorfismu kopa Inn(G) veido normalu apaks-
grupu: Inn(G) < Aut(G).

e Faktorgrupu Aut(G)/Inn(G) = Out(G) sauc par aréjo auto-
morfismu grupu.

e Inn(G) =~ G/Z(G).
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1.2.3. Arejais pustiesais reizinajums
Dotas grupas N, A un grupu homomorfisms ¢ : A — Aut(N).
Apzimesim ¢(a)(g) = pa(g). Izpildas nosacijumi
0a(99") = va(9)0alg’), Va. 9,9,

Pab(9) = Pal(ep(9))-
Kopa N x A definésim $adu operaciju:

(hya)(h',a") = (hpa(h'),aad).

Sauksim iegiito strukttru par N un A aréjo pustieSo reizinajumu
- N x, A

1.7. teorema. N x, A ir grupa.

PIERADIJUMS
Asociativitate
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No vienas puses:
((h,a) (W', a")) (R, a") = (hepa (1), aa) (R, a") =
(ha(h)paar (H"), a0'a") = (hpa (W) pa(pwr (")), ad'a”). |
No otras puses:
(h, a)((R',a") (R, a")) = (h,a)(R'par (R"), a’a") =
(hpa(h par (")), a0'a") =| (hpa (B )pa(w (K")), ad'a"). |
Vienibas elements Redzam, ka
(h,a)(e,e) = (hpa(e), ae) = (h,e),

(e,e)(h,a) = (epe(h), ea) = (h,a).
Seko, ka (e, e) ir vienibas elements.

Inversais elements Pieradisim, ka

(hva)_l = (50;1(]7‘_1)’0'_1) = (@a*1<h_1>7a_1)'
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Redzam, ka
(h,a)(pa-—1 (h_l)a a_l) = (ha(pa—1 (h_l))7 aa_l) =
(h@aa-1 (K1), €) = (hpe(h™"),e) = (hh™" ) = (e,c).M
1.7. piezime. G = N x A (iekseji) = @4 (h) = aha™ 1.

1.8. piezime. Ja Va € A ¢(a) = id, tad ieglisim tieSo reizinajumu.
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5.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

Atrodiet visas apaksgrupas $adam aditivajam grupam:

(a) Z2 X ZQ;

(b) Zy x Zs;

(C) ZQ X ZQ X ZQ.
Izsakiet grupu Z15 ka netrivialu ieksejo tieSo reizinajumu.
G, G’ - galigas cikliskas grupas. Pieradit, ka G x G’ ir cikliska
grupa < LKD(|G|,|G'|) = 1. Atrodiet G x G’ minimalu
generejosu kopu.
Pieradiet, ka dotas grupas ir nedalamas:

(a) Es;

(b) Z.
G ir grupa no uzdevuma 4.5, kura realo skaitlu lauks tiek aiz-
vietots ar lauku F5. Vai GG ir izsakama ka
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(a) tiesais reizinajums,
(b) pustiesais reizinajums.
Pozitivu atbilzu gadijuma atrodiet atbilstosas apaksgrupas.

2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

5.6 Atrast pieméru grupu homomorfismam ¢ : G — H, kur G ir
nedalama grupa, bet H - dalama grupa.

5.7 Izpetit attieciba uz dalamibu un pustieSo dalamibu sadas gru-

pas:
(@) (Q,+), (R, +), (C,+);
(b) GL(n k), SL(n, k);
(¢) ¥, VneN.
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