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Lekcijas merkis:
e apgit grupu teorijas pamatjedzienus.

Lekcijas kopsavilkums:

e grupas gadijuma var konkretizet un attistit agrak apskatitos
visparigas algebras jedzienus.

e biezi izmantotas matematiskas strukturas var saskatit grupas.

Svarigakie jedzieni: grupa, komutativa grupa, grupas elementa
karta, apakskopas slegums grupa, grupas grafs, geometrisko parveido-
jumu grupa, permutaciju grupa, matricu aditivas un multiplikativas
grupas, cikliska grupa, briva grupa, apaksgrupa, cikliska apaksgrupa,
centrs, komutatoru apaksgrupa.

Svarigakie fakti un metodes: grupas pamatipasibas, apaks-

grupu tranzitivitate, apaksgrupu skeluma ir apaksgrupa, apaksgrupu
apvienojuma Tpasiba.
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1. Grupu teorijas pamati

1.1. Ievads

1.1.1. Motivacija

Risinot matematikas uzdevumus, biezi paradas invertejami parvei-
dojumi, pieméram,

e invertéjamas aritmetiskas operacijas tadas ka saskaitisana,

e linearu vienadojumu sistému elementarie parveidojumi,

e geometriskie parveidojumi,

e simetrijas parveidojumi,

e bijektivas funkcijas u.c.)

ar dabiski definetu operaciju (geometrisko parveidojumu vai funkciju
kompozicija u.c.).

Parasti eksisté arT vienibas elements (parveidojums, kas neko ne-
maina, rotacija par 0, vienibas funkcija u.c.).
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Sakotnéjas parveidojumu kopas dabiski ir slegt attieciba uz ope-
raciju (pievienot visas iespejamas kompozicijas) un pievienot inversos
elementus - tiek ieguita kopa, kas ir slegta attieciba uz operaciju un
invertésanu. Sadas slegtas parveidojumu kopas - grupas, ir ertak petit.

Vesturiski grupas jedziens sakotneji tika izdalits veicot pétijumus
veselo skaitlu teorija ( L.Eilers, K.Gauss, grupas (Z/mZ,+)), algeb-
risko vienadojumu teorija (N.Abels, E.Galua, permutaciju grupas) un
geometrija (F.Kleins, geometrisko parveidojumu grupas).

1.1.2. Definicijas

Grupa ir kopa G ar sadu algebrisku strukturu:
e dota asociativa binara operacija:

(a,b) — ab,
e - vienibas elements e, kas V g € G apmierina nosacijumu
ge=¢eg =g,
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e V g € G Jinversais elements g~ !:

1.1. piezime. Grupu var definét arT ka algebrisku strukturu ar 3
operacijam:

e binara asociativa operacija,

e unara operacija - inversa elementa atrasana,

e (-ara operacija - vienibas elementa defineSana.

Grupu G sauc par komutativu grupu vai Abela grupu, ja operacija
ir komutativa: V a,b € G izpildas vienadiba

ab = ba.

Visparigos gadijumos grupu teorija parasti izmanto multiplikativo pie-
rakstu. Tadejadi par grupas operaciju var domat ka par nekomutativu
reizinaSanu.
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Ja grupa ir acimredzami komutativa (pieméram, (Z,+)), tad bie-
zak tiek izmantots aditivais pieraksts. Iznemums - skaitlu reizinasana.

Ja |G| < o0, tad G sauc par galigu grupu, pretéja gadijuma grupa
ir bezgaliga.

Jadn e N: ¢g" = e, tad g sauc par elementu ar galigu kartu,
preteja gadijuma - par elementu ar bezgaligu kartu.

Ja g ir elements ar galigu kartu, tad mazako m € N, kuram g™ = e,
sauc par g kartu.

A€ G, BeG, xeG. Definesim
AB ={g € Glg =ab, kur a € A,b € B},
Az = {g|g = az, kur a € A},

zA ={glg = za, kur a € A},
A'={geGlg=a', kurac A}.
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1.1.3. Veidotajsistemas
Grupas gadijuma var konkretizet apakskopas sleguma operaciju,

veidotajsistémas jédzienu. Grupu teorija X slégumu apzime ka (X).

(X) elementi ir vardi forma

it o, kur x; € X, ¢ € Z.

n

1.1. piemers. (Z,+), X = {1}, (X) = Z.
Y = {2}, (Y) = 2Z.

G=(Z,+),X ={a,b}. (X)=(LKD(a,b)).
1.2. piemers. G ir veidotajsistema attieciba uz G.

(Z,+). {1, —1} nav minimala veidotajsistéma, bet {1} ir minimala
veidotajsistema.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



10
1.1.4. Grupas grafs

Ja ir dota grupas veidotajsistema, tad grupas struktiru var vizu-
alizet ar Keli grafa (grupas grafa) palidzibu:

e virsotnes - grupas elementi,

e orientetas Skautnes ar indeksiem (krasam) - reizinasana ar vei-
dotajsistemas elementiem.

1.3. piemérs. (Z,+), (Z/mZ,+).

1.1.5. Pamatipasibas

1.1. teorema. Jebkura grupa izpildas sadas vienadibas:
L. (ab)~t=b"ta"t
2. ac=bc = a=b.
3. ca=cb = a=hb.
4

(a7t =a.
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5. Vienadojumi ax = b un xa = b ir viennozimigi atrisinami at-
tieciba uz x V a, b.

6. Vienibas elements ir noteikts viennozimigi.

7. Katram elementam inversais elements ir noteikts viennozimigi.

PIERADIJUMS 1. Redzam, ka
(ab)(b~ta ™) = abb™ra! = aa™!
2. Reizinasim ac = bc abas puses ar ¢~ ! no labas puses:
(ac)c™ = (be)e™t =
a(ce™) =blec™) =
a=>o.
3. Reizinasim ca = cb abas puses ar ¢~! no kreisas puses:
cYea) = ¢ Heb) =
(cte)a= (cte)b —

a=n"b.

= €.
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4.aa7'=ata=e = a=(a"1)"L.

5. Reizinasim ax = b abas puses ar a~!

no kreisas puses:
ataz) =a"tb —
(e ta)r=a"'b —
r=a"'b.
Reizinasim za = b abas puses ar ™! no labas puses:
(ra)a™ ' =ba! =
r(aa™!) =ba™t =
x =bat.

6., 7. seko no ieprieksejas lekcijas teoremas. M

1.2. Klasiskie piemeri

12

Grupas ir visuresosSas - ta ir visizplatitaka un visvairak petita al-

gebriska struktira.
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1.2.1. Parveidojumu, permutaciju grupas
Kopas X permutaciju (bijekttvu funkeiju X — X) kopa ar funkeiju

komporzicijas operaciju - (Xx,0). Ja X = {1,2,...,n}, tad apzimésim
ZX ar En.

e vienibas elements - vienibas funkcija id x, visi X elementi fikséti,

e clementa inversais elements - inversa permutacija.

Geometrisku figuru parveidojumu (passaglabajosu rotaciju, u.c.)
kopas ar parveidojumu kompozicijas operaciju.
e vienibas elements - vienibas parveidojums, visi punkti fikseti,

e clementa inversais elements - inversais (pretéjais) parveidojums.

Biezi geometrisko figiru parveidojumu grupas var interpretet ka
permutaciju grupas, jo pietiek apskatit dazu izdalitu figuru punktu
vai apakskopu parveidojumus, piemeram, virsotnes, Skautnu vidus-
punktus, Skautnes u.c.
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1.4. piemers. Taisne ar centru, taisnsturis, trijstiri (neregulars, vie-
nadsanu, regulars). Rubika kuba grupa.

1.2.2. Skaitlu aditivas grupas

(Z,+), (Z/mZ,+). Citas skaitlu kopas ar saskaitiSsanas operaciju.
Tiek izmantots aditivais pieraksts.

e vienibas elements - 0,

e clementa a inversais elements - —a.

1.2.3. Skaitlu multiplikativas grupas

(R\{0}, x), (Up, x). Citas skaitlu kopas forma k\{0}, kur k -
lauks, ar reizinasanas operaciju. Tiek izmantots multiplikativais pie-
raksts.

e vienibas elements - 1,

e clementa a inversais elements - a 1.
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1.5. piemers. Rinka grupa U = {z € C||z| = 1} ar reizinasanas
operaciju.

1.2.4. Vektoru grupas

Vektori ar vektoru saskaitiSanas operaciju. Linearas telpas ele-
menti ar saskaitiSsanas operaciju. Tiek izmantots aditivais pieraksts.
. — . —
e vienibas elements - nulles vektors vai elements 0,

— . . —
e clementa @ inversais elements - —a’.

1.2.5. Matricu aditivas grupas

n X m-matricas ar elementiem gredzena R ar matricu saskaitisanas
operaciju - Mat(n, m, R). Tiek izmantots aditivais pieraksts.
e vienibas elements - nulles matrica O,

e clementa M inversais elements - —IM.
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1.2.6. Matricu multiplikativas grupas

Invertejamas n x n-matricas ar elementiem lauka k ar matricu
reizindsanas operaciju - GL(n, k) (visparéja lineara grupa, general li-
near group). Tiek izmantos multiplikativais pieraksts.

Matrica A € Mat(n,n, k) ir invertejama <= det(A) # 0.

o det(A) #0, det(B) # 0 = det(AB) = det(A) det(B) # 0.
e vienibas elements - vienibas matrica E,,,

e clementa A inversais elements - inversa matrica A .

Invertejamas n X n-matricas ar koeficientiem lauka k, kuru deter-
minants ir vienads ar 1, ar matricu reizinasanas operaciju - SL(n, k)
(speciala lineara grupa, special linear group). Determinanta multipli-
kativa TpaSiba nodrosina grupas aksiomu izpildi:

o det(A) =det(B) =1 = det(AB) =

o det(A) =1 = det(A™ ') =1.

o det(E,) = 1.
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1.2.7. Cikliskas grupas
Grupu G sauc par ciklisku grupu, ja3 g € G (grupas generators):
Va€e G3Ine€Z: a=g". Sada gadijuma G = (g).

1.6. plemers (

)y Ly +), G = (1).
(Up, x), Up = {g),

kur g - primitiva sakne.

(9

1.2.8. Brivas grupas

Dota kopa X. Definésim grupu, kuras elementus interpretesim ka
X elementu formalo pakapju reizinajumus.

Definesim X !, kuras elementi ir X elementu formalie inversie
elementi: Vr € X 371 € XL

Definesim (papildus) vienibas elementa simbolu e ¢ X U X 1.

Apskatisim visas iespejamas virknes alfabeta X U X! U {e} un
vienkarSosim jeb reducésim tas saskana ar Sadiem likumiem:
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e simbolu e vienmer var izdzest (ka ”vienibas elementu”),

Lun 272, V & € X, var parverst par e,

u+v

e simbolu parus zx~

e r“x? var parverst par x

Parveidojot visas virknes saskana ar Siem likumiem, ieglisim re-

ducetos vardus forma

k1 ,.k2 kn
T{ixs?..T

T
kur k; € Z, z; € XUX !, x; # Zi+1. Definesim e arT ka reducetu
vardu.

Definesim kopu F(X), kuras elementi ir visi reducétie vardi.

1.7. piemérs. X = {a,b,c}. Reducets vardi - abcb~a?. Nereducets
vards - ab’*b~2c.

Par divu vardu a;...a,, un by...b; savienojumu sauksim vardu

ai...amby...ap.
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Ja ir dots divu vardu savienojums, tad dabiski ir veleties to re-

ducet. Piepemsim, ka ir doti vardi z = 2%'..zFm un y = Yty

Apzimesim to savienojuma redukciju ar red(x,y).
Definesim binaru operaciju kopa F(X):
xy = red(zx,y).
1.2. teorema. F(X) ar defineto operaciju ir grupa.

PIERADIJUMS
Vienibas elements e ir vienibas elements.

; ki k=1 — =k Rme1 =k
Inversais elements (z7*..x7m )~ = x, Fme, 7 L] T

Asociativitate Patstavigs darbs. B
F(X) sauc par brivo grupu ar generéjoso kopu X.
Ja | X| = n, tad F(X) apzimeé ar F,,.

1.2. piezime. Brivas grupas Keli grafs ir koks - nav ciklu.
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1.2.9. Klasiskie pielietojumi

Grupu teoriju izmanto

gredzenu un lauku teorija (gredzena ir uzdota komutativas gru-
pas struktiira, raksturo skaitlu, atlikumu un no tiem atvasinatu
gredzenu struktiru),

kriptografija (izmanto gredzenus),

Eiklida geometrija (ka simetrijas méru, geometrisko transforma-
ciju grupas),

topologisko telpu teorija (homotopiju grupas, homologiju/koho-
mologiju grupas, raksturo "mezglotu” telpu strukturu)
diferencialvienadojumu teorija (diferencialo operaciju simetriju
grupas u.c.),

fizika (daudz pielietojumu, dazadu strukturu simetriju grupas),
kimija (kristalu, molekulu, kimisko reakciju grafu simetriju gru-
pas u.c.)

miizika (kvintu cikliska grupa, dazadu muzikalu struktiru si-
metriju grupas).
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1.3. Apaksgrupas

1.3.1. Definicija

G- grupa, H C G. H sauc par apaksgrupu (H < G), ja

e hi,hs € H = hihy € H (H ir slégta attieciba uz binaro
operaciju),

e he H = h~! e H (H ir slegta attieciba uz inverso elementu
aprekinasanu),

e cc H.

Par apaksgrupu H ir jadoma ka par "mazaku” grupu, kas atrodas
"lielaka” grupa G.

1.8. piemeérs. V G 3 divas neistas apaksgrupas: {e} un G.

2Z<Z<Q<R<C.

1.3. teorema. H <G <= { g
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PIERADIJUMS
—

H<G — (hel < h'eH) — [H=H"]
H<G = ({ Z,EEFII{ = hh’eH) :>.
(mn o p ]

g:_ g h,W e H = hh € H
{H — he H = h'eH ]
ec H
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1.3.2. Operacijas ar apaksgrupam

Teklausana

1.4. teoréma. (tranzitivitate) K < H un H < G — K <(G.

Skelums

1.5. teorema. G - grupa. H| < G, H, <G = H NH, <G
(apaksgrupu skelums ir apaksgrupa)

PIERADIJUMS
Neitralais elements e € H; =— e € H; N Hs.

he HHNHy = he H,,h '€ H;, = h~'ec H NH,.
h,h/GHi - thGHi — hh/GHlﬂHQ.
1.9. piemers. 2Z N 3Z = 6Z < 7.
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Apvienojums

1.6. teorema. G - grupa, H; < G, Hy, < G.
H{UHy <G <= H; C Hy vai Hy C Hy
(apaksgrupu apvienojums ir apaksgrupa <= viena no tam ir apaks-
kopa otra).
PIERADIJUMS <= acimredzami, jo tad Hy U Hs = H;.

—> Pienemsim pretéejo -

Hy € Hy Hi\Hy # 0 Ja € Hy\Hy
{ H, ng = { Hg\Hl #@ = { HbEHQ\Hl.

Apskatisim elementu ab. H1 UHy < G — ab € Hy vai ab € Hs.

Pienemsim, ka ab € Hy, tasir,ab=h; € H, = b=a"'h;
— b € H; - pretruna.

Gadijums, kad ab € Hs tiek analizets lidzigi.ll
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1.3.3. Apakskopas slegums
1.7. teorema. G - grupa, X C G.

1. (X) <G.
H<G
2 { XCH = (X)<H
((X) ir mazaka G apaksgrupa, kas satur X).
PIERADIJUMS
1. Slegtums

a,be (X) = abe (X).

Inversie elementi
a€(X) = a!e(X).

Vienibas elements
e € (X).

2. {r1,..,2p,} CXCH — z('..ai> € H. 1
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1.3.4. Klasiskas apaksSgrupas

Cikliskas apaksgrupas
YV a € G apaksgrupu (a) = {g|g = a"} sauc par ciklisku apaksgrupu
ar generatoru a.

Centrs
Definesim centru Z(G) = {g|lgx = zg,V x € G}. Var pieradit, ka
Z(Q) <G.

Komutatoru apaksgrupa
Ka ?mertt” novirzi no komutativitates?

e Elementi ab un ba var bt dazadi.
e Var pienemt par nekomutativitates meru elementu
(ab)(ba)~' = aba" b~ = [a,b],
to sauc par a un b komutatoru.

e Apzimesim visu komutatoru kopu ar C.
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e Definésim komutatoru apaksgrupu G' = (C).

1.10. piemeérs. G - komutativa grupa = G’ = {e}, Z(G) =G.
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2. 2.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

2.1 X - kopa, P(X) - X apakskopu kopa. Pieradit, ka (P(X),A)
ir komutativa grupa (A - kopu simetriskas starpibas operacija).
Atrast vienibas elementu un katra elementa inverso elementu.

2.2 Grupa G V g € G izpildas nosacijums g2 = e. Pieradit, ka G ir
komutativa grupa.

2.3 G ir taisnstira (ne kvadrata) rotaciju grupai.

(a) Aizpildit G operacijas tabulu.
(b) Atrast vismaz vienu G minimalu veidotajsistému V.
(¢) Uzzimet G Keli grafu attieciba uz V.
2.4 Defingsim grupas elementu a, b komutatoru [a, b] ar vienadibu
[a,b] = aba™*b~".
Pieradit, ka
(a) [avb]il = [bv a]a
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(b) [ab,d] = afb, dla~[a, ).
2.5 G - grupa. Pieradit, ka Z(G) < G.

2.2. Paaugstinatas gruitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

2.6 G - galiga grupa, S C G. Izpildas 3ada ipaSiba: a,b € § =
ab € S. Pieradit, ka S < G.

2.7 Atrast minimalas veidotajsistémas grupam (3,,,0), V n.
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