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Lekcijas mērķis:
• apgūt grupu teorijas pamatjēdzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
• grupas gad̄ıjumā var konkretizēt un att̄ıst̄ıt agrāk apskat̄ıtos

vispār̄ıgās algebras jēdzienus.

• bieži izmantotās matemātiskās struktūrās var saskat̄ıt grupas.

Svar̄ıgākie jēdzieni: grupa, komutat̄ıva grupa, grupas elementa
kārta, apakškopas slēgums grupā, grupas grafs, ǧeometrisko pārveido-
jumu grupa, permutāciju grupa, matricu adit̄ıvās un multiplikat̄ıvās
grupas, cikliskā grupa, br̄ıvā grupa, apakšgrupa, cikliskā apakšgrupa,
centrs, komutatoru apakšgrupa.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: grupas pamat̄ıpaš̄ıbas, apakš-
grupu tranzitivitāte, apakšgrupu šķēluma ir apakšgrupa, apakšgrupu
apvienojuma ı̄paš̄ıba.
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1. Grupu teorijas pamati

1.1. Ievads

1.1.1. Motivācija

Risinot matemātikas uzdevumus, bieži parādās invertējami pārvei-
dojumi, piemēram,

• invertējamas aritmētiskas operācijas tādas kā saskait̄ı̌sana,

• lineāru vienādojumu sistēmu elementārie pārveidojumi,

• ǧeometriskie pārveidojumi,

• simetrijas pārveidojumi,

• bijekt̄ıvas funkcijas u.c.)
ar dabiski definētu operāciju (ǧeometrisko pārveidojumu vai funkciju
kompoz̄ıcija u.c.).

Parasti eksistē ar̄ı vien̄ıbas elements (pārveidojums, kas neko ne-
maina, rotācija par 0, vien̄ıbas funkcija u.c.).
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Sākotnējās pārveidojumu kopas dabiski ir slēgt attiec̄ıbā uz ope-
rāciju (pievienot visas iespējamās kompoz̄ıcijas) un pievienot inversos
elementus - tiek iegūta kopa, kas ir slēgta attiec̄ıbā uz operāciju un
invertēšanu. Šādas slēgtas pārveidojumu kopas - grupas, ir ērtāk pēt̄ıt.

Vēsturiski grupas jēdziens sākotnēji tika izdal̄ıts veicot pēt̄ıjumus
veselo skaitļu teorijā ( L.Eilers, K.Gauss, grupas (Z/mZ, +)), algeb-
risko vienādojumu teorijā (N.Ābels, E.Galuā, permutāciju grupas) un
ǧeometrijā (F.Kleins, ǧeometrisko pārveidojumu grupas).

1.1.2. Defin̄ıcijas

Grupa ir kopa G ar šādu algebrisku struktūru:
• dota asociat̄ıva bināra operācija:

(a, b) 7→ ab,

• ∃ vien̄ıbas elements e, kas ∀ g ∈ G apmierina nosac̄ıjumu

ge = eg = g,
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• ∀ g ∈ G ∃ inversais elements g−1:

gg−1 = g−1g = e.

1.1. piez̄ıme. Grupu var definēt ar̄ı kā algebrisku struktūru ar 3
operācijām:

• bināra asociat̄ıva operācija,

• unāra operācija - inversā elementa atrašana,

• 0-āra operācija - vien̄ıbas elementa definēšana.

Grupu G sauc par komutat̄ıvu grupu vai Ābela grupu, ja operācija
ir komutat̄ıva: ∀ a, b ∈ G izpildās vienād̄ıba

ab = ba.

Vispār̄ıgos gad̄ıjumos grupu teorijā parasti izmanto multiplikat̄ıvo pie-
rakstu. Tādējādi par grupas operāciju var domāt kā par nekomutat̄ıvu
reizināšanu.
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Ja grupa ir ac̄ımredzami komutat̄ıva (piemēram, (Z, +)), tad bie-
žāk tiek izmantots adit̄ıvais pieraksts. Izņēmums - skaitļu reizināšana.

Ja |G| < ∞, tad G sauc par gal̄ıgu grupu, pretējā gad̄ıjumā grupa
ir bezgal̄ıga.

Ja ∃ n ∈ N : gn = e, tad g sauc par elementu ar gal̄ıgu kārtu,
pretējā gad̄ıjumā - par elementu ar bezgal̄ıgu kārtu.

Ja g ir elements ar gal̄ıgu kārtu, tad mazāko m ∈ N, kuram gm = e,
sauc par g kārtu.

A ∈ G, B ∈ G, x ∈ G. Definēsim

AB = {g ∈ G|g = ab, kur a ∈ A, b ∈ B},
Ax = {g|g = ax, kur a ∈ A},
xA = {g|g = xa, kur a ∈ A},

A−1 = {g ∈ G|g = a−1, kur a ∈ A}.
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1.1.3. Veidotājsistēmas

Grupas gad̄ıjumā var konkretizēt apakškopas slēguma operāciju,
veidotājsistēmas jēdzienu. Grupu teorijā X slēgumu apz̄ımē kā 〈X〉.

〈X〉 elementi ir vārdi formā

xε1
1 ... xεn

n , kur xi ∈ X, εi ∈ Z.

1.1. piemērs. (Z,+), X = {1}, 〈X〉 = Z.
Y = {2}, 〈Y 〉 = 2Z.

G = (Z, +), X = {a, b}. 〈X〉 = 〈LKD(a, b)〉.

1.2. piemērs. G ir veidotājsistēma attiec̄ıbā uz G.
(Z,+). {1,−1} nav minimāla veidotājsistēma, bet {1} ir minimāla

veidotājsistēma.
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1.1.4. Grupas grafs

Ja ir dota grupas veidotājsistēma, tad grupas struktūru var vizu-
alizēt ar Kēli grafa (grupas grafa) pal̄ıdz̄ıbu:

• virsotnes - grupas elementi,

• orientētas šķautnes ar indeksiem (krāsām) - reizināšana ar vei-
dotājsistēmas elementiem.

1.3. piemērs. (Z,+), (Z/mZ,+).

1.1.5. Pamat̄ıpaš̄ıbas

1.1. teorēma. Jebkurā grupā izpildās šādas vienād̄ıbas:
1. (ab)−1 = b−1a−1.

2. ac = bc =⇒ a = b.

3. ca = cb =⇒ a = b.

4. (a−1)−1 = a.
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5. Vienādojumi ax = b un xa = b ir viennoz̄ımı̄gi atrisināmi at-
tiec̄ıbā uz x ∀ a, b.

6. Vien̄ıbas elements ir noteikts viennoz̄ımı̄gi.

7. Katram elementam inversais elements ir noteikts viennoz̄ımı̄gi.

PIERĀDĪJUMS 1. Redzam, ka

(ab)(b−1a−1) = abb−1a−1 = aa−1 = e.

2. Reizināsim ac = bc abas puses ar c−1 no labās puses:

(ac)c−1 = (bc)c−1 =⇒
a(cc−1) = b(cc−1) =⇒

a = b.

3. Reizināsim ca = cb abas puses ar c−1 no kreisās puses:

c−1(ca) = c−1(cb) =⇒
(c−1c)a = (c−1c)b =⇒

a = b.
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4. aa−1 = a−1a = e =⇒ a = (a−1)−1.

5. Reizināsim ax = b abas puses ar a−1 no kreisās puses:

a−1(ax) = a−1b =⇒
(a−1a)x = a−1b =⇒

x = a−1b.

Reizināsim xa = b abas puses ar a−1 no labās puses:

(xa)a−1 = ba−1 =⇒
x(aa−1) = ba−1 =⇒

x = ba−1.

6., 7. seko no iepriekšējas lekcijas teorēmas. ¥

1.2. Klasiskie piemēri

Grupas ir visuresošas - tā ir visizplat̄ıtākā un visvairāk pēt̄ıtā al-
gebriskā struktūra.
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1.2.1. Pārveidojumu, permutāciju grupas

Kopas X permutāciju (bijekt̄ıvu funkciju X → X) kopa ar funkciju
kompoz̄ıcijas operāciju - (ΣX , ◦). Ja X = {1, 2, ..., n}, tad apz̄ımēsim
ΣX ar Σn.

• vien̄ıbas elements - vien̄ıbas funkcija idX , visi X elementi fiksēti,

• elementa inversais elements - inversā permutācija.

Ģeometrisku figūru pārveidojumu (pašsaglabājošu rotāciju, u.c.)
kopas ar pārveidojumu kompoz̄ıcijas operāciju.

• vien̄ıbas elements - vien̄ıbas pārveidojums, visi punkti fiksēti,

• elementa inversais elements - inversais (pretējais) pārveidojums.

Bieži ǧeometrisko figūru pārveidojumu grupas var interpretēt kā
permutāciju grupas, jo pietiek apskat̄ıt dažu izdal̄ıtu figūru punktu
vai apakškopu pārveidojumus, piemēram, virsotnes, šķautņu vidus-
punktus, šķautnes u.c.
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1.4. piemērs. Taisne ar centru, taisnstūris, trijstūri (neregulārs, vie-
nādsānu, regulārs). Rubika kuba grupa.

1.2.2. Skaitļu adit̄ıvās grupas

(Z,+), (Z/mZ,+). Citas skaitļu kopas ar saskait̄ı̌sanas operāciju.
Tiek izmantots adit̄ıvais pieraksts.

• vien̄ıbas elements - 0,

• elementa a inversais elements - −a.

1.2.3. Skaitļu multiplikat̄ıvās grupas

(R\{0},×), (Um,×). Citas skaitļu kopas formā k\{0}, kur k -
lauks, ar reizināšanas operāciju. Tiek izmantots multiplikat̄ıvais pie-
raksts.

• vien̄ıbas elements - 1,

• elementa a inversais elements - a−1.
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1.5. piemērs. Riņķa grupa U = {z ∈ C||z| = 1} ar reizināšanas
operāciju.

1.2.4. Vektoru grupas

Vektori ar vektoru saskait̄ı̌sanas operāciju. Lineāras telpas ele-
menti ar saskait̄ı̌sanas operāciju. Tiek izmantots adit̄ıvais pieraksts.

• vien̄ıbas elements - nulles vektors vai elements
−→
0 ,

• elementa −→a inversais elements - −−→a .

1.2.5. Matricu adit̄ıvās grupas

n×m-matricas ar elementiem gredzenā R ar matricu saskait̄ı̌sanas
operāciju - Mat(n,m, R). Tiek izmantots adit̄ıvais pieraksts.

• vien̄ıbas elements - nulles matrica O,

• elementa M inversais elements - −M.
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1.2.6. Matricu multiplikat̄ıvās grupas

Invertējamas n × n-matricas ar elementiem laukā k ar matricu
reizināšanas operāciju - GL(n, k) (vispārējā lineārā grupa, general li-
near group). Tiek izmantos multiplikat̄ıvais pieraksts.

Matrica A ∈Mat(n, n, k) ir invertējama ⇐⇒ det(A) 6= 0.

• det(A) 6= 0, det(B) 6= 0 =⇒ det(AB) = det(A) det(B) 6= 0.

• vien̄ıbas elements - vien̄ıbas matrica En,

• elementa A inversais elements - inversā matrica A−1.

Invertējamas n× n-matricas ar koeficientiem laukā k, kuru deter-
minants ir vienāds ar 1, ar matricu reizināšanas operāciju - SL(n, k)
(speciālā lineārā grupa, special linear group). Determinanta multipli-
kat̄ıvā ı̄paš̄ıba nodrošina grupas aksiomu izpildi:

• det(A) = det(B) = 1 =⇒ det(AB) = 1.

• det(A) = 1 =⇒ det(A−1) = 1.

• det(En) = 1.
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1.2.7. Cikliskās grupas

Grupu G sauc par ciklisku grupu, ja ∃ g ∈ G (grupas ǧenerators):
∀a ∈ G ∃n ∈ Z : a = gn. Šādā gad̄ıjumā G = 〈g〉.

1.6. piemērs. (Z,+), (Zm, +), G = 〈1〉.
(Up,×), Up = 〈g〉, kur g - primit̄ıvā sakne.

1.2.8. Br̄ıvās grupas

Dota kopa X. Definēsim grupu, kuras elementus interpretēsim kā
X elementu formālo pakāpju reizinājumus.

Definēsim X−1, kuras elementi ir X elementu formālie inversie
elementi: ∀x ∈ X ∃ x−1 ∈ X−1.

Definēsim (papildus) vien̄ıbas elementa simbolu e 6∈ X ∪X−1.

Apskat̄ısim visas iespējamās virknes alfabētā X ∪ X−1 ∪ {e} un
vienkāršosim jeb reducēsim tās saskaņā ar šādiem likumiem:
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• simbolu e vienmēr var izdzēst (kā ”vien̄ıbas elementu”),

• simbolu pārus xx−1 un x−1x, ∀ x ∈ X, var pārvērst par e,

• xuxv var pārvērst par xu+v.

Pārveidojot visas virknes saskaņā ar šiem likumiem, iegūsim re-
ducētos vārdus formā

xk1
1 xk2

2 ...xkn
n ,

kur ki ∈ Z, xi ∈ X ∪ X−1, xi 6= xi+1. Definēsim e ar̄ı kā reducētu
vārdu.

Definēsim kopu F〈X〉, kuras elementi ir visi reducētie vārdi.

1.7. piemērs. X = {a, b, c}. Reducēts vārdi - abcb−1a2. Nereducēts
vārds - ab2b−2c.

Par divu vārdu a1...am un b1...bl savienojumu sauksim vārdu

a1...amb1...al.
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Ja ir dots divu vārdu savienojums, tad dabiski ir vēlēties to re-
ducēt. Pieņemsim, ka ir doti vārdi x = xk1

1 ...xkm
m un y = yr1

1 ...yrl

l .
Apz̄ımēsim to savienojuma redukciju ar red(x, y).

Definēsim bināru operāciju kopā F〈X〉:
xy = red(x, y).

1.2. teorēma. F〈X〉 ar definēto operāciju ir grupa.

PIERĀDĪJUMS
Vien̄ıbas elements e ir vien̄ıbas elements.

Inversais elements (xk1
1 ...xkm

m )−1 = x−km
m x

−km−1
m−1 ...x−km

1 .

Asociativitāte Patstāv̄ıgs darbs. ¥

F〈X〉 sauc par br̄ıvo grupu ar ǧenerējošo kopu X.

Ja |X| = n, tad F〈X〉 apz̄ımē ar Fn.

1.2. piez̄ıme. Br̄ıvās grupas Kēli grafs ir koks - nav ciklu.
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1.2.9. Klasiskie pielietojumi

Grupu teoriju izmanto
• gredzenu un lauku teorijā (gredzenā ir uzdota komutat̄ıvas gru-

pas struktūra, raksturo skaitļu, atlikumu un no tiem atvasinātu
gredzenu struktūru),

• kriptogrāfijā (izmanto gredzenus),
• Eikl̄ıda ǧeometrijā (kā simetrijas mēru, ǧeometrisko transformā-

ciju grupas),
• topoloǧisko telpu teorijā (homotopiju grupas, homoloǧiju/koho-

moloǧiju grupas, raksturo ”mezglotu” telpu struktūru)
• diferenciālvienādojumu teorijā (diferenciālo operāciju simetriju

grupas u.c.),
• fizikā (daudz pielietojumu, dažādu struktūru simetriju grupas),
• ķ̄ımijā (kristālu, molekulu, ķ̄ımisko reakciju grafu simetriju gru-

pas u.c.)
• mūzikā (kvintu cikliskā grupa, dažādu muzikālu struktūru si-

metriju grupas).
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1.3. Apakšgrupas

1.3.1. Defin̄ıcija

G- grupa, H ⊆ G. H sauc par apakšgrupu (H ≤ G), ja
• h1, h2 ∈ H =⇒ h1h2 ∈ H (H ir slēgta attiec̄ıbā uz bināro

operāciju),
• h ∈ H =⇒ h−1 ∈ H (H ir slēgta attiec̄ıbā uz inverso elementu

aprēķināšanu),
• e ∈ H.

Par apakšgrupu H ir jādomā kā par ”mazāku” grupu, kas atrodas
”lielākā” grupā G.

1.8. piemērs. ∀ G ∃ divas nēıstas apakšgrupas: {e} un G.

2Z ≤ Z ≤ Q ≤ R ≤ C.

1.3. teorēma. H ≤ G ⇐⇒
{

H2 = H
H−1 = H.
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PIERĀDĪJUMS
=⇒
H ≤ G =⇒

(
h ∈ H ⇐⇒ h−1 ∈ H

)
=⇒ H = H−1 .

H ≤ G =⇒
({

h ∈ H
h′ ∈ H

=⇒ hh′ ∈ H
)

=⇒ H2 ⊆ H .

{
H2 ⊆ H
H = H−1 =⇒ e ∈ H =⇒ H = He ⊆ H2

=⇒ H2 = H.

⇐
{

H2 = H
H = H−1 =⇒





h, h′ ∈ H =⇒ hh′ ∈ H
h ∈ H =⇒ h−1 ∈ H
e ∈ H

¥
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1.3.2. Operācijas ar apakšgrupām

Iekļaušana

1.4. teorēma. (tranzitivitāte) K ≤ H un H ≤ G =⇒ K ≤ G.

Šķēlums

1.5. teorēma. G - grupa. H1 ≤ G, H2 ≤ G =⇒ H1 ∩ H2 ≤ G
(apakšgrupu šķēlums ir apakšgrupa)

PIERĀDĪJUMS
Neitrālais elements e ∈ Hi =⇒ e ∈ H1 ∩H2.

h ∈ H1 ∩H2 =⇒ h ∈ Hi, h−1 ∈ Hi =⇒ h−1 ∈ H1 ∩H2.

h, h′ ∈ Hi =⇒ hh′ ∈ Hi =⇒ hh′ ∈ H1 ∩H2.

1.9. piemērs. 2Z ∩ 3Z = 6Z ≤ Z.
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Apvienojums

1.6. teorēma. G - grupa, H1 ≤ G, H2 ≤ G.

H1 ∪H2 ≤ G ⇐⇒ H1 ⊆ H2 vai H2 ⊆ H1

(apakšgrupu apvienojums ir apakšgrupa ⇐⇒ viena no tām ir apakš-
kopa otrā).

PIERĀDĪJUMS ⇐ ac̄ımredzami, jo tad H1 ∪H2 = Hi.

=⇒ Pieņemsim pretējo -{
H1 6⊆ H2

H2 6⊆ H1
=⇒

{
H1\H2 6= ∅
H2\H1 6= ∅. =⇒

{ ∃a ∈ H1\H2

∃b ∈ H2\H1.

Apskat̄ısim elementu ab. H1 ∪H2 ≤ G =⇒ ab ∈ H1 vai ab ∈ H2.
Pieņemsim, ka ab ∈ H1, tas ir, ab = h1 ∈ H1 =⇒ b = a−1h1

=⇒ b ∈ H1 - pretruna.

Gad̄ıjums, kad ab ∈ H2 tiek analizēts l̄ıdz̄ıgi.¥
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1.3.3. Apakškopas slēgums

1.7. teorēma. G - grupa, X ⊆ G.
1. 〈X〉 ≤ G.

2.
{

H ≤ G
X ⊆ H

=⇒ 〈X〉 ≤ H

(〈X〉 ir mazākā G apakšgrupa, kas satur X).

PIERĀDĪJUMS
1. Slēgtums
a, b ∈ 〈X〉 =⇒ ab ∈ 〈X〉.

Inversie elementi
a ∈ 〈X〉 =⇒ a−1 ∈ 〈X〉.

Vien̄ıbas elements
e ∈ 〈X〉.

2. {x1, ..., xn} ⊆ X ⊆ H =⇒ xε1
1 ...xεn

n ∈ H. ¥
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1.3.4. Klasiskas apakšgrupas

Cikliskās apakšgrupas
∀ a ∈ G apakšgrupu 〈a〉 = {g|g = an} sauc par ciklisku apakšgrupu

ar ǧeneratoru a.

Centrs
Definēsim centru Z(G) = {g|gx = xg, ∀ x ∈ G}. Var pierād̄ıt, ka

Z(G) ≤ G.

Komutatoru apakšgrupa
Kā ”mēr̄ıt” novirzi no komutativitātes?

• Elementi ab un ba var būt dažādi.

• Var pieņemt par nekomutativitātes mēru elementu

(ab)(ba)−1 = aba−1b−1 = [a, b],

to sauc par a un b komutatoru.

• Apz̄ımēsim visu komutatoru kopu ar C.
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• Definēsim komutatoru apakšgrupu G′ = 〈C〉.

1.10. piemērs. G - komutat̄ıva grupa =⇒ G′ = {e}, Z(G) = G.
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2. 2.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

2.1 X - kopa, P (X) - X apakškopu kopa. Pierād̄ıt, ka (P (X), ∆)
ir komutat̄ıva grupa (∆ - kopu simetriskās starp̄ıbas operācija).
Atrast vien̄ıbas elementu un katra elementa inverso elementu.

2.2 Grupā G ∀ g ∈ G izpildās nosac̄ıjums g2 = e. Pierād̄ıt, ka G ir
komutat̄ıva grupa.

2.3 G ir taisnstūra (ne kvadrāta) rotāciju grupai.
(a) Aizpild̄ıt G operācijas tabulu.
(b) Atrast vismaz vienu G minimālu veidotājsistēmu V.
(c) Uzz̄ımēt G Kēli grafu attiec̄ıbā uz V.

2.4 Definēsim grupas elementu a, b komutatoru [a, b] ar vienād̄ıbu

[a, b] = aba−1b−1.

Pierād̄ıt, ka
(a) [a, b]−1 = [b, a],
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(b) [ab, c] = a[b, c]a−1[a, c].

2.5 G - grupa. Pierād̄ıt, ka Z(G) ≤ G.

2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

2.6 G - gal̄ıga grupa, S ⊆ G. Izpildās šāda ı̄paš̄ıba: a, b ∈ S =⇒
ab ∈ S. Pierād̄ıt, ka S ≤ G.

2.7 Atrast minimālas veidotājsistēmas grupām (Σn, ◦), ∀ n.
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