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Ievads

Skolas geometrijas stereometrijas kursa svariga sastavdala ir telpisko
figiru attelosana paralélprojekcija.

[zveidot zimejumus stereometrija ir nenoliedzami grutak neka planimet-
rija, jo telpiskiem objektiem ir tris dimensijas, bet plaknei, kura tie jaattelo,
ir tikai divas dimensijas. Te janem vera, ka katram kermenim iespejamas
bezgala daudzas paralelprojekcijas, no kuram jaizvelas ta, kas dod labako
prieksstatu par attelojamo kermeni.

Runajot par uzdevumiem stereometrija, butu jaapliko modelu izgata-
voSana, pie tam pec ieprieks dotiem izmeriem, un vienlaiciga to zimesana.
Modelu buvesana, it 1pasi stereometrijas kursa sakuma, ievadot skolenus
telpas izpratne, ir loti deriga, jo lauj vienlaicigi apliikot gan modeli, gan ta
enu (paralélprojekcijas uzskatamu realizaciju). Talakaja kursa sada riciba
jau klust loti sarezgita, prasa daudz laika, tapec kermenis jaiztelojas, vien-
laicigi veidojot ta zimejumu. Telpiskas izteles attistisana ir viens no ste-
reometrijas kursa uzdevumiem.

Macibu gramatas arvien biezak sastopami kludaini zimejumi, daudzi no
tiem domati ka paraugi, jo ir atrisinatu uzdevumu sastavdala. Tas rada
telpiskas figtiras uztveres un uzdevuma satura pretrunu skolenu apzina.
Kludas, kas saistitas ar nepareizu telpisko figiru attelosanu, klust mas-
veidigas. Tas sastopamas ne tikai macibu gramatas, bet pat autoritativa
zurnala " Maremaruka B mkose” [26].

Telpisku figtiru attelosanas racionalu panémienu teoretiska pamatosana
talu parsniedz skolas geometrijas kursa iespejas, bet iegiitos rezultatus
iespejams pielietot skolas prakse, jo tos skoleni var uztvert intuitiva liment.
Gatava attela ka parauga izmantoSanas problemai ir liela nozime geomet-
rijas macisana. Miusdienas §1 nozime ir krietni pieaugusi.

Telpisku figtiru zimejumu veidoSanas racionalo panemienu zinasana un
pielietosana ir nepiecieSama gan uzdevumu atrisinasana, gan teoremu pie-
radiSana.

Petijuma temas izveli nosaka telpisko figliru zimejumu svariga loma
skolas geometrijas stereometrijas kursa, ka arl zema to kvalitate macibu
gramatas un macibu lidzeklos. Par konkreto petijuma objektu esam izvele-
jusies dazu rotacijas kermenu skeluma ar plakni attélus. So izveli pamato
sekojosie apsverumi.

Macibu gramatas parasti netiek sistematiski aplikotas telpisku kermenu
attelosanas metodes.



Veidojot zimejumus, skolnieki vadas no intuitiva priekSstata par at-
telojamo kermeni, un, kas vel svarigak, no gataviem paraugiem macibu
gramatas.

Ipasi daudz nepareizu rotacijas kermenu attelu ir [I], [6], [10] macibu
gramatas. Sie atteli ir sastopami gan teorému pieradijumos, gan uzdevumu
atrisinajumos.

Biezak sastopamas kludas un nepilnibas rotaciju kermenu attelosana:

1) nepareizi sferas pola, sferas skeluma ar plakni atteli;

2) nepareizi konusa un cilindra atteli, nepareizi to diametrala skeluma
atteli;

3) uzskatamibas zaudésana (daudzos ziméjumos neparada neredzamas
Iinijas ar svitrliniju, tapec zimejumi izskatas plakani, ir sarezgiti interpretet
tos ka telpiskas figuras attelus);

4) zimejums tiek veidots noteiktam uzdevuma tipam, bet uzdevuma
nosacijumos noraditajiem skaitliskajiem lielumiem atbilst kads 1pass atte-
lojamas figuras gadijums.

Apskatot sadus zimejumus var rasties redzes iltizijas.

Darba galvenais merkis ir atrast metodi, kas lauj, izmantojot otras
kartas Iiknes Sablonus, izveidot cilindra, konusa un sferas skelumu ar plakni
attelus paralélprojekcija. Sablona izmantoSana sferas skeluma ar plakni
attelosanai noskaidrota gramata [4]. Sadu skelumu ziméjumu izveido3ana,
kas aprakstita literatira, pamatojas uz atsevisku Iiknes punktu konstruesanu
kompleksaja rasejuma. Konstruetos punktus pec tam savieno ar Sablona
palidzibu. Sada metode ir loti darbietilpiga, prasa plasas telotajas geomet-
rijas zinasanas, tapec ir pilnigi nepieejama skolas geometrijas kursa.

Visefektivaka metode zimejuma kvalitates paaugstinasanai un darbietil-
pibas samazinasanai ir tiesu aprekinu pielietoSana un sablonu izmantoSana.

Lidzigas petisanas metodes pielietosanu var atrast N. Beskina un E. Sta-
rodetko gramatas [12], [19].

Gramata [12] ir izklastiti geometriskas teorijas jautajumi, kas saistiti ar
telpisko ziméjumu konstruésanu stereometrija. Sis gramatas autors, pa-
matojoties uz tiesu aprekinu metodi, ka piemeru demonstre Viviani liknes
zimejuma izveidoSanu, aprekinot punktu koordinatas. Iegutie punkti tomer
jasavieno ar lekala palidzibu.

Gramata [19] ir izpetiti geometriskas modeléSanas pamati ar dator-
programmas palidzibu. Liela uzmaniba tiek veltita attela konstruesanas
teoretiskiem jautajumiem un geometrisko uzdevumu noveSanai uz skaitlis-
kam metodem.



Darba petijuma prieksmets: telotaja geometrija.

Darba petijuma objekts: rotacijas kermenu: cilindra, konusa un
sferas skeluma ar plakni attelosana paralelprojekcija, izmantojot otras
kartas Itknes $ablonus. Sablona stavokla noteiksanai nepieciesamos skait-
liskos parametrus: centra vai virsotnes koordinatas, ass pagrieziena lenki
aprekina analitiski.

Petijuma metode: petijjumos izmantotas analitiskas geometrijas ap-
rekinu metodes, grafisko opraciju skaits, kas nepiecieSams zimejuma izvei-
dosanai, ir minimals.

Rezultatu aprobacija: atseviski petijjuma rezultati aprobeti divos re-
feratos studentu zinatniskas konferences.



Literaturas apskats

Problema par telpisko figiiru attelu konstruesanu plakne pastaveja visos
laikmetos un pastav ari Ssodien. Jau senos laikos telpisko formu atteliem
bija liela praktiska nozime, tos izmantoja dazadiem nolukiem arhitekti. Re-
nesanses laikmeta makslinieki saviem noliikiem centas izveidot matematiski
pamatotu Sadu attelu konstruesanas teoriju - centralo projicesanu.

Telotaja geometrija ir teoretskais pamats telpisko figiru attelu kon-
struesanai plakne. Ta apskata metodes, ar kuru palidzibu telpas objektus
(punktus, Iinijas, kermenus) projice plakne, un ka atrisina geometriskas
dabas uzdevumus par siem telpas objektiem ar to attelu palidzibu [4], [5],
1, [8), 19].

Attelu konstruesanas un uzdevumu risinasanas atseviskus noteikumus
un panemienus, kas bija atrasti laika gaita, pirmo reizi apkopoja un izvei-
doja vienotu sistému franc¢u zinatnieks matematikis Gaspars Monzs (1746-
1818). Vins izstradaja visparejo teoriju trisdimensiju objektu ortogonalo
projekciju konstruesanai divas vai trijas plaknés [15]. Vipa piedavatas
metodes ir aktualas arm musdienas.

Par telpiskas figtiras attelosanas problemu sakara ar skolas geometrijas
stereometrijas kursu rakstija N. Cetveruhins [24] un A. Grava [2].

So autoru darbos ir sniegts sistematisks un teoretiski pamatots izklasts
par to, ka izgatavojami ziméjumi stereometrija, kadam prasibam tiem
japaklaujas, lai zimejums noderetu uzdevumu atrisinasana.

A. Grava parada, ka izgatavot stereometrijas zimeéjumus paralélpro-
jekcija ir vienkarsak salidzinajuma ar centralo projekciju [2]. Tomeér par
paralelprojekcijas trukumu, salidzinot ar centralo projekciju, vins atzime
tas mazaku uzskatamibu, jo priekSmets tiek projicets no bezgaligi liela
attaluma.

Pec akademika Rausenbaha domam tiesi paralelprojekcija vislabak at-
bilst noteiktas telpas dalas attelosanai plakne, jo centralo projicesanu rak-
sturo loti stiprs (biezi nepielaujami stiprs) tuva, videja un tala planu
merogu sagrozijums [17].

Viena no telpisku figiru attelosanas galvenam problemam ir telpas
dziluma iltzijas radiSana ar plakanas figtiras palidzibu. Ne katra matema-
tiski defineta telpas un plaknes punktu atbilstiba (perspektiva) balstas uz
redzes uztveres likumsakaribam. Katram perspektivas sistemas variantam
ir savs pielietoSanas apgabals telpa. Telpa ir pilna konstantuma apga-
bals, kura skatitajam nav noverojama skietama priekSmeta samazinasanas,



palielinoties attalumam lidz tam.

Paralela projekcija ir zinatniska perspektiva, ta noder nelielu priekSmetu
attelosanai, kurus apliko no liela attaluma. Ta ir pilnigi zinatniska un
dabiga noraditajos apstaklos. Sagrozijumi, kas neizbegami piemit jeb-
kuram perspektivas sistemas variantam, paralélas projicesanas gadijuma
atrodas uz horizonta, kuru neattelo, piemeram, redzam, ka paralelu taisnu
atteli krustojas kada horizonta punkta.

Paralela projekcija saglabajas homotetisku plakanu figiiru attelu lidziba,
kas uzlabo attela uzskatamibu.

Runajot par telpiskam figiram, jauzsver pozicionalo uzdevumu loma
stereometrijas zimejuma. Risinot sada tipa uzdevumus, konstrue kermena
skelumu ar plakni, taisnes krustpunktu ar virsmu un citus, ar punktu pie-
deribu saistitos uzdevumus.

Sis problemas biitiba ir izklastita N. Cetveruhina gramatas [20], [21],
[22], [23].

Zinatniskas literatiiras apskats rada, ka, izmantojot projicesanas metodi,
parsvara telpisko figiru attelosanai lieto grafiskas konstrukcijas. Tomer ro-
das jautajums, vai vienmer ST metode ir efektivaka salidzinajuma ar citam
metodem, piemeram, aprekinu metodi, kurai literatiira tiek pieversta maza
uzmaniba.

Runajot par rotacijas kermenu un to skeluma ar plakni Iinijas attela
konstruesanu, literatura [11], [13], [28] visplasak lietota metode ir §is Iinijas
atsevisku punktu grafiska atrasana . Péec tam tos savieno ar lekala palidzibu
(skat. [, 21, B un @] zim.). ST metode ir darbietilpiga un prasa loti ripigu
darbu ar instrumentiem. Sablonus izmanto galvenokart cilindru un konusu
pamatu, sferas ekvatora un paraleles attelosanai.

Lidz sim laikam neviena gramata vel nav piedavata efektivaka metode,
kas saistita ar rotacijas kermena skeluma Iijas attelosanu.

Izeju no dotas problemas piedavajam apskatit nakamajas nodalas.
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1. zim.

Konusa eliptiska skeluma kompleksais rasejums [11]
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2. zim.
Konusa hiperboliska skeluma kompleksais rasejums [11]
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3. zim.
Konusa paraboliska skeluma kompleksais rasejums [11]
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4. zim.
Cilindra eliptiska skeluma aksonometriska projekcija [11]
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1. Kludas telpisku figiru atteloSana macibu gramatas

Jebkuru stereometrisko uzdevumu risinasana prasa ne tikai skaitliskas
un logiskas iemanas un prasmes, bet telpiskas figiiras attelosanas plakne
lemanas.

Daudzu disciplinu pasniedzeji, it seviski stereometrijas un telotajgeo-
metrijas pasniedzeji, savas stundas plasi izmanto uzskatamus figtiru attelus,
kuriem ir noteikta loma macibu procesa. Sie uzskatamie attéli ne tikai
atvieglo pasniedzeja paskaidrojumu izprasanu un iegaumesanu, bet, kas
ir 1pasi svarigi, tie attista skolenos telpiskos prieksstatus un pilnveido
zinasanas par konkretam geometriskam formam. Tada forma materialu
iegaume labak un pamatigak. No otras puses, labs rasejums palidz atrast
pareizu uzdevuma risinajumu, un otradi, nepareizs attels skolenam rada
nepareizu prieksstatu par aplikojamo figiiru.

Ipasi svariga nozime telpisku figiiru uzskatamam attelam ir skolenu
telpiskas izteles attistisana, kas ir viens no geometrijas macisanas merkiem.

Pirmais un pats svarigakais solis geometrisko uzdevumu risinasana ir
zimejuma konstruesana, kas atbilst dotajiem nosacijumiem. Janem vera,
ka pirmais zimejums var but tals no pareiza zimejuma, jo daudzu ta ele-
mentu novietojums klust skaidrs tikai pec uzdevuma atrisinasanas. Tad var
izveidot otru - pareizu zimejumu. Abus Sos procesus: zimejuma izveidoSanu
un uzdevuma atrisinasanu var apvienot.

Attelojot telpiskas figliras rodas grutibas. Zimejumam jaatbilst daza-
diem nosacijumiem, kas lauj vislabak uztvert telpisko figiru attelu.

1. Attelam jabut pareizam, t.i., tam jabut lidzigam kadai no
attelojamas figuiras projekcijam.

Dotas figuras attelu sauc par pareizu, ja tas lidzigs kadai tas paralel-
projekcijai. Preteja gadijuma attels ir nepareizs.

Parasti attelojamas figuras (tas modela) musu riciba nav. Ir tikai figuras
apraksts (uzdevuma noteikumi) un figtiras paralelprojekcija. Tatad uzde-
vuma tekstu jauzskata par attela interpretaciju. Ja interpretacija un attels
nav pretrunigs, zimejums ir pareizs. Vienu un to pasu attelu iespejams in-
terpretet dazados veidos.

Interpretejot zimejumu, janem vera pielaujama grafiska kluda. Videja
izmera zimejuma 50 X 50 mm ta var bt =~ 2 mm. Ja kluda parsniedz
5% no zimejuma videja izmeéra, tad ziméjums ir vai nu nekvalitativs vai
nepareizs.
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Minimala kluda viena operacija ir 0, 1 mm (minimalais linijas platums).
Ja zimejumu iegust daudzu operaciju rezultata, tad statistiski palielinas
zimejuma grafiska kluda, tas ir nenoversami.

Vismazaka grafiska kluda sasniedzama, izmantojot aprekinus, tieSu me-
risanu un kvalitativus instrumentus (linealu, taisno lenki, cirkuli, otras
kartas Itknu sablonus un labu zimuli vai flomasteri).

Liknes novilksana ar Sablonu ir efektivs panemiens zimejuma kvalitates
paaugstinasanai un darbietilpibas samazinasanai.

2. Attelam jabit uzskatamam, t.i., tadam, lai bez izteles
piepiles varetu uztvert, kads kermenis ir attelots, tapec merka
sasniegSanai attela parada ne tikai kermena arejo izskatu, bet art
neredzamas linijas

ST prasiba ir loti nozimiga macibu procesa, kas saitas ar telpisko figiru
attelosanu. Tikai arkartejos gadijumos (ja uzskatamam att€lojumam ir
loti sarezgits izpildijums un prasa daudz laika) var samierinaties ar mazak
uzskatamu, bet vieglak konstruejamu rasejumu. Nevajadzetu jaukt uzska-
tamibu ar attela pareizibu. Attels var but pareizs, bet loti neuzskatams,
jo attelam jarada pec iespejas pilnigaka istenibas iluzija. Aplukosim kuba
projekcijas (Bl ziméjums).

5. Zim.
Kuba paralelprojekciju varianti
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Sie atteli ir pareizi, ta ka tie ir kuba paralélprojekcijas dazados ta
novietojumos, dazadiem projicéSanas virzieniem, bet tie nav uzskatami,
iznemot B (e) zimejumu.

Aplikosim dazus piemerus no skolas macibu gramatam, kuras ir vairaki
zimejumi ar rupjam kludam.

1.1. piemérs. B. Aboltina, P. Cepuls. Geometrija vidusskolai. -
R.: Zvaigzne ABC, 2000. - 162. lpp.

Piramidas pamats ir trijsturis, kura malu garumi ir 2 m, 2 m, 2¢/2 m un visas sanu
Skautnes ir vienadas ar 4 m. Aprekinat piramidas augstumu un lenkus, ko wveido
sanu Skautnes ar pamata plakna.

Novilksim piramidas augstumu SO (O - augstuma pamats). Ta ka piramidas visas
sanu Skautnes ir vienadas, tad saskana ar teoremu piramidas augstuma pamats O
ir ap pamatu apvilktas rinka Iijas centrs un visi lenki, ko veido sanu Skautnes ar
pamata plakni, ir vienadi, t.i.,

OA=0B=0C =R,
/SAO = /SBO = /SCO.

Aprekinasim AO = R pec formulas

abc

Saapc = R (*)

Seit trijstira ABC' laukumu aprekinasim, lietojot Herona formulu
S=Vplp—a)(p-0)(p—o.

14




Paape =24 2+2V2 =4+2V2 (m),
tatad pusperimetrs
p=2+v2(m).
Tad no (x) seko

2.2.2V2
QZT; R =2 (m).

Tatad
OA=0B=0C=R=+2(m).

Lai aprekinatu piramidas augstumu SO = H, aplukosim trijsturi SAO (protams,
ASAO = ASBO = ASCO):

SO =H =+AS? — R? =16 — 2 = V14 (m),

H 14
tga= L YU _ 7
& R V2
Ta ka lenkis « ir saurs lenkis, tad
o = arctg V7.
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ziméjuma analize.
Zimejums (6] zim.) ir nepareizs: pec uzdevuma noteikumiem trij-
sturis ABC' ir taislenka un sanu skautnes veido vienadus lenkus ar
pamatu, tatad piramidas augstuma pamats O jaattelo hipotentizas
viduspunkta.

zimejuma apraksts ir pretrunigs zimejumam.

Viens no iespéjamajiem ziméejuma variantiem redzams [7.] zim.

Aprekinasim piramidas augstumu SO = H.

No taisnlenka trijstura AOS pec Pitagora teoremas

O =+AS? — AO? = /16 — 2 = V14 (m)
H SO 14 7

t—_
YT RTA0 T B

o = arctg V7.
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1.2. piemérs. B. Aboltina, P. Cepuls. Geometrija vidusskolai. -
R.: Zvaigzne ABC, 2000. - 153. lpp.
Lenki, ko veido piramidas sanu skaldne ar pamata plakni, sauc par divplaknpu kakta
lenki pie pamata, piemeram, (81 zim.) ZSFO = ¢ un ZSEO = ¢;.

BJ zTmeéjuma analize.
Zimejuma (8] zim.) FB || OF, bet BC attéelo nogriezni, kas per-
pendikulars nogrieznim OF, OF 1 AB, tatad OF 1 OF. Nogriezni
OF un BFE ir divi perpendikuli pret paralelam taisném, tatad tiem
jabut paraleliem. Apraksts pretrunigs zimejumam.

17



1.3. piemers. A. Pogorelovs. Geometrija 9. - 11. klasei. -
R.: Zvaigzne, 1987. - 71. lpp.

Teorema: Jebkura lodes diametrala plakne ir lodes simetrijas plakne. Lodes centrs
1 tas simetriyjas centrs.

Pieradijums. Pienemsim, ka « ir diametrala plakne, bet X - brivi izraudzits lodes
punkts (@]zim.). Konstruesim punktu X', kas simetrisks punktam X attieciba pret
plakni o. Nogrieznis X X' ir perpendikulars plaknei v un krustpunkta ar So plakni
(punkta A) dalas uz pusem. No taisnlegka trijsturu OAX un OAX’ vienadibas
izriet, ka OX' = OX. Taka OX < R, tad ar1 OX’ < R, t.i., punkta X simetriskais
punkts X’ pieder pie lodes. Teoremas pirmais apgalvojums ir pieradits.

Pienemsim tagad, ka X" ir punkta X simetriskais punkts attieciba pret lodes centru.
Tada gadijuma OX” = OX < R, un tas nozime, ka punkts X" pieder pie lodes.
Teorema ir pilnigi pieradita.

18



ziméjuma analize.

Zimejuma (9]zim.) redzama lodes ortogonala projekcija, jo tas kontu-
ra ir rinka linija, ekvatora attels ir elipse, kas pieskaras Sai rinka Iinijai.
Konturas rinka lija ir paralela projekciju plaknei, bet ekvatora
plakne nav perpendikulara sai plaknei (pretéja gadijuma ekvatora
vieta butu redzams nogrieznis). Punkti X un X’ pieder konturas
plaknei, tatad taisne X X’ nav pret ekvatora plakni perpendikularas
taisnes attels. No Sejienes seko, ka X un X’ neattelo simetriskus
punktus attieciba pret plakni . Zimejums ir nepareizs.

Pareizs zimejuma variants ir redzams [I10)] zim.

10. zim.
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1.4. piemers. A. Pogorelovs. Geometrija 9. - 11. klasei. -
R.: Zvaigzne, 1987. - 72. lpp.

Lode, kuras radiuss ir R, pieskaras requlara trijstura visam trim malam. Aprekinat
attalumu no lodes centra lidz trijstura plaknei, ja trijstura mala ir a.

11. zim.

Atrisinajums. Pienemsim, ka A, B, C ir lodes un trijsturu malu pieskarsanas
punkti (IT] zim.). No lodes centra O novilksim perpendikulu OO; pret trijstura
plakni. Nogriezni OA, OB un OC ir perpendikulari trijstura malam. Pec triju per-
pendikulu teoremas nogriezni O1 A, O1B un O,C' ar1 ir perpendikulari attiecigajam
trijstura malam. No taisnlenka trijsturu OO; A4, OO B, OO;C vienadibas (Siem
trijsturiem katete OO ir kopéja, bet hipotentzas ir vienadas ka radiusi) izriet malu
vienadiba: O1A = O1B = O;C. Tatad O ir trijsturt ievilktas rinka linijas cen-

trs. Ka zinams, §is rinka linijas radiuss ir vienads ar %?:. Pec Pitagora teoremas

atrodam mekleto attalumu: VOAZ — O, A% = \/R2 — 2,
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I1] ztimejuma analize.
Steras attelojums izpildits ortogonala projekcija, jo attela kontura ir
rinka linija.

Saja ziméjuma kliudas noteiksanai nepieciesamas papildu konstrukei-
jas.

Konstruesim lodes profilo projekciju, pienemot doto attelu par frontalo
projekciju.

Diametru LT interpretesim ka lodes lielo rinka Iiniju, kas perpendiku-
lara frontalai projekciju plaknei. Profila plakne tas projekcija ir rinka
Iimija. Pa kartotejam linijam atrodam X un Y atbilstosas punktu
profilas projekcijas. X3Y3 jabut vienadam ar elipses lielo asi 2a.

2a

003

12. zim.
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2. Sferas skeluma ar plakni paralelprojekcija

Sferas atteloSanai izmanto ortogonalo paralelprojekciju. Zimejuma pa-
rada sferas projekcijas kontiiru - tas skeluma ar projekciju plaknei paralelu
plakni ortogonalo projekciju. Sferas projekcijas konttura ir rinka liija,
kuras radiuss ir vienads ar sferas radiusu. Lai paraditu sferas dzilumu,
zimejuma vel japarada sferas rinka Imiju projekcijas, kuru plaknes nav
paralelas projekciju plaknei.

Sferas skeluma ar plakni ortogonalo projekciju, ja tas iespejams, novelk
ar elipses Sablonu vai cirkuli.

Rinka Imiju ar centru O un radiusu R apzimesim w(O; R), bet elipsi ar
centru M, pusasim a un b, apzimesim (M ;a, b).

Teorema 1: ja rinka Iinijas wo(O; R) centrs pieder taisnei, kas satur
elipses (M a,b) mazo pusasi b un

/2 —_ B2
O]W:MRZ_CLQCL—Z)7
a

tad rinka liniju un elipsi var interpretet ka sferas ortogonalas projekcijas
konturu un tas skeluma ar plakni ortogonalo projekciju.

Elipse ¢(M;a,b), kur a = MU = MUy, b= ML = M Ly, un rinka Iinija
wo(O; R) novietotas atbilstosi teoremas nosacijumiem. (I3]zm.).

13. zim.

Pieradisim, ka eksisté vel viena elipse €1(M;ay,b), kas atbilst teorémas
nosactjumiem, ka uz sferas eksiste rinka Iijas w’ un wj, kuru ortogonalas
projekcijas ir atbilstosi elipses € un €.
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Pienemsim, ka rinka linija wq ir sferas skelums ar projekciju plakni.
Caur elipses € mazas ass galapunktiem L un K novilksim perpendikulari
pret to nogrieznus BL un AA;.

Apzimesim AB = 2z un A1B = 2x1, punkti 7" un 77 ir attiecigi So
nogrieznu viduspunkti.

Lenki o« = ZTBC = ZMTO, oy = LT1BC = ZMT10, ka lenki ar

perpendikularam malam, kur cosa = % un cosa; = . No taislenka

Z1
trijsturiem BTO un BT)0 attiecigi OT = v R? — 22 un OT} = / R? — 23,
bet no taislenka trijsturiem OT'M un OT; M iegustam

OM = OT sina = OTj sin o;.

No kurienes

N
OM:\/RQ—xz\/l—COSQCv:\/RQ—aU?be,

2 _b2
OM = /R2 — 22\/1 — cosPay = \/R2 — 22 YL~ 7
Iy

Tatad nogriezni AB = 2x un A1B = 2z ir vienadi ar tadu elipsu

lielajam asim, kas apmierina teorémas nosacijumus:

AB=UU; =2a

AlB = 2&1.

Nogrieznus AB un A;B uzskatisim par sferas rinka Imiju o' un of,
kuru plaknes perpendikularas projekciju plaknei P, ortogonalajam projek-
cijam. Punkti 7" un 7T} ir attiecigi So rinka liniju diametru d un d;, kas
perpendikulari plaknei P, ortogonalas projekcijas.

Sferu pagriezam par 90° ap asi OL. Diametri d un d; klist paraleli
projekciju plaknei P, un to projekcijas ir attiecigi elipsu € un e asis UU;
un V'V;i. Rinka linijas wy plakne péec pagriesanas klust perpendikulara pro-
jekciju plaknei, tapec rinka lIimiju o’ un w] diametru AB un A; B projekcija
ir elipSu € un €; maza ass K L.

Sferas rinka linijas w' un w] pec pagriesanas klust par tas rinka linijam
w un wj, kuru projekcijas ir attiecigi elipses € un ;.

Ja sferu pagriezam par 90° pretéja virziena, tad iegtistam vel divas tas
rinka Iijas, kuru projekcijas ar1 ir elipses € un ;. Lai tas atskirtu no
ieprieksejam, jalieto svitrlinijas attiecigas redzamibas paradisanai.
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Punkts N ir rigka linijas w] un sféeras lielas rinka linijas, kuras plakne
perpendikulara plaknei P, kopejas hordas ortogonala projekcija. St horda
vienada ar nogriezni X X7, tapec elipse €1 pieskaras rinka linijai wy punktos
X un X;.
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3. Cilindra eliptiska skeluma paralelprojekcija

Aplukosim metodi, kas lauj, izmantojot divus elipses Sablonus, pareizi
novietot Sis elipses un to kopigas paralelas pieskares ta, lai zimejumu varetu
interpretet ka rotacijas cilindra skeluma ar plakni attelu paralelprojekcija.
Izmantojot algebrisko Iiniju vienadojumus, atradisim formulu, kas lauj
aprekinat lielakas elipses ass pagrieziena lenki .

Y

14. zim.

Novietosim Dekarta koordinatas sistemu punkta O.

Lai pareizi novilktu rotacijas cilindra skeluma ar plakni attelu, rikosimies
sekojosa veida.

Novietosim elipses w lielo asi perpendikulari cilindra veidulu x = a un

r = —a atteliem, &1 elipse krusto taisni x = a divos punktos Aj(a,y;) un
AQ(aa y2) :
Dekarta koordinatu sistema elipses w vienadojums ir:
(«)" )
+ =1 3.1
R (3.1
val
b (') + a2 (y)” — a2b? = 0. (3.2)
Izmantojot pagrieziena formulas
x =12 cosp —y sinp, (3.3)
y = 2’ sin p + 1 cos p, '
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pagriezisim elipsi (8.2) par lenki ¢ ta, ka ta pieskaras taisnei x = a.
Pagrieztas elipses vienadojums ir:

b? (1 cos ¢ + ysin o) + a? (y cos ¢ — xsin ) — a?b? = 0 (3.4)

Elipses (8.4]) un taisnes # = a krustpunktu koordinatas var atrast no
vienadojumu sistemas

{ b2 (2 cos ¢ 4 ysin o) + a2 (y cos ¢ — 2 sin ) — a2b? = 0, (3.5)

T = Q.

Ievietojot pirmaja vienadojuma z = a, iegtisim kvadratvienadojumu
e (b% sin?  + a? cos? (p) + 2y (ab% — aa%) sin ¢ cos Y+
+ (aQbf cos® p + a*a}sin® ¢ — a%b%) = 0.
Lai Iiknei (8.4]) un taisnei x = a butu viens kopigs punkts, vienadojumu
sistemai (3.5]) jabut diviem sakritosiem atrisinajumiem, t.i., y; = yo.

Saja gadijuma kvadratvienadojuma diskriminantam jabtt vienadam ar
nulli, t.i.,

a? (a% — b%) ? sin? @ cos® p—
— (b% sin® ¢ + a3 cos? cp) (a2b% cos® ¢ + a’a? sin® ¢ — a%b%) =0.
Veicam algebriskus parveidojumus:
a’ (sin2 ¢ + cos? @)2 — a3 cos? o — bisin® ¢ = 0,
a? cos® p + b2 sin* p — a® = 0,
a? cos® p + b? sin® p — a? (sin2 © + cos” go) =0,
(a% — a2) cos® p = (a2 — b%) sin? .

Rezultata iegtistam formulu pagrieziena lenka ¢ aprekinasanai, t.i.,

2 2
ai —a
to? p = 2 .

Ar §s formulas palidzibu varam, izmantojot elipses Sablonu, novilkt
rotacijas cilindra skeluma ar plakni attelu.

No formulas un art no geometriskiem apsverumiem redzam, ka var iz-
mantot tikai tadu Sablonu, kura pusasis a1 > a, by < a, preteja gadijuma
Sablonu nevar novietot ta, ka tas pieskaras taisnem r = a un r = —a.
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4. Konusa eliptiska skeluma paralelprojekcija

Aplukosim metodi, kas lauj, izmantojot divus elipses Sablonus, pareizi
novietot §is elipses un to kopigas pieskares ta, lai zimejumu varetu inter-
pretet ka rotacijas konusa skeluma ar plakni attelu paralelprojekcija.

Cetri lenki, ko veido taisnes y = kz un y = —kx, nosaka etrus plaknes
apgabalus, kuriem var piederet konusa projekcija.

Turpmak uzskatisim, ka konusa projekcija pieder apgabalam, kuru no-
robezo ar plataku Iiju novilktie stari.

Nosauksim to par konusa projekcijas apgabalu.

Lenki starp stariem apzimesim «.

Ay

Novietosim Dekarta koordinatas sistéemu konusa virsotnes attela O.
Dotaja koordinatu sistema Oxy elipses un konusa veidulu attelu viena-
dojumi ir:

ot = 1, (4.1)
y = kx, (4.2)
y = —kx. (4.3)
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Izmantojot kustibas formulas

{x:x’cosgo—y’singo+x0, (4.4)
y = 2’ sin o + ' cos ¢ + Yo, '
novietosim elipsi (4] ta, ka ta pieskaras taisnem (£.2)) un (£3)).

Formulas (4.4) orientétu lenki ¢ nemsim robezas 0 < ¢ < 7.

Parejos elipses novietojumus var iegut, izmantojot simetriju.

Punkta Og koordinatas ir funkcijas no ¢:

zo = 2(p), Yo =y(v),

t.i., uzskatam pagrieziena lenki ¢ par parametru, kuru varam brivi izveleties
no 0 Iidz 7.
Pagrieztas elipses vienadojums ir:

b*(( cos p + ysin ) —m)2+a2((ycosg0 — xsinp) —n)Q—aQb2 =0, (4.5)

kur
X COs © + Yo sin p = m,
Yo COS Y — ToSIn Y = n.
Op (x0,yp) ir elipses (A.5]) centrs.
Apliukosim liknes (4.5) un taisyu (4.2), (4.3)) savstarpejo novietojumu.

Risinot vienadojumu (4.2)), (£.5) un ([43)), (4.5) sistemas , ieglisim kvad-
ratvienadojumus:

2? (b (cos ¢ + k sin ©)* + a® (k cos ¢ — sin gp)z) —
— 2z ((cos ¢ + ksin ) mb* + (k cos p — sin ¢) na”)+
+ (m°b® + n*a® — a’b%) =0, (4.6)

2? (b (cos p — k sin ©)? + a® (k cos ¢ + sin @)2) —
— 2z((cos p — ksin ) mb* — (k cos ¢ + sin @) na®)+
+ (m2b2 + n%a® — a2b2) =0. (4.7)
Lai liknei (4.3) un taisnem (4.2)), (43]) butu pa vienam kopigam punk-
tam, vienadojumu sistéemam (£.2), ([.5) un (4.3), E.D) jabut diviem sakri-
tosiem atrisinajumiem. Saja gadijuma kvadratvienadojumu (6] un (&.7)
diskriminantiem jabtut vienadiem ar nulli, t.i.,
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((cos ¢ + ksin ) mb® + (k cos ¢ — sin ) na2)2—

— (b (cos ¢ + ksin ©)? + a® (kcos ¢ — sin @)2) (m*b* + na® — a®b*) = 0,

((cosp — ksin ) mb® — (k cos ¢ + sin p) na2)2—
— (b2 (cos ¢ — ksin ) 4 a® (k cos ¢ + sin go)Q) (m 2b* + n2a’ a2b2) = 0.
Veicot parveidojumus, iegtistam:

(yo — ko) = a® (k cos ¢ — sin )* + b? (cos ¢ + ksin p)?, (4.8)

(yo + kxo)? = a? (kcos ¢ + sin¢)? + b* (cos p — ksin @) . (4.9)

Vienadojumu (4.8) un (4.9) sistemas atrisinajums ir

ro=2(p), Yo =ylp):

e

To = ﬁ [i\/QQ(k cos i + sin )% 4+ b?(cos ¢ — ksin p)?—

— (:i:\/a2(l<: cos p — sin ¢)? + b?(cos ¢ + ksin )2 )] ;

< (4.10)
Yo =3 [j:\/aQ(k cos p — sin ¢)? + b2(cos ¢ + k sin )%+
++/a?(k cos p + sin p)? + b2(cos p — ksin @)2} :
\
Apzimejot
a? (kcos ¢ + sin¢)® + b% (cos p — ksing)? = A%,
a? (kcos ¢ —sin ) 4 b? (cos p + ksin @) = B2,
leglistam
To = 5= |+A — (£B)], (411)
yo = 5 |+A £ BJ.

No visam zimju kombinacijam izvelesimies to, kas atbilst [[5] zim., t.i.,

{x _Qk[ A+B]<O

[-A—-B] <o. (4.12)

DO —
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Salidzinasim A un B vertibas, t.i.,

B? — A* = —4ka® cos @sin p + 4kb? cos @ sin ¢ =
= 4k cos psin p(b? — a?) = —4k cos @ sin p(a* — b?) < 0.

No sejienes A > B, jo0 < ¢ < § un a > b.

legtitos parametriskos vienadojumus (4.I0) erti izmantot konusa elip-
tiska Skeluma ar plakni attelosanai. Izveloties veidulu attelus (dotas tais-
nes), pec Sablona pusasim a, b un pagrieziena lenki ¢ aprekina centra
koordinatas.
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16. zim.
Konusa eliptiska skeluma paralelprojekcija
Punkti A un B attelo skeluma un pamata konkurejosos punktus
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17. zim.
Konusa eliptiska skeluma paralelprojekcija
Punkti A un B ir skeluma un pamata krustpunktu atteli
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5. Konusa hiperboliska skeluma paralelprojekcija

Aplukosim metodi, kas lauj, izmantojot hiperolas Sablonu, pareizi novie-
tot So hiperbolu un tas kopigas pieskares ta, lai zimejumu varétu interpretet
ka rotacijas konusa skeluma ar plakni attelu paralelprojekcija.

18. zim.

Novietosim Dekarta koordinatu sistemu konusa virsotnes attela O.
Dotaja koordinatu sistema Oxy hiperbolas un konusa veidulu attelu

vienadojumi ir:

(=) ) _
e 1, (5.1)
y = kx, (5.2)
y = —kx. (5.3)

Izmantojot kustibas formulas

x =12’ cos — y siny + xy, (5.4)
y = 2’ sin p + ' cos ¢ + Yo, '

novietosim hiperbolu (5.1)) ta, ka ta pieskaras taisnem (5.2)) un (B.3]).
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Lai hiperbolu varetu novietot konusa projekcijas apgabala, nepiecieSams,
lai lenkis « starp stariem, kas to ierobezo, nebuitu mazaks par lenki starp
hiperbolas asimptotem 3. Te [ ir lenkis starp hiperbolas asimptotem
piederosiem stariem, kas satur hiperbolas realo asi.

Jaizpildas nevienadibai 0 < k£ < %

Ja pagrieziena lenkis vienads ar arctgk, tad hiperbolas reala ass Ox
klust paralela taisnei y = kzx.

Lai hiperbolas asimptote piederetu konusa projekcijas apgabalam, ja-
pagriez vel par lenki arctg g

Kopejais pagrieziena lenkis ¢ nav mazaks par So lenku summu, bet
neparsniedz 3, tatad v = arctg k + arctgg <p< 3.

Pagrieztas hiperbolas vienadojums ir:

b2((a:cosg0 + ysinp) —m)2—a2((ycosg0 — xsin @) —n)2—a2b2 =0, (5.5)

kur
T COS Y + Ypsinp = m,
Yo COS (p — T SIn Y = n.
Op (g, yo) ir hiperbolas (5.5]) centrs.
Aplukosim liknes (5.5) un taispu (5.2), (5.3]) savstarpejo novietojumu.
Risinot vienadojumu (5.2)), (5.5) un (5.3)), (5.5]) sistémas , iegiisim kvad-
ratvienadojumus:

2* (b (cos ¢ + ksin 0)* — a? (kcos ¢ — sin @)2) —
— 22 ((cos ¢ + ksin ) mb* — (k cos p — sin @) na®)+
+ (m*0® — n*a® — a’b*) =0, (5.6)

2?(b* (cos p — ksinp)” — a® (kcos p + sin p)*) —
— 2z ((cos ¢ — ksingp) mb® + (k cos ¢ + sin ) na2)+
+ (m°0® — n*a® — a’b*) = 0. (5.7)
Lai liknei (5.5) un taisnem (5.2)), (5.3) butu pa vienam kopigam punk-
tam, vienadojumu sistemam (5.2)), (E.5) un (5.3), (E.5) jabut diviem sakr1-
toSiem atrisinajumiem. Saja gadijuma kvadratvienadojumu (5.6) un (5.7))
diskriminantiem jabut vienadiem ar nulli, t.i.,
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((cos ¢ + ksin ) mb* — (k cos ¢ — sin p) na2)2—
— (b (cos o + ksin ©)* — a® (k cos p — sin gp)z) (m** — n’a® — a®b*) =0,

((cosp — ksin ) mb® — (k cos ¢ + sin p) na2)2—

— (0% (cos p — ksinp)® — a® (k cos ¢ + sin p)*) (m** — na® — a*?) = 0.

Veicot, parveidojumus, iegtistam:

(yo — kao)? = a® (k cos ¢ — sin ) — b? (cos ¢ + ksin p)? (5.8)

(yo + kx0)® = a® (k cos ¢ + sin p)® — b? (cos p — ksing)”. (5.9)

Vienadojumu (5.8) un (5.9) sistéemas atrisinajums ir

ro=2(p), yo=ylp):

;

T0 = 3r [:I:\/a2(k cos ¢ + sin )2 — b?(cos p — ksinp)?—

—<j:\/a2(k cos ¢ — sin )2 — b%(cos p + ksin @2)] ’
< (5.10)
Yo = % [i\/CLQ(k cos ¢ — sin@)? — b?(cos p + ksin ¢)?+

++/a?(k cos p + sin p)? — b2(cos p — ksin gp)?] :

\

Formulas (5.10) var iegut no formulam (4.10) ievietojot tajas b vieta bi,
kur 12 = —1.

Apzimejot

\/a2 (kcos 4 sin@)® — b2 (cos ¢ — ksinp)? = A,
(

\/@2 k cos p — sin)® — b2 (cos p + ksing)® = B,

legiistam

{ T = 35 [+ A — (£B)], (5.11)

yo = 5 |+A £ B].
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Formulas (5.I0) janém ta zimju kombinacija, kas atbilst velamajam
zimejuma veidam. Tie gadijumi, kas nemti arpus konusa projekcijas apga-
bala, netiek apliikoti.

Aplikosim zimejumu veidus, kas atbilst sekojosam pagrieziena lenka
vertibam:
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1. Lenkis « lielaks par (3, konusa projekcijas apgabala robezstars
pieder hiperbolas asimptotei, t.i.,

0<k<g, p = arctg k + arctgg (191 RO] zim.).

19. zim.
Labais pieskarsanas punkts pieder konusa projekcijas apgabalam

20. zim.
Pieskarsanas punkti nepieder konusa projekcijas apgabalam
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2. Lenkis «a lielaks par 3, pagrieziena lenkis ¢ lielaks par v, t.i.,

0<k<3, vzarctgk+arctgg<gp<% (211 221 23] 4] zim.).

21. zim.
Abi pieskarsanas punkti pieder konusa projekcijas apgabalam

22. zim.
Abi pieskarsanas punkti nepieder konusa projekcijas apgabalam
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23. zim.
Labais pieskarsanas punkts pieder konusa projekcijas apgabalam

24. zim.
Kreisais pieskarsanas punkts pieder konusa projekcijas apgabalam
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3. Lenki a un ( ir vienadi, pagrieziena lenkis ¢ = 7, t.i.,

k:

a _7T
o Y3

25. z1m.
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4. Lenkis « lielaks par (3, pagrieziena lenkis ¢ = 3, t.i.,

k<%, wzg (6], P71 28], B9]  zim.).

26. zim.
Divi pieskarsanas punkti pieder konusa projekcijas apgabalam

27. zim.
Neviens pieskarsanas punkts nepieder konusa projekcijas apgabalam
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28. zim.
Kreisais pieskarsanas punkts pieder konusa projekcijas apgabalam

29. zim.
Labais pieskarsanas punkts pieder konusa projekcijas apgabalam
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30. zim.

Pilna konusa hiperboliska skeluma paralelprojekcija
Interpretesim zimejumu ka konusa skelumu ar plakni attelu.
Uzskatamibas labad to papildinasim ar elipsem, kas attelo konusa
skelumus ar ta asij perpendikularam plaknem.

Tada veida iegtistam pilna konusa hiperboliska skeluma attelu.
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6. Konusa paraboliska Sskeluma paralelprojekcija

Aplukosim metodi, kas lauj, izmantojot parabolas sablonu, pareizi no-
vietot So parabolu un tas kopigas pieskares ta, lai zimejumu varetu inter-
pretet ka rotacijas konusa skeluma ar plakni attelu paralelprojekcija.

\ 4

31. zim.

Novietosim Dekarta koordinatas sistemu konusa virsotnes attela O.
Dotaja koordinatu sistema Oxy parabolas un konusa veidulu attelu vie-
nadojumi ir:

()" = —2pz’, (6.1)
y = kz, (6.2)
y = —ku. (6.3)

[zmantojot kustibas formulas

x =2/ cosp — y siny + xy, (6.4)
y = 2’ siny + ' cos ¢ + yo, '

novietosim parabolu (6.1) ta, ka ta pieskaras taisnem (6.2) un (6.3).
Lai saglabatu ieprieksejo konusa projekcijas apgabalu, pagrieziena lenki
© nemsim, ka paradits B1] zim.
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Pagrieztas parabolas vienadojums ir:

((ycosp — xsing) — n)2 = —2p((zcosp + ysinp) —m), (6.5)
kur
T COS Y + Ypsinp = m,
Yo COS (p — T SIn Y = n.

Oy (0, o) ir parabolas (5.5]) virsotne.
Aplukosim liknes (6.5) un taispu (6.2)), (6.3) savstarpejo novietojumu.
Risinot vienadojumu (6.2)), (6.5) un (6.3)), (6.5) sistémas , ieglisim kvad-

ratvienadojumus:

2? (k cos ¢ — sin)” — 2z (n (kcosp —sing) — p(cosg + ksin))+
+ (n* —2pm) =0, (6.6)

2% (k cos ¢ + sin p)” + 2z (n (k cos ¢ + sin @) + p (cos  — ksin p))+
+ (n* = 2pm) =0. (6.7)
Lai Itknei (6.5]) un taisnem (6.2]), (6.3)) butu pa vienam kopigam punk-
tam, vienadojumu sistemam (6.2)), (6.5) un (6.3)), (6.5) jabut diviem sakr1-
tosiem atrisinajumiem. Saja gadijuma kvadratvienadojumu (6.6) un (6.7)
diskriminantiem jabtut vienadiem ar nulli, t.i.,

n? (kcos ¢ — sin @)? — 2pn (k cos p — sin @) (cos ¢ + ksin @) +
+ p? (cos @ + ksin)® — (kcos ¢ — sin @) (n® —2pm) =0,

n? (k cos ¢ + sin¢)® + 2pn (k cos ¢ + sin ) (cos p — ksin ) +
+ p? (cos p — ksing)® — (kcos p + sin p)? (n2 — 2pm) = 0.

Veicot parveidojumus, iegustam:

p (cos ¢ + ksin p)?
2(kcosp —singp)’

Yo — kxo = (6.8)
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—p (cos p — ksin )

kro = 6.9
Yo %o 2 (kcosp+singp) (6.9)
Vienadojumu (6.8) un (6.9) sistemas atrisinajums ir
zo=z(p), Yo =y(¥):
—p cos gp(cos2 @ + sin’ ¢ (2 + k2) )
= 2 (k? cos? ¢ — sin® p) ’
(6.10)

B psingo(cos2 © (1 + 2/4;2) + k? sin® gp)
B 2 (k? cos? ¢ — sin® )

Yo
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32. zim.
Konusa paraboliskais skelums
Uzskatamibas labad konusa pamata attela elipses loku X LY uzskata par neredzamu.
Parabola krusto pamata elipsi punkta P, kas ir redzams. Tapéc parabolas loks T'P ir
redzams. Punkta 7' mainas parabolas redzamiba, tapec tas loks T'U R ir neredzams.
Punkta C' projicejas divi dazadi elipses un parabolas punkti. Elipses punkts ir redzams,
bet parabolas punkts nav redzams. Parabolas ass UV ir paralela konusa veidulei SK.
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33. zim.
Konusa paraboliskais skelums
Aplukosim citu iespejamo ieprieksejas figuras interpretaciju. Pienemsim, ka punkts Z ir
parabolas un elipses krustpunkta attels. Parabolas loks ZT" ir neredzams, bet tas loks
TUR ir redzams.
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7. Otras kartas Iiknu, kas pieskaras divam dotajam
taisnem, centru geometriska vieta

Parametriskie vienadojumi (4.I0), (5.10) un (E.I0), ja parametrs ¢

mainas pielaujamas robezas, nosaka interesantas algebriskas Iiknes.
Sikaka So Iiknu izpétisana nav darba pamattémas uzdevums.
Aplukosim dazas to 1pasibas.
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7.1. Elipses, kas pieskaras divam dotajam taisneém, centru geo-
metriska vieta

Aplukosim elipses g—z + ‘z—i = 1 centru geometrisko vietu, ja ta pieskaras
divam taisnem y = kx un y = —kx pec parametriskiem vienadojumiem
(LT0).

Mainot pagrieziena lenki 0 < ¢ < 27, elipses centra koordinatas
aprakstis likni, kuras vienadojumu var iegut, izmantojot formulas (4.8
un (4.9).

Risinot vienadojumu (48) un (£9) sistemu divejadi, t.i., saskaitot vie-
nadojumus, iegstam

Yo + k*zj = cos® p(a’k? + b?) + sin” p(a® + k*b%), (7.1)

un atnemot vienadojumus, iegistam

sin 2p(a? — b?)

LoYo = 5 (7.2)
Kapinot vienadojuma (Z.2)) abas puses kvadrata, iegustam
.2 2 _ 122
sin” 2 —b
wlyd = - SO(Z ) = sin? ¢ cos® p(a® — b?)?. (7.3)
[zmantojot substitficiju sin? ¢ = 1 —cos? ¢ un ievietojot to vienadojuma

(1), t.i.,
Yo + k*xi = cos® p(a?k? + b%) + (1 — cos® ) (a® + k*b?),
legiistam

o2 o = T REE) — (0 4 K20?)
T @ E D

[zmantojot substitficiju cos? ¢ = 1 —sin® ¢ un ievietojot to vienadojuma

(1), t.i.,

(7.4)

y2 + k*x3 = (1 — sin? @) (a®k? + b?) + sin® p(a® + k*V?),
rezultata ieglistam vienadojumu

(yg + k*x) — (0% + a®k?)
(a? = b?)(1 — k2)

(7.5)

sin’ p =
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levietojot (7.4]) un (Z.5]) vienadojuma (7.3]), pec parveidojumiem iegustam
ceturtas kartas liknes vienadojumu, t.i.,

y k2t (K1) = (P R 2%) (@2 40%) (K24 1) + (K4 0%) (a*+K7) = 0.

(7.6)

Tas ir vienadojums elipses centru liknei, kas pieskaras divam dotajam
taisnem.

Dota Iikne gadijuma, ja lenkis starp konusa veidulem nav taisns attelota

B4] zim.).

34. zim.
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Gadijuma, kad dotas taisnes ir perpendkularas, t.i., k = 1, likne sastav
no ¢etriem rigka liijas lokiem, kurus elipses centrs apraksta divreiz (B5]zim.).
Sie loki pieder rinka linijai

v’ 4yt =a’ + b (7.7)

.

35. zim.
Elipses, kas pieskaras divam perpendikularam taisnem, centru geometriska vieta
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7.2. Hiperbolas, kas pieskaras divam dotajam taisném, centru
geometriska vieta

Aplukosim hiperbolas 5—3 — zg_; = 1 centru geometrisko vietu, ja ta pieskaras
divam taisnem y = kx un y = —kx pec parametriskiem vienadojumiem
(E.10).

Mainot pagrieziena lenki ¢, hiperbolas centra koordinatas aprakstis
Iikni, kuras vienadojumu var iegust, izmantojot formulas (B.8) un (5.9),
vai ievietojot vienadojuma (Z.6) b vieta bi, kur > = —1.

Rezultata iegiistam ceturtas kartas liknes vienadojumu, t.i.,

y ket ety (D) — (PR 2?) (a2 =0 (K24 1)+ (62K =%) (a® — k*b?) = 0.
(7.8)
Tas ir vienadojums hiperbolas centru liknei, kas pieskaras divam dotajam
taisnem. Likne sastav no divam komponentém, kas nav elipses.
Dota likne attelota Z1m.
Z1imejuma redzama viena no hiperbolam, kuras asimptote sakrit ar vienu
no taisnem,

36. zim.
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Aplukosim gadijumus, kad hiperbolas asimptotes ir dotas taisnes:
a) lenkis starp dotajam taisném ir 90 un hiperbola ir vienad-
sanu, t.1.,

k=1, a=0.

Saja gadijuma liknes vienadojums ir
a4+ oyt 4 2277 = 0 (7.9)

val

(% +y*)* = 0. (7.10)

Punkts O(0,0) ir izirusi rinka liija ar radiusu R = 0, kuru skaita divas
reizes.

b) lenkis starp taisnem ir 90°, bet hiperbola mav vienadsanu,
t.e.,

k=1, a#b a>b.|

Liknes vienadojums ir
ot 4yt 207 — 22 + D) (a® — bP) + (a® - %) =0,

(@ + )2 = 2007 + ) — 1) + (0 — PP =,
(7 + 3 — (> = ¥))* =0,

¥+ y* =a® - b (7.11)

Ieguvam rinka liniju, kuru skaita divas reizes.
Ja a > b, t.i., lenkis starp asimptotem Saurs, hiperbolas centrs apraksta
rinka liiju.
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37. zim.
Hiperbolas, kas pieskaras divam perpendikularam taisnem, centru geometriska vieta
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c) lenkis starp taisném ir vienads ar lenki starp hiperbolas
asimptotem, t.1.,

k=—+#1.
b#

Liknes vienadojums ir
gtat + 't 4+ 22 (ot + bY) — dP(a* — bY)2? — VP (at — b)y* = 0. (7.12)

Ja lenkis starp taisnem vienads ar lenki starp asimptotem, tad viena no
komponentem (iekseja) klust par Iiknes izoletu punktu (skat. Zim.).
Otras komponentes veids ir atkarigs no izveletam a un b vertibam, (skat.

BK1 B9] @Q0] un BT] zim.).

38. ziIm 39. zim.
_ 4 _ 2
-3 -1

40. z1m. 41. zim.
_7 =2
2 15
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8. Elipsu (hiperbolu), kas pieskaras perpendikula-
ram taisném, centru geometriska vieta

Varam formulet skaistu analitiskas geometrijas uzdevumu.
Atrast punktu geometrisko vietu, kurai pieder elipses (hiperbolas) centri,
ja ta preskaras divam perpendikularam taisnem.

\
J

N

.

42. zim.
Elipses, kas pieskaras divam perpendikularam taisnem, centru geometriska vieta

H

43. zim.
Hiperbolas, kas pieskaras divam perpendikularam taisném, centru geometriska vieta

o7



Nobeigums

SkaitloSanas tehnikas attistiba lauj racionalizet telpisko kermenu atte-
losanu paralélprojekcija.

Skeluma projekcijas novilksana klst iespejama ar ablona palidzibu. Ar
vardu ”sablons” saprotam gan rasesanas instrumentu, gan datora izveidotu
Iikni.

Skeluma stavoklis jaaprekina atbilstosi velamajam rasejuman.

Darba atrastas formulas lauj noteikt Sablona pagrieziena lenki un centra
(virsotnes) koordinatas.

Iegiito rasejumu nepretrunibas pieradijumi ir atrasti, bet tie nav ieklauti
darba teksta, jo to apraksts aiznemtu parak daudz vietas.

Darba rezultatus var izmantot kvalitativu rotacijas kermenu - cilindra
un konusa skelumu projekciju konstruesanai.

Darba gaita konstateti interesanti fakti algebrisku liknu teorija, kuriem
gan nav tiesa sakara ar darba temu.

Atrasta visai interesanta teoréma par elipses (hiperbolas), kas pieskaras
divam perpendikularam taisnem, centru geometrisko vietu.
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