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IEVADS

Linearu parastu diferencialvienadojumu ar mainigajiem koeficientiem atrisinaju-
mus reti kad var izteikt analitiskaja veida. Tapeéc tika izveidotas vairakas tuvinatas
risinaSanas metodes. Viena no tadam metodém ir vienadojumu integrésana ar pakap-
ju rindu palidzibu. Diferencialvienadojumu integrésana ar pakapju rindu palidzibu
ir tuvinata analitiska metode, kas tiek pielietota, risinot linearus diferencialvienadoju-
mus, kuru karta ir augstaka par pirmo.

Runajot par diferencialvienadojumu risinaSanu ar rindu palidzibu, ir svarigi ap-
skatit ar1 diferencialvienadojumu integrésanu ar Furjé rindu palidzibu. Integrgjot di-
ferencialvienadojumus ar Furjé rindu palidzibu, iegtisim periodiskos diferencialviena-

dojuma atrisinajumus.



1. Diferencialvienadojumu integréSana ar pakapju rin-
du palidzibu

Linearu parastu diferencialvienadojumu ar mainigajiem koeficientiem atrisinaju-
mus reti kad var izteikt analitiskaja veida. Tapéc tika izveidotas vairakas tuvinatas
diferencialvienadojumu risinasanas metodes. Starp tuvinatam metodém var izdalit
tris grupas: analitiskas, grafiskas un skaitliskas metodes. Protams, dota klasifikacija
zinama mera ir nosacita.

Diferencialvienadojumu integrésana ar pakapju rindu palidzibu ir tuvinata anali-
tiska metode, kas tiek pielietota, risinot linearus diferencialvienadojumus, kuru karta

ir augstaka par pirmo:
po()y™ + pr(x)y" N+ pu(x)y =0, n>2,

kur funkcijas po(x), p1(x), ..., pn(x) ir nepartrauktas.

Apskatisim otras kartas linearu homogénu diferencialvienadojumu

S(x)y" + P(x)y" + Q(x)y =0, (1.1)

kur S(x), P(x) un Q(x) ir nepartauktas un analitiskas funkcijas punkta x = xo, t.i., tas

var izteikt ka pakapju rindas:

S(x) = 3 Sulx — xo)",
n=0

P(x) = i Py(x — xp)",
n=0

Q(x) = iognoc—xo)”

kada intervala I := (xp — R, xo + R), pie tam $aja intervala minétas rindas konverge.
Saja gadfjuma diferencialvienadojuma (1.1) atrisindgjumu var pierakstit ka kadas pa-
kapju rindas summu.

Atkariba no ta, kads ir punkts x( - parastais vai singularais (skat. 1.5./un/1.6. defini-
cijas [1.2.| paragrafa), diferencialvienadojuma (1.1) atrisindjumu var izteikt ka pakapju
rindu

y(x) = io (¥ — x0)"
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vai ka visparinatu pakapju rindu

y(x) = |x — x0[F ¥ an(x — x0)".
n=0

Apskatisim daZzus pamatfaktus diferencialvienadojumu risinasanai ar pakapju rin-

du palidzibu.



1.1. Pakapju rindas

Pirms sakam apskatit, ka ar pakapju rindu palidzibu var atrisinat diferencialviena-

dojumus, atgadinasim pakapju rindu teorijas pamatus. [4]

1.1.1. Pakapju rindas jédziens. Abela teorema

1.1. definicija. Par pakapju rindu sauc funkciju rindu, kuras locekli ir pakapju funk-

cijas ar veseliem nenegativiem kapinatajiem, t.i., rindu

ao + a1 (x — x0) + az(x — x0)* + -+ an(x —x)" + - =

gk

an(x —x0)", (1.2)

n=0

kur pakapju rindas koeficienti ag, a1, 4y, . . ., a,, . . . ir reali skaitli.

1.2. definicija. Saka ka pakapju rinda (1.2) konverge punkta x = x*, ja atbilstosa

skaitlu rinda Z an(x* — x9)" konvergg, t.i., ja eksisté robeza lim Z an(x* —x)".
m—>00 =0

=0
Ja minéeta skaltlu rinda absolati konvergg, tad saka, ka pakapju rmda (1.2) abso-

liuti konverge punkta x = x*.

Nils Abels (Niels Henrik Abel
1802 - 1829) - norvegu matematikis.

1.1. teorema. [Abela teorémal]
o0
Ja pakapju rinda Y., a,(x — xo)" konverde punktda x = xq, tad ta absoliiti konverge
n=0
visiem x, kuriem izpildas nevienadiba |x — xg| < |x1 — Xg|.

Ja pakapju rinda Z an(x — x0)" diverge punkta x = xy, tad ta diverge visiem x, kuriem
=0

izpildas nevzenadzba |x — xg| > |x2 — x|



Pakapju rindas konvergences radiuss un konvergences intervals

No Abela teoremas izriet $ads secingjums: pakapju rindai eksisté tads nenegativs
skaitlis R, ka visiem x, kuriem |x — xp| < R, pakapju rinda konvergg, bet visiem x,
kuriem |x — xg| > R, rinda divergé. Tas nozimé, ka pakapju rinda absoliti konverge
visos intervala (xg — R, xg + R) punktos, bet diverge intervalos (—oo,xgp— R) un
(x0 + R, 400).

1.3. definicija. Intervalu (xp — R, xo + R) sauc par pakapju rindas OZo: an(x —xo)" kon-

n=0
vergences intervalu, bet R sauc par konvergences radiusu.

Tatad pakapju rindas konvergences apgabala noteiksanai ir janosaka $is rindas

konvergences radiuss.
Ta ka pakapju rinda (1.2) intervala (xo — R, xo + R) absoldti konverge, tad apskati-

sim §Ts rindas loceklu absoltto vértibu rindu
|ag| + a1 (x — x0) | + a2 (x — x0)*| + ... +|an(x —x0)"| + ... .

Pienemot, ka visi a,, # 0, Sai rindai var lietot Dalambeéra vai Kos1 konvergences pazi-

mes.

J. R. Dalambeérs (Jean Le Rond d’Alembert ,
1717 - 1783) - fran¢u matematikis.

Pec Dalambéra pazimes rinda (1.2) absoliiti konvergg, ja

@ (x = x) "t :
lim = |x — xg| - lim
n—00 |an(x — xo)”] n—oo

An+1
an

<1,




un divergg, ja

lim ‘an+l(x _'xO)n+1|

. an+1
= |x — xp| - lim | ——=

an

> 1.

n—oo

No pirmas nevienadibas atrodam, ka rinda konvergg, ja

a
|x — xo| < lim |—"

n—oo

Apn+1
No otras nevienadibas iegtistam, ka rinda divergg, ja

_ a
|x — xg| > lim |—

n—oo

Ap+1
Tatad pakapju rindas konvergences radiusu var aprekinat pec formulas

R = lim

n—oo

4

An+1

protams, ja vien 1 robeZa eksiste.

A. L. Cauchy (Augustin Louis Cauchy

7

1789 - 1857) - fran¢u matematikis.

Lietojot Kos1 konvergences pazimi, analogi iegtistam formulu

1
R = lim .

n—oo 1n
|an]

Lai noskaidrotu, vai pakapju rinda konverge intervala (xg — R, xo + R) galapunk-

tos, rinda ievieto x = xg — R, x = xp + R un péta iegtito skaitlu rindu konvergenci.

1.1. piezime. Ja R = +4oo, tad rindas konvergences intervals ir (—oco, +00), bet, ja
R =0, tad rinda konverge punkta x = xo.



1.1.2. Pakapju rindas vienmériga konvergence

1.4. definicija. Pakapju rinda intervala [a, b| vienmeérigi konverge uz summu S(x), ja
katram ¢ > 0 eksisté skaitlis N € IN, ka visam rindas parcialsummam, kuru

loceklu skaits n + 1 > N, visos intervala [a, b] punktos x ir spéka nevienadiba

Sn(x) — S(x)| <e.

o0
1.2. teoréma. Pakapju rinda Y a,(x — xo)" konverge absoliiti un vienmerigi jebkura in-
n=0

tervala [a, b], kurs ieklaujag tas konverdences intervala (xg — R, xo + R).

Secinajumi. Ta ka pakapju rindas locekli ir nepartrauktas un diferencéjamas funkci-

jas, tad ir speka sadi apgalvojumi.
1. Pakapju rindas summa ir nepartraukta funkcija konvergences intervala
(xo — R, xo+ R).
2. Konvergences intervala pakapju rindu var integrét pa locekliem, t.i.,

b

/b<ian(xxo )dx—Zan (x — x0)"dx,

a o a
jala,b] C (xo— R, x0+ R).

3. Konvergences intervala pakapju rindu var atvasinat pa locekliem, t.i.,

o
(Zanx—xo ) Zanx—xo Znanx—xo -

jax € (xg—R,xg+ R).

4. Pakapju rinda var pariet uz robezu aiz summas zimes: ja
x1 € (x0 — R, x0 + R),

tad

(o] (o]

im Y au(x—x)" =) lim (au(x—xp)" Z anxy.

(x—=x0)—x1 ;¢ n—0 (x—x0)—x1

1.2. piezime. Atvasinot vai integréjot pakapju rindu, iegtist citu pakapju rindu, kurai

ir tads pats konvergences radiuss ka dotajai rindai.



1.1.3. Funkcijas izvirzijums pakapju rinda

Apskatisim intervala (xg — R, xo + R) uzdotu funkciju f(x). So funkciju minéta
intervala var izvirzit pakapju rinda, ja eksisté tada pakapju rinda § an(x — x)", kura
Saja intervala konverge uz funkciju f(x). Tatad visiem x € (xg jz]%, xo + R) izpildas
vienadiba

[o0]
Z (x — xp)"

Saja gadijuma funkciju f(x) sauc par redlu analitisku funkciju.

1.3. teoréma. Ja kada pakapju rinda Z an(x — x0)" intervala (xg — R, xo + R) konverge uz

funkciju f(x), tad sis rindas koeﬁczentz ir funkcijas f(x) Teilora koeficienti, t.i.,

(n)
f(x0) n=0,12 ...

4

an:

n!

B.Teilors (Brook Taylor K. Maklorens (Colin Maclaurin
1685 - 1731) - anglu matematikis. 1698 - 1746) - anglu matematikis.

1.4. teorema. Funkciju f(x) intervala (xo — R, xo + R) var izvirzit pakapju rinda tad un

tikai tad, ja
1. funkcija ir bezgaligi daudz reiZu diferencejama saja intervala,

2. funkcijas f(x) Teilora formulas atlikuma loceklis Ry, (x) tiecas uz nulli, kad n — oo

visiem x € (xo — R, x0 + R).

Funkcijas f(x) izvirzijums Teilora rinda punkta xo apkartneé:

£lx) = Floxo) + LU gy 4 L0

(x—x0)*+ ... +

10



Teilora rindas specials gadijums ir rinda ar x pakapém (Maklorena rinda ):

fo =+ L0 SOy SO

2! n!

DaZzu elementaro funkciju izvirzijumi pakapju rinda:

X x3 x5 x2n+1 o x2n+1
nx=— —— 4+ — ()" =Y (1)
S =117 31 s VGt H;O( T
X € (—00,+00),
xZ x4 x2n 00 x2n
=1—-—=+—— ... 1" cee = 1"
cosx TR Tt n;)< )
x € (—o0,+00).
1.2. Parastie un singularie punkti
Apskatisim diferencialvienadojumu
v+ p1(X)y + pa(x)y =0, (1.3)

kur p1(x) = P(x)/S(x) un p2(x) = Q(x)/S(x).

1.5. definicija. Ja punkta x = x funkcijas p1(x) un py(x) ir analitiskas, tad punktu

x = xg sauc par diferencialvienadojuma (1.3) parasto punktu.

1.6. definicija. Punktu x = xp sauc par diferencialvienadojuma (1.3) singularo punk-

tu, ja funkcija p1(x) vai p2(x) nav analitiska punkta x = xo.

1.3. piezime. Ja diferencialvienadojuma (1.3) funkcijas p1(x) un py(x) ir konstantas,

tad jebkurs reals punkts ir §1 diferencialvienadojuma parastais punkts.
1.1. piemeérs. Noteikt diferencialvienadojuma y” + xy = 0 parastos punktus.

Atrisinajums. Jebkurs$ punkts ir 81 diferencialvienadojuma parastais punkts, jo funkci-

ja p2(x) = x ir analitiska jebkura punkta.

11



1.2. piemers. Noteikt Filera vienadojuma

2y +ayxy +ayy =0

parastos un singularos punktus.
Atrisinajums. Parrakstisim doto diferencialvienadojumu forma
no, Moy 42
— —y=0.
y + il + 2Y

.. a a ,

Funkcijas p1(x) = L un pa(x) = —3 nav analitiskas punkta x = 0, tapéc punkts x = 0
x x

ir Eilera vienadojuma singularais punkts, bet visi pargjie punkti ir 1 diferencialviena-

dojuma parastie punkti.

'giiaﬁﬂ

=

L. Eilers (Leonhard Euler ,

1707 - 1783) - sveicieSu matematikis.

1.7. definicija. Punktu x = xg sauc par diferencialvienadojuma (1.3) regularu sin-
gularo punktu, ja funkcijas p1(x) un py(x) var attiecigi izteikt p(x)/(x — xp) un

q(x)/ (x — xp)?, kur funkcijas p(x) un g(x) ir analitiskas punkta x = xo.

Saja gadijuma diferencialvienadojumu (1.3) var uzrakstit forma

I 1O RV | CO

1.8. definicija. Ja singularais punkts x = xp nav regulars singularais punkts, tad to

sauc par iregularu singularo punktu.

12



1.3. piemérs. Noteikt diferencialvienadojuma
1 8
2 /
— ——y =0
vt (x — 1)23/ + x(x — 1)]/
singularos punktus.

Atrisinajums. Dotajam diferencialvienadojumam ir divi singularie punkti x = 0 un
x =1

Apskatisim punktu x = 0, iegisim

1 x ~ px)
prlx) = (x—1)2 x(x—1)2 x '’
x
kur p(x) = 17 un
8 8 gq(x)
P2(x) = x(x—1)  x22(x—1) 22’
kur g(x) = % Redzam, ka funkcijas p(x) un g(x) ir analitiskas punkta x = 0,

tapec punkts x = 0 ir apskatama diferencialvienadojuma regulars singularais punkts.

Apskatisim punktu x = 1, iegisim

prx) = (x—11)2 - 5<—X)1

kur p(x) = ﬁ Redzam, ka jau funkcija p(x) nav analitiska punkta x = 1, tapéc

punkts x = 1 ir apskatama diferencialvienadojuma iregulars singularais punkts.
1.4. piemérs. Noteikt diferencialvienadojuma
(x—1)*x+3)y" +2x+ 1)y —y =0
singularos punktus.

Atrisinajums. Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma

1 (2x—|—1) 1 B
T2ty o1y Y

Dotajam diferencialvienadojumam ir divi singularie punkti x = -3 un x = 1. Ap-
skatisim punktu x = —3, iegisim

@) p)
P = TR r3) - b3y

13



kur

p(x) = Effji
un
_ 1 N G o) Y (C))
N = TR ) oD 43R 3R
kur
q(x) = —%-
Redzam, ka funkcijas p(x) un g(x) ir analitiskas punkta x = —3, tapéc punkts x = —3

ir apskatama diferencialvienadojuma regulars singularais punkts.
Apskatisim punktu x = 1, ieglisim

o (@x+1)  px)
)= Goea 3 T 1)

kur
(2x+1)

PO = a3y
Redzam, ka jau funkcija p(x) nav analitiska punkta x = 1, tapéc punkts x = 1 ir apska-

tama diferencialvienadojuma iregulars singularais punkts.

14



1.3. Atrisinajumi parastaja punkta

Apskatisim otras kartas linearu homogénu diferencialvienadojumu

y' +p()y +q(x)y =0, (1.4)

kur p(x) un q(x) ir analitiskas funkcijas punkta x = xy, t.i., tas var izteikt ka pakapju

rindas

= Z pn(x —x0)",
n=0

= Z qn(x — x0)"
n=0

kada intervala I := (xp — R, xo + R), pie tam $aja intervala minétas rindas konverge.

1.5. teoréma. [2] Ja punkts x = x ir diferencialvienadojuma (1.4) parastais punkts, tad jeb-
kurs diferencialvienadojuma (1.4) atrisindjums y = y(x) ir analitisks punkta x = xo,

t.i., to var izteikt ka pakapju rindu

o0
Z (x — x0)"

Tatad 1.5./ teorema dod iespéju meklét vienadojuma (1.4) atrisinajumu ka pakap-
ju rindas summu. Atrisinasanas algoritms ir 8ads. Vienkarsibas labad pienemsim, ka
xp = 0. Meklésim vienadojuma (1.4) atrisinajumu Maklorena rindas veida ar nenoteik-

tiem koeficientiem:

xX) = i apx". (1.5)
n=0

Atvasinot rindu (1.5), iegtisim

o
]// _ Z nanx”’l,
n=1

un, otrreiz atvasinot, iegisim

y' =Y n(n—1)a,x"?
n=2
Neémot vera (1.4), iegtisim
Y n(n-— 1)a,x" 2 + Y pax" ) na,x" 1 + Y gux™ ) anx = 0. (1.6)
n—2 n—=0 n=1 n=0 n=0

15



Lai atrastu nezinamos koeficientus ag, a;, a, ..., koeficientu summas pie pakapem

x0, x1, ... pielidzinasim nullei un ieg@isim rekurentu vienadojumu sistemu:

0
X2 2-1-ay + poay + qoao = Godo + poar +2a3 = O,

1
X 3:2-a3+ po - 24z + p1a1 + o1 + 9140 = q1a0 + (p1 + qo)a1 + 2poaz + 6az = 0,
2

4-3-a4+p0-3a3+p1 -202+P2611+QQ612+(]101—|—(]2(10 =

= qoao + (p2 + q1)a1 + (2p1 + qo)az + 3poas + 12a4 = 0,

X (n+2)(n+1D)ayy2+po- (n+1)ay 1+ p1-nay +pa(n — Va1 + -+
+Pn-1-2az + ppar + qoan + q18y—1 + -+ quap =

= gnao + (Pn + Gn-1)a1 + 2pp—1+qun2)az +---+ (n+1)(n+2)ay, o =

Y [an-1ai+ (i +1)pu_iaiza] + (n+1)(n+2)ay2 =0,
i=0

(1.7)
Koeficientus ap un a1 var uzdot patvaligi (vismaz vienam no tiem ir jabtat atskirigam
no nulles, pretgja gadjjuma iegtisim trivialo atrisinajumu y = 0). Nofiksgjot ap un a,,
meklésim vienadojuma (1.4) atrisindgjumu, némot véra sakuma nosacijumus y(0) = ao,

y/<0> = al/jo
o
n=0
un tatad y(0) = ao;
o
y(x) = Z”anxnfl =m +2‘612x+3‘a3x2+~~-+nanx”*1+...
n=0

un y'(0) = ay.

16



Pienemot, ka a; = 0, iegisim diferencialvienadojuma (1.4) atrisinajumu

o0
X) =ap Z b,x",
n=0

kurby=1unb; =0.

Pienemot, ka ap = 0, iegtisim

o0
x)=ay ) cux",
n=0

kur koeficienti c) = 0un ¢y = 1.
legtitas pakapju rindas, kas nosaka y1(x) un y»(x), konverge visam realajam x
vertibam péc Dalambéra pazimes. Pie tam atrisinajumi y; un y; ir lineari neatkarigi.

Tadgjadi visparigo vienadojuma (1.4) atrisinajumu var pierakstit veida

y(x) = ya1(x) + ya2(x —ﬂozbnx +m chx

kur ap un a; ir patvaligas konstantes.

Apskatisim daZzus piemerus.

1.5. piemérs. Atrisinat vienadojumu
v +y=0 (1.8)
punkta xo = 0.

Atrisinajums. Ta ka punkts xo = 0 ir diferencialvienadojuma (1.8) parastais punkts,

tad meklesim dota vienadojuma atrisindjumu pakapju rindas veida

(e )
y=)_ amx".
n=0

Divreiz atvasinot 3o rindu, iegfisim

o0
Zanx ,
o0

Z n—1)a,x n-2
un ievietojot vienadojuma (1.8), iegtisim
Y n(n- 1a,x" 2+ Y ax" =0.
n=0

n=2

17



Pielidzinot koeficientu summas pie katras x pakapes nullei, iegtisim vienadojumu

sistému:

xY 2-1-ap+ag=a9g+2a, =0,
x! 3.2-a34+a;=a;+6a3=0,
x2 | 4-3-a44+ay=a,+12a4 =0,
x3 ¢ 5.-4.a54+ a3 =a3+20as5 =0, (1.9)

No Siem vienadojumiem iegtisim

(4, = 10 __%
277 T T
a . m
3T 76 T Bl
ar ap ap
__ & _a _ 1.10
U= T T (1.10)

B _m .

=750 7120 5

Vienadojuma (1.8) visparigais atrisinajums ir

4o 2 413 40 4 4.5

y(X):ao—l-mx—Ex —gx —i—Ix —|—ax R
2 4 .6 .8 o
xtoxt x® x X
= 1— 4+ -4 ... —1)"
a0< TR TR TR S s )+
ta x_x_3+x_5_x_7+x_9+m+(_1)n—x2”+1 4o
! 31 5 7ol 2n+1)!
jeb
y(x) = ag Z un(x) +m 2 On(x),
n=0 n=0
kur

2n x2n+1
un(x) = (—1)”(2n)! Op(x) = (—1)”m-

Pielietojot Dalambéra pazimi, viegli pieradit, ka $is pakapju rindas konverge visam

realajam x vértibam. TieSam, katrai fiksétai x vértibai
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. n+1 x2n+2
li n41(%) = lim ’( Y Gnr2)t] = lim x =0<1
n—oo | Uy (x) n—00 ‘( 1)n (,ZCZrS' n—oo 2n+2)(2n+1)
n
un
. n+1 x2n+3
li WH(X)' =1 (e ~ lim i —0<1
e () | gyt e (2n+3)(2n+2) |
Ta ka jebkuram x € R
2 h 46 48 2
cosx—1—§+z—a+§+---+(—1) (2n)!+”" (1.11)
3,5 7,9 2n+1
s1nx—x—x—+x——x——|—x—+--~+(—1)” i (1.12)

3r 5 7t 9l

tad vienadojuma (1.8) visparigais atrisinajums ir

(e

y(x) =ap-cosx+aj - sinx.

i n=4 n=38 n=12 n=16
oL
1.5
1
n =20
0.5
2 4 6
-0.5
-1
Y = CosxT
-1.5F
2 =6 = 14 =18
n=2 n==06 n =10 n=14 n

1.1. zim. Polinoma (1.11) un cos x grafiki; n ir aproksimeéjosa polinoma pakape.

1.4. piezime. So diferencialvienadojumu var arf atrisinat ar citu panémienu, jo tas ir
homogens diferencialvienadojums ar konstantiem koeficientiem. Ta ka atbils-
to$ajam raksturvienadojumam 72 + 1 = 0 ir kompleksas saknes r1, = =i, tad

diferencialvienadojumam (1.8) ir partikularie atrisinajumi
y1(x) =cosx un ys(x) =sinx.
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Funkcijas y1 (x) un y2(x) ir lineari neatkarigas, jo Vronska determinants nav vie-

nads ar nulli:

cosx sinx » .
=cos“x+sin“x =1#0.
—sinx cosx

Tatad funkcijas y1(x) un y2(x) veido diferencialvienadojuma (1.8) fundamentalo
atrisinajumu sistéemu un tadejadi ta visparigais atrisinajums ir
y(x) = Cycosx + Cysinx,

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.

AY

1.2. zim. Polinoma (1.12) un sin x grafiki; n ir aproksim&josa polinoma pakape.

1.3.1. Eiri vienadojums
DaZi autori visparigo Eiri diferencialvienadojumu definé ka
y' +kxy =0,
tomeér par vispar pienemto Eiri diferencialvienadojumu uzskata
vy —xy =0.

Eiri diferencialvienadojuma atrisindjumus sauc par Eiri funkcijam, kuras pielieto
difrakcijas teorija.
Eiri diferencialvienadojumu var atrisinat tikai ar skaitliskam metodém, pieméram,

ar pakapju rindu palidzibu.
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Georgs Eiri (George Biddell Airy ,

1801 - 1892) - anglu matematikis un astronomes.
1.6. piemérs. Atrisinat Eiri diferencialvienadojumu
y' —xy=0 (1.13)
punkta x = 0.

Atrisinajums. Ta ka x = 0 ir diferencialvienadojuma (1.13) parastais punkts, tad

meklésim dota vienadojuma atrisinajumu pakapju rindas veida

(0]
y=)_ anx".
n=0
Atvasinot, ieglistam
(0] oo
y'(x) =Y napx™ =Y nayx"!
n=0 n=1

un, otrreiz atvasinot, iegtistam

[ee]

y'(x) = Z n(n—1)ax"? = i n(n—1)ax" 2.

n=1 n=2

Ievietojot dotaja vienadojuma, iegiisim

Y n(n—1)ayx"?—x Y aux" =0. (1.14)
n=2 n=0

Vienadojuma (1.14) kreisaja puse pielidzinot koeficientus pie katras x pakapes nul-
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lei, iegistam vienadojumu sistemu:

;

xY 1-a,=0,

x1 2-a3—ay=0,

x2 3.-a4—ay =0,

x3 4.5 —a,=0, (1.15)

ve s 1 s . An_1
No Siem vienadojumiem atrodam a = n ,n=1,273,....
) 2T ) (n+2)
Tatadap =as=ag=...=a3,_1=0 m=1,2,...;
ao as aop ao

©T23 *T567(23)-6-6 T (23)-(5-6) ... (3m—1)-3m)’

P L S a p _ 2!
YTi V67 (B4 (67 PN (3.4)(6-7)-...- (Bm-(Bm+1))

Patvaligi izvelamies ag un a;. Pieméram, ja ap = 1 un a; = 0, tad atskirigi no nulles
bts tikai koeficienti as,,, m =1,2,....

Iegtistam vienu vienadojuma (1.13) partikularo atrisinajumu

x3m

A =14 L o m e (Gm 1) ) (1.16)

Jaap = 0 un a; = 1, tad atskirigi no nulles btis koeficienti a3, 411, m = 1,2,---, un

tad iegistam otro vienadojuma (1.13) partikularo atrisinajumu

oo x3m+1
AN =t L B 67 G Gu D)

(1.17)

legtitas pakapju rindas, kas nosaka A;(x) un Ay(x), konverge visam realam x ver-

tibam péc Dalambéra pazimes, jo katrai fiksétai x vertibai

|1 (x) : %7
1 Zmil\ —0<1
ot | () | m Bm 1 2)(Bm+3)
un 3
| omgr(x) : |7
o0 | "o () ‘ A B 3G O~
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Pie tam atrisinajumi A;(x) un Aj(x) ir lineari neatkarigi, jo pakapju rindas, kas
nosaka Aj(x) un Ap(x), sastav no dazadam x pakapém un tatad nevar vienu atrisina-

jumu izteikt ar otro (t.i., neeksisté tads reals skaitlis C, lai A;(x) = CAz(x)).

Tadgjadi A;(x) un Ay (x) veido fundamentalo Eiri vienadojuma (1.13) atrisinajumu

sistému un ta visparigo atrisinajumu var pierakstit veida

1.3. zim. Polinoma (1.16) un Eiri diferencialvienadojuma y” — xy = 0 atrisindjuma

A1 (x) grafiki; n ir aproksim&josa polinoma pakape.
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AY
A6 2r

n = 46 34 22 10

40 28 16 4
1.5
1L
0.5
-6 -4 -
¢ 37 25 13
4 31] 19 7

1.4. zim. Polinoma (1.17) un Eiri diferencialvienadojuma y” — xy = 0 atrisinajuma

)
N
]Y

A (x) grafiki; n ir aproksiméjosa polinoma pakape.
1.7. pieme@rs. Atrisinat Eiri vienadojumu
v +xy=0 (1.18)
punkta x = 0.

Atrisinajums. Ta ka x = 0 ir dota diferencialvienadojuma parastais punkts, tad

meklésim dota vienadojuma atrisinajumu pakapju rindas veida

(0]
y=)_ amx".
n=0

Divreiz atvasinot So rindu un ievietojot dotaja vienadojuma, iegtisim

Z (n—1)ax"" 2+x2an =0
n=2 n=0
jeb
Z (n+2)(n+1)a,2x" + Zan 1x" = 0. (1.19)

n=1

Vienadojuma (1.19) kreisaja pusé pielidzinot koeficientus pie katras x pakapes nullei,
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ieglistam vienadojumu sistemu, kas lidziga sistemai (1.15) (skat. [1.6. pieméru)

(

x0 2-1-a,=0,

x1 3-2-a3+ay=0,
x> | 4-3-a4+a1 =0,
x3 5-4-a5+a, =0,

no kurienes

l.ap=as5=ag=...=az3y, 1=...=0, m=1,2,...;
a0 as a0
2_ = —— —_ — e
=Ty %= "56 (2-3)(5-6)
4 __a(, _ ap
°T 8.9 2-3)(5-6)(8-9) "’
(=1)"ag
_ , =1,2,...;
= 2.3)(5-6)(8-9).. (Bm—1) -3m)"
_ _ 4 ay
304 =3y e 7 T B46-7)
Qi — — a7 _ _ _ ag
107 7910 (3-4)(6-7)(9-10)" "’
(=1)"aq
= L, m=1,2,....
= 5 4 (6-7) - Bm- (Bm+ 1))

Dota vienadojuma (1.18) atrisinajums ir

y(x) = ag [1— ° L (1) T
23 (2:3)-(5-6) (2-3)----- ((3m —1)-3m)
x4 x7 (_1)mx3m+1
Tt ey 67 TG GmGnrD)

Esam ieguvusi vienadojuma atrisinagjumu forma

y(x) = agy1(x) + ar1ya2(x),

kur pakapju rindas

00 (_1)mx3m
— (2-3)----- ((3m—1)-3m)

+

(1.20)



un
(_1)mx3m+1

y2(x) = x + mg Ga EHEE) (1.21)

konverge visam realam x vértibam, pie tam funkcijas y1(x) un y(x) ir lineari neatka-

rigas (skat. 1.6. piem.).

1.5. zim. Polinoma (1.20) un Eiri diferencialvienadojuma y” 4+ xy = 0 atrisindgjuma

y1(x) grafiki; n ir aproksiméjosa polinoma pakape.

\

1.6. zim. Polinoma (1.21) un Eiri diferencialvienadojuma y” + xy = 0 atrisinajuma

o

-

a

4

[N

=
o

y2(x) grafiki; n ir aproksiméjosa polinoma pakape.

1.8. piemers. Izteikt Eiri vienadojuma (1.13) visparigo atrisindjumu ar pakapém
(x—1).

Atrisinajums. Ta ka x = 1 ir dota diferencialvienadojuma parastais punkts, tad
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meklésim dota vienadojuma atrisinajumu pakapju rindas veida

y=) au(x—1)" (1.22)
Atvasinot (1.22), iegtistam
y—Znanx—l Zn+1an+1x—1)
n=1 n=0
un, otreiz atvasinot, iegtistam
y' =Y n(n-1)a,(x—-1)" Zn+2 (n+ Dayo(x — 1),
n=2 n=0

Ievietojot y un iy’ vienadojuma (1.13), iegistam

i(n+2)(n+1)an+2(x—1)”—x ian(x—l)” = 0. (1.23)

n=0 n=0

Vienadojumu (1.23) parrakstisim veida

Z(n+2)(n+1)an+2(x—l) (1+(x—1)) Z (x—1)"
n=0 n=0
jeb
Y (n+2)(n+1)ay(x—1)" Zanx—l —i—Zan 1)L,
n=0

Vienadojot koeficientus pie vienadam (x — 1) pakapém vienadojuma kreisaja un labaja

pusé, iegtisim vienadojumu sistemu

(X—l)o ( 2-1&2 = 4y,
(x —1)! | 3-2a3 =ay +ay,
(x—1)% | 4-3a4=ar+ay,

(x—=1)" (m+2)(n+1)ayio =an+a,_1,
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Izsakot dazus pirmos koeficientus ar a¢ un a1, atrodam, ka

r azzaz—o,
ﬂ3=%1+%0,
614:%4-%:;—24_%’
“525—8 %=%+£—10,

e

No 3Sejienes izriet, ka

(x—12 (x—-13% (x—1* (x—1)°
2 T 6 T T3

y(x) =ag |1+

Esam ieguvusi Eiri vienadojuma (1.13) atrisinajumu forma

y(x) = aogy1(x) + ary2(x),

kur y1 (x) un yp(x) konverge visam x vértibam un ir lineari neatkarigas. Ties$am, Vrons-

ka determinants punkta x = 1 ir at8kirigs no nulles

W) = y) p) 10 _140,

yi(1) y(1)] |0 1
tatad jebkura intervala, kurs satur punktu x = 1, Vronska determinants arT ir atskirigs

no nulles.

1.3.2. Cebiseva vienadojums

Cebiseva diferencialvienadojums, kur a ir konstante (parametrs), tiek izmantots ap-

roksimésanas teorija.
1.9. piemérs. Atrisinat CebiSeva vienadojumu
(1-x2)y" —xy +a’y=0 (1.24)
punkta x = 0.
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P. L. Cebisevs (Pafnuty Lvovich Chebyshev
1821 - 1894) - krievu matematikis.

Atrisinajums. Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma

2
2 X / a
- ~0.
Y 1—x2y+1—x2y

Ta ka punkts x = 0 ir diferencialvienadojuma (1.24) parastais punkts, tad meklésim

dota vienadojuma atrisinajumu pakapju rindas veida

(e9)
y=)_ apx".
n=0
Divreiz atvasinot So rindu un ievietojot dotaja vienadojuma (1.24), iegisim

(ee]

y {(n+1)(n—|—2)an+2 + (a? —nz)an}x” —0. (1.25)
n=0

Vienadojuma (1.25) kreisaja pusé pielidzinot koeficientus pie katras x pakapes nullei,
ieglistam vienadojumu sistemu

)
2-ay +a%ay =0,

X

x| 2-3-a3+ (@®>—1)a; =0,
x2 | 3-4-a4+4 (a®> —2%)a, =0,
X

3 ¢ 4-5-a5+ (a> —3%)az =0,

no kurienes atrodam
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1 iy = ——ao, ay 3.1 © >.3.4 o
. 42 — aza (—a?)(22 — a?) (4% - az)a
®*~ 5.6 2-3-4-5-6 Oreees
—a?)(22 —a®) (4> —a?)----- ((2m —2)> — a?)
azxm = ao;
(2m)!
1—a? 32 —a? (1—a?)(3% —a?)
2_ = , = = ,
BT n BT 45 ™ 2.3.4.5
52 _ 42 (1_{12)(32_{12)( 2_{12)
azy = as = ai,--«y
6-7 2:3-4.5-6-7
(1 -a)(B-a?) (5 —a?) - (2m—-1)2—a?)

Patvaligi izveloties ap un a4y, iegtisim divus lineari neatkarigus diferencialvienado-

juma (1.24) partikularus atrisindgjumus. Pienemot ap = 1 un a; = 0, iegisim

n() =1+ il (—a)(22 — a?) (4 — ?;)W o (@m =2~ @) o,

un, pienemot ap = 0 un a; = 1, iegtisim

1-a?)(3%>—a®)(5*—a?)----- ((2m —1)* —a?) 2m

Ya(x) =x+ i (
m=1

legitas pakapju rindas, kas nosaka y; (x) un y2(x), konverge visam realajam x vertibam.
Pie tam Sie atrisinajumi ir lineari neatkarigi.
Tadgjadi y1(x) un y2(x) veido diferencialvienadojuma (1.24) fundamentalo atrisi-

najumu sistému un ta visparigo atrisinajumu var pierakstit veida

B ® (—a®)(22 —a®) (4> —a?®)----- (2m—2)—a?) ,_
y(x) =C (1 +mz_:1 2m)! x? > +

LG <x . i (1-a®) (B —a®)(5*—a?)----- ((2m —1) - a?) x2m+1>
m=1

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.

1.3.3. LeZandra vienadojums
1.10. piemérs. Atrisinat LeZandra vienadojumu
(1-x2)y" —2xy +a(a+1)y =0, a> —1, (1.26)
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punkta x = 0.

A. M. Lezandrs (Adrien-Marie Legendre ,
1752 - 1833) - fran¢u matematikis.

Atrisinajums. Ta ka x = 0 ir diferencialvienadojuma (1.26) parastais punkts, tad

atrisinajumu meklésim Maklorena rindas veida
(o]
n
y(x) = Z apx”.
n=0

Divreiz atvasinot S0 rindu un ievietojot dotaja vienadojuma, iegtisim

(1-x*) Y n(n—1aux" 2 -2x Y napx” '+ a(a+1) Y ax =0
n=2 n=1 n=0
jeb
Y |(n+2)(n+ a2 — (n(n—1) +2n — a(a +1))a, | x" = 0. (1.27)
n=0

Vienadojuma (1.27) kreisaja pusé pielidzinot koeficientus pie katras x pakapes nullei,
ieglisim vienadojumu sistemu:

;

x9 2-1-ap+a(a+1)ag =0,
xl ] 3:2a3—(2-1—a(a+1))ay =0,
x2 | 43 a,-(2-142-2—a(a+1

3¢ 5:4.a5—(3-2+2-3—a(a+1

!Nosacijums & > —1 ir batisks, jo pretéja gadfjuma, ja « < —1, tad apzimgjot « = —(1 + 7), kur

v > 0, iegust citu Lezandra vienadojumu (1 — xz)y“ =2xy' +y(y+ 1)y =0.
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No Siem vienadojumiem atradisim, ka

(n=2)(n=3)+2(n—2) —a(a+1))a,_

a, = n(n—1) , kurn=23,....
Tatad
1.
0 oo+ 1)ag (x+1)
2 1.2 20
(6—a(a+1))ar (a—2)a(a+1)(x+3)ag
“= 43 - 4! ’
- (—1)m(oc—2m+2)...(uc—2)zx(oc+1)(oc+3)...(oc+2m—1)a0, 1
(2m)!
2.
C2-al@+1))ar (a—1)(a+2)
az = 3 = - 3 7
(12— a(a+1))as (e -3)(a—1)(a+2)(a+4)m
S 5-4 - 5! ’
S (-D)™(a—2m+1)...(a— )(oc—l)'(oc+2)(oc+4)...(a—I—Zm)al’ ms1,

(2m+1)!

Patvaligi izveélamies ap un a;. Pieméram, ja ap = 1 un a; = 0, tad atskirigi no nulles bts

tikai koeficienti ay,,, m = 1,2,3, ... . legisim vienu vienadojuma (1.26) partikularo
atrisinajumu
X (=)™ —-2m+2)- ... (a —2)a(a+1)(@+3)-...- (a+2m—1
) =14 5 D e Dt Dk o )
m=1 :

Jaap = 0un a; = 1, tad atskirigi no nulles biis koeficienti ap,, 1, m = 1,2,3,... un

iegtisim otro vienadojuma (1.26) partikularo atrisinajumu

yo(x) = x+ il (D"(@a—-2m+1)-...-(« (32)11(1“+1;!)(“ +2)(a+4)-...-(a +2m)x2m+1_
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legtitas pakapju rindas, kas nosaka y1 (x) un y(x), konverge visam realam x vértibam

péc Dalambéra pazimes, jo katrai fiksetai x vertibai

iy |1 | (@+2m+1)x*
m—oo | Uy (X) m—oo (¢ —2m +2)(2m + 2)
un ,
.| ome1(x) (v +2m +2)x
1 s = =0<1.
i U (x) —oo (a —2m+1)(2m+1) <

Pie tam atrisinajumi y;(x) un y,(x) ir lineari neatkarigi, jo pakapju rindas, kas
nosaka y1 (x) un y(x), sastav no dazadam x pakapém un tatad nevar vienu atrisinaju-
mu izteikt ar otro (t.i., neeksiste tads reals skaitlis C, lai y1 (x) = Cyz(x)). Tadgjadiy; (x)
un 1, (x) veido vienadojuma (1.26) fundamentalo atrisindjumu sistému un ta visparigo
atrisinajumu var pierakstit

y(x) <1+Z M —2m+2)-. (oc—Z)oc(oc+1)(1x+3)~...-(a+2m—1)x2m>+

(2m)!

m=1

4

LG (x+ i (—1)"™(@—2m+1)-... (a _(321(1“+_1;)(a+2)(0¢+4) o ("<+2m)xzm+1>

m=1

kur C; un C; ir patvaligas konstantes.

1.3.4. Uzdevumi patstavigai risinasanai

1.11. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y” + xy’ +y = 0 punkta x = 0.

2n 1)11 2n+1
x4+ Cy Z—x .

Atbilde. y = C; Z (2n) L n 1)

n=0

1.12. piemeérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y” 4 x?y’ 4+ xy = 0 punkta x = 0.

o0 2,42 .72, . —72)2
Atbilde. y = C; <1+ Z(—1)"1 47 (3-;1-)'(3” 2) x3n>+
n=1 :

> 22.52.82....-(3n—1)?
—1)" 3n+1 .
2 <x+n;< ) Bn+1)! *

1.13. piem@rs. Atrisinat diferencialvienadojumu y” + x>y = 0 punkta x = 0.

(_1)n n
(3-4)(7-8)-...- ((4n—1)-4n)X4 ) *

(_1)71 n
<x+ L )(8-9) ...  (4n- (4n+1))X4 H) '

33

Atbilde. y = C; <1+ Y




1.14. piem@érs. Atrisinat diferencialvienadojumu (x> — 1)y” — 6xy’ + 12y = 0 punkta

x =0.

Atbilde. y = C; (1+6x* +x*) + G (x +x°) .

1.15. piemars. Atrisinat diferencialvienadojumu (x? — 1)y” + 8xy’ + 12y = 0 punkta
x=0.

Atbilde. y = C1 Y (n+1)(2n + 2 + G, ¥ U 1)22” 3) o1,

n=0 n=0

1.16. piemeérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y” —2(x +3)y’ — 3y = 0 punkta
x = —3.

> 3-7-11-...-(4n—1
Atbilde. y = C; <1+ 5711 5 ,< ! )(x+3)2”> +
n=1 (TZ)

> 1.5.9.13.... - (4n+1) 2n+1
e (x +3)7+1
n;) (2n+1)

1.17. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y” + (x —2)%y’ — 7(x — 2)y = 0 punk-
tax =2

: - n 28 n
Atbilde. y = C <1 +2.(=1) +13nn!(3n —~1)(3n—4)(3n - 7) (x=2y ) i

n=1

+ G, ((x—Z) +%(x—2)4+21—8(x—2)7> :

1.18. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu (x> — 2x)y” +5(x — 1)y’ +3y = 0
punkta x = 1.

© 1.3.5.... 2n+1

Atbilde. y = ¢; ), 32t D)
=0 2"n!

© (n 4 1)

+ G
TIZ_()3-5~7-...-(27’1+1)

(x . 1)211 +

(X _ 2)2n+1. 2

2Visos uzdevumos C; un C, ir patvaligas konstantes, bet rindas konvergentas un lineari neatkarigas.
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1.4. Atrisinajumi singularaja punkta
Apskatisim vienadojumu
S(x)y" +P(x)y + Q(x)y =0, (1.28)

kur S(x), P(x) un Q(x) ir nepartrauktas funkcijas intervala I, pie tam xg (xo € I)
ir funkcijas S(x) divkarsa nulle un funkcijas P(x) vienkarsa nulle, Q(xp) # 0. Tapéc

vienadojumu (1.28) parrakstisim veida

(x = x0)*s(x)y" + (x — x0) pr(x)y + Q(x)y = 0,

kur s(xg) # 0un p1(xg) # 0. Izdalisim iegiito vienadojumu ar s(x) (x — x)? un iegtisim

v+ (xpijzo)y’ + (xq_(?o)zy =0, (1.29)

kur p(x) = p1(x)/s(x) ung(x) = Q(x)/s(x).
Ta ka meklejam diferencialvienadojuma atrisinajumu regulara singularaja punkta,
pienemsim, ka funkcijas p(x) un g(x) ir analitiskas funkcijas, ja |x — xp| < R, tapéc tas

var izteikt ka pakapju rindu summas

x) =Y pu(x—x0)" un g(x anx—xo
n=0

1.6. teoréma. [2] Ja punkts x = xo ir diferencialvienadojuma (1.29) regulars singularais
punkts, tad diferencialvienadojumam (1.29) eksiste vismaz viens netrivials atrisinajums,
kuru var izteikt visparinatas pakapju rindas veida

y(x) = |x — x0|k Z an(x —x9)", ag #0, (1.30)
n=0

kur k ir kads reals skaitlis.

Apskatisim intervalu (xp; +c0).

Atvasinot rindu (1.30), iegtisim

y' =Y (k+n)an(x — xo) !

un otrreiz atvasinot, iegtisim

o0

(k+n—1)(k+ n)ay(x — xo)"2.
n=0
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Ievietojot ¥’ un y” izteiksmes vienadojuma (1.29), iegtisim

(x — xg)¥ Zn+k (n+k—1)a,(x — x0)"+

(an X — Xo) ) <(x—x0)k1 i(”+k)an(X—x0)n> +

n=0 n=0

( — <Z Gn(x — x0) > <(x—x0)k ian(x—xo)”>
X xO n n=0

X—XQ

jeb

2{ (m+k)(n+k—-1) an-l—z (m+k)pn—m+ qn-— m} }(x_xo)mk—z:& (1.31)

m=0

Lai atrastu nezinamos koeficientus ag, a1, a, ..., koeficientu summas pie pakapem
(x —x0)f 2, (x —x0)F"1, (x —x0)¥, ... pielidzinasim nullei un iegtisim rekurentu

vienadojumu sistemu:

(x — x0)k2 k-(k—1)-ag+po-k-ag+go-ag=0,
(x — xg)k1 (k+1)-k-ay+po-(k+1)-a;+py-k-ag+qo-a1+q1-ap =0,
(x — x)k (k+2)(k+1)ag + po(k +2)az + p1(k+1)ay + pa - k-ag +go - ar+

+q1-a1+q2-a9 =0,

(x = x0)™*2 | (k) (k+ 1 — L)ay + polk +m)an + p1 (k41— Dagg + ...+ p_y (k+ Dy +

+pn-k-ag+qo-an+q1-ap_1+...+qu_1-a1+qu-a9 =0,

(1.32)
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Parveidojot, iegtisim

(x — x0)F2 ag(k(k—1) +kpo+q0) =0, ;a9 #0,
(x — x)F 1 a1 ((k+1)k+ (k+1)po + qo0) + ao(kp1 + 1) =0,
(x — x0)* ay((k+2)(k+1)+ (k+2)po+qo) + a1 ((k+1)p1 +q1) + ao(kp2 + q2) =0,

(x = x0) ™2 ay ((k+m)(k+n—1) + (k+n)po+4qo) +an1((k+n—1)p1 +q1) +...+

—|—a1((k+ Dpp_1+ qn,1) +ao(kpn +gu) =0,

(1.33)

k-2

No kurienes izriet, ka koeficients pie (x — xg)* = ir

aoF (K) = ag[k(k — 1) + pok + 0] = 0

un koeficienti pie citam (x — xo) pakapém veido rekurentu attiecibu

n
n+k)y(n+k—1a, + Z [(m+K)pu—m + Gn-m]am =0, n=1,2,...,

m=0

ko var parrakstit veida

F(k+n)ay, = [(n+k)(n+k—=1) + (n+k)po + qolan =

n—1
=~ Y (M +K)pu-m+ qn-mlam, n=1,2,... (1.34)

m=0

Taka ag # 0, tad k ir jaapmierina vienadojums

F(k) = k(k — 1) + pok + go = 0. (1.35)

Pienemsim, ka k1, ky ir vienadojuma (1.35) realas saknes. Tas sauc par regulara
singulara punkta x = x( raditajiem.
Ja starpiba ky — kp nav vesels skaitlis, tad F(k; +n) # 0, F(ka + n) # 0 nevienam

veselam skaitlim n > 0. Pienemot, ka k = k; un ievietojot to vienadojumos (1.34),
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var pakapeniski atrast koeficientus a1, ap, .... (Analogiski koeficientus var atrast, ja
k = ko).

Ja ki — ko = m ir vesels skaitlis (pienemsim ka m > 0), tad F(k; + n) # 0 nevienam
veselam skaitlim n > 1 un pie k = k; sistémai (1.34) ir atrisinajums. Pienemot, ka
k = ky, iegtistam F(k, + m) = F(ky) = 0, tapéc nevar atrast koeficientus a,,, ay1, .. ..

Rezultata diferencialvienadojumam (1.29) ir vismaz viens atrisinajums visparina-
tas pakapju rindas forma. Lai atrastu otro diferencialvienadojuma (1.29) atrisinajumu

izmantosim Frobeniusa metodi.

Frobeniusa metodi apraksta nakama teoréma.

F. G. Frobeniuss (Ferdinand Georg Frobenius ,
1849 - 1917) - vacu matematikis.

1.7. teoréma. [2] Pienemsim, ka funkcijas p(x) un q(x) ir analitiskas diferencialvienadoju-
ma (1.29) requlara singularaja punkta x = xo un ky un ky ir vienadojuma (1.35) saknes.
Tad,

1. ja Re(k1) > Re(ky) un ki — ky nav nenegativs vesels skaitlis, tad diferencialviena-

dojumam (1.29) ir divi lineari neatkarigi atrisinajumi

y1(x) =[x/ Y ap(x — x0)" (1.36)
n=0
un -
y2(x) = [x*2 Y by (x — x0)"%; (1.37)
n=0
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2. javienadojuma (1.35) saknes ir vienddas, t.i., ko = ky, tad diferencialvienadojumam

(1.29) ir divi lineari neatkarigi atrisinajumi (1.36) un

y2(x) = y1(x) In |x| + \x|k1 Z dy(x —xp)", (1.38)
n=0

kurdn:(aai;) ,n=01,...;
k=k;

3. ja k1 — ko = r (pozitivs vesels skaitlis), tad diferencialvienadojumam (1.29) ir divi

lineari neatkarigi atrisinajumi (1.36) un

ya(x) = ey (x) Infx| + [x[*2 Y~ e (x — x0)", (1.39)
n=0

kur c = kh—)l’%(k —ky)ay(k) une, = (aaik”)k_k ,n=0,1,...

Apskatisim dazus piemerus.
1.19. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu
dxy”" +2y' +y =0 (1.40)
punkta x = 0.

Atrisinajums. Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma (1.29)

1 X
Ty A P
1
Redzam, ka funkcijas p1(x) = 5y un pa(x) = ﬁ nav analitiskas punkta x = 0, bet
funkcijas p(x) = % un g(x) = Z ir analitiskas punkta x = 0, tadel punkts x = 0 ir

diferencialvienadojuma (1.40) regulars singularais punkts un varam meklét dota dife-

rencialvienadojuma atrisinajumu visparinatas pakapju rindas veida

y(x) = Y anx"*, ag £ 0. (1.42)
n=0

Atvasinot rindu (1.42), iegisim

y' =Y (n+k)ax"! (1.43)



un, otreiz atvasinot, iegiisim

y'= Y (n+k—1)(n+kax"* 2 (1.44)
n=0

levietojot y' un y” vienadojuma (1.41), iegtisim

k-2 k-1 k
712%)(114—k—1)(11—i—k)anx'“r + Z%(m—i—k)%x’” + @,;)aan =0
jeb
1 k-2 - 1 1 n+k—2
k(k=1) + k| aox™ + Y {[n+k—1)(n+k) + 5 +k)]ay + 101X = 0.
n=1
Izrakstisim koeficientus pie x*~2, iegtisim

1
aoF(k) = day |:k<k — 1) + Ek:| .
Aprekinot kvadratvienadojuma
1

1
saknes, iegisim k| = 5 un ky = 0.

1
Redzam, ka k1 — ky, = 5 nav vesels skaitlis, tapéc saskana ar1.7. teorémas 1. gadi-
jumu, meklésim divus lineari neatkarigus atrisinajumus formas (1.36) un (1.37).

Izrakstot koeficientus pie citam x pakapém, veidojas rekurenta attieciba
1 1
Fn+k)a,=|(n+k—1)(n+k)+ E(n +k)|a, = —gfn-1, M= 1,2,...,

ko var parrakstit
2n+k)2n+2k—1) "t

an —
Izteiksim a,, ar ay

(=1)"
4r(k+1)(k+2) - (k+m) (k+3) (k+3) - (k+n—13)

an - llo.

]ak:klzé,tad



ko var pierakstit

1 (—1)"

M T onen+ )™ T 2n 1)

ag, n=1,2,....

Jak =k =0, tad

1 1
ayF(n) =ay {n(n -1)+ En] = g1, N = 1,2,...,

ko var pierakstit

1 —1)"
uczo, n=1,2,....

M T — )™ T 2n)!

Tapéc diferencialvienadojuma (1.40) lineari neatkarigi partikulari atrisinajumi ir

. % = (_1)11 n
ya(x) = [x| n;) 2n+ 1)

un
n

Visparigo vienadojumuma (1.40) atrisinajumu var pierakstit forma

y(x) = Ciyg(x) + Caya(x),

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.
1.20. piemérs. Atrisinat diferenciavienadojumu
3
Ky’ — 5% cos xy' + cosxy =0 (1.45)

punkta xo = 0.

Atrisinajums. Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma (1.29)

1 3 1
/! /
y —i—;-icosxy —|—Fcosxy:0. (1.46)
. 13 1 g .
Redzam, ka funkcijas p1(x) = L pcosxun pa(x) = -2 Cosx nav analitiskas punkta

x = 0, bet funkcijas p(x) = 5 Cosx un g(x) = cos x ir analitiskas punkta x = 0, tade]
punkts x = 0 ir diferencialvienadojuma (1.45) regulars singularais punkts un varam

meklét dota diferencialvienadojuma atrisinajumu visparigas pakapju rindas veida
y(x) = Y anx"t,, (1.47)
n=0
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kur ag # 0.
Divreiz atvasinot rindu (1.47), ievietojot y'(x) un y”(x) izteiksmes vienadojuma

(1.45) un ieverojot, ka

2 4 6 2n 00 2n
X X X X X
=1—-=4+—-——-——= —-1)" = -1
oS X TR TR + (1) (2n)!+ n;)( ) 2y
ieglisim
3 (k= 1)+ man — 2 3 (1) 5 (kg mag
n=0 ! 2 n=0 (21’1)! n=0 !
- R k+
n no_
- ngo(—l) ) n;)anx =0. (1.48)
Parveidojot, iegisim
Y (k= 1)k ) — 3 3o (1) 3 (ke ma” + 3 (<1 3 g =0,
n=0 2 n=0 (21’1)’ n=0 n=0 (2}’1)! n=0
(1.49)
Lai atrastu nezinamos koeficientus ag, a;, az, ..., koeficientu summas pie pakapem
X0, xb ¥2, .., pielidzinasim nullei un iegisim vienadojumu sistemu:
x? ' ag (k(k -1) - %k + 1) =agF(k) =0,
3
x! a ((k+1)k— §(k+ 1) +1> +ap(0-k+0)=aF(k+1)+aoF (k) =0,
) 3 3.1
x a | (k+2)(k+1) - E(k+2) +1)+ai1((k+1)-0+0) +ao 1k— 5) =
=mF(k+2)+mFA(k+1)+agF(k) =0,
3
x" an ((k—i—n)(k—i—n—l) <—2> (k+mn) —|—1> +ay_1((k+n=1)-0+0) +...+
+a1 ((k + 1)pn—1 + LIn—l) + aO(kPn + Qrz) —
=a,Flk+n)+a,1F(k+n—-1)+...+a1F_1(k+1)+apF,(k) =0,
(1.50)
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kur

F(k) = k(k—1) — gk +1, F(k)=kpi+q; (i>1). (1.51)

Taka ap # 0, tad k ir jaapmierina vienadojums

F(k):k(k—l)—§k+1:0.

Atrisinot kvadratvienadojumu

2k —5k+2 =0,

1
atradisim, ka k; =2 unkp = 5

3
Redzam, ka k; — k, = 5 nav vesels skaitlis, tapéc saskana ar 1.7/teorémas 1. gadi-

jumu, meklésim divus lineari neatkarigus atrisinajumus formas (1.36) un (1.37).

Pienemsim, ka k = k; = 2 un, ievietojot to vienadojumos (1.51), ieglisim

apFo(2) =0,

a1Fy(3) 4+ agF1(2) =0,

aFo(4) +a1F1(3) +apF(2) =0,

a3Fy(5) + axF1(4) +a1F>(3) +aoF3(2) =0, (1.52)

anFo(24+n)+a, 1F2+n—-1)+...+a1F, 124+ 1) +apF,(2) =0,

\

Pienemot, ka ag ir patvaligs, izteiksim koeficientus ay, ap, a3, .. .:

/

a; = 0,

1
ay = —500/
as = O,

37
ag = @ao (1.53)
a5 = O,

223
6 = T39100™°
L.

Pienemot, ka a¢ = 1, iegtisim pirmo vienadojuma (1.45) partikularu atrisinajumu.

1 37 223

2 2 4 6
_ 1 B
y1(x) = || ( 7% T 1ga8™ ~got00" T )
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3
Pienemsim, ka k = kp = —5 un, ievietojot to vienadojumos (1.51), iegtisim

( 1
FEFl=]=0,
ag 0(2)

7 5 3 1

3) e (3) v (3) oo (3) =0

1 1 1 1
E—i—i’l +a,_1FH §+n—1 +...+aF, 1 §+1 + agF, 5 =0,

(1.54)
Pienemot, ka ay ir patvaligs, izteiksim koeficientus aj, a3, a3, ... :
( a; = O,
1
a = §a0/
az = O,
7
a, = —ﬁﬂo (1.55)
as =0,
te = 1739 2
23040
-

Pienemot, ka ap = 1, iegtisim otro vienadojuma (1.45) partikularu atrisinajumu

1 1 7 1739
—xE (1 ox - St 64...) .
ya(x) = 1 ( T8 T3t T moa0t T )

Vienadojuma (1.45) atrisinajumi v (x) un y,(x) ir lineari neatkarigi.

Vienadojuma (1.45) visparigais atrisinajums ir

1 37 223
_ 2 L2 4 6
y(x) = Cq1|x| (1 2 +1848x 89100" +...>+

1 1
314 a2 =
+ Co|x| ( +8x 3

7 4 1739 4,
84~ 230400 )’

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.
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1.21. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu
Wy (P —x)y +y =0 (1.56)
punkta x = 0.
Atrisinajums. Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma (1.29)
, x—1, 1
— —y =0. 1.57
y + 7 + 27 (1.57)

Redzam, ka funkcijas p1(x) = xT—l un po(x) = % nav analitiskas punkta x = 0,

bet funkcijas p(x) = x —1 un gq(x) = 1 ir analitiskas punkta x = 0, tadé] punkts

x = 0 ir diferencialvienadojuma (1.56) regulars singularais punkts un varam meklét

dota diferencialvienadojuma atrisindjumu visparigas pakapju rindas veida (1.30).
Divreiz atvasinot rindu (1.30) un ievietojot vienadojuma (1.57), iegtisim

[e) o0 [e9)

1 1
Z%)(n—kk—l)(n—i—k)anx"*k 24 Z%)n—i—k Ay X"t 1—|—;Z%)anx”+k:0
n= n= n=

jeb
[k(k — 1) — k + 1]apx* 2+

+ i {{n+k—=1)(n+k) —(n+k)+1]ay+ (n+k—1)a, 1} "2 =0

n=1

Izrakstisim koeficientus pie x*~2, iegisim

agF (k) = ag [k(k —1)—k+ 1].
Aprékinot kvadratvienadojuma
F(k)=k(k—1)—k+1=0

saknes, ieglisim k; = k; = k = 1. Redzam, ka k; = ky, tapéc saskana ar 1.7./teorémas
2. gadfjumu meklésim divus lineari neatkarigus atrisinajumus formas (1.36) un (1.38).

Izrakstot koeficientus pie citam x pakapém, veidojas rekurenta attieciba
Fn+k)ay = [(n+k-1)(n+k)— (n+k)+1)ay=—-(n+k—1a,_1, n=1,2,...,
ko var parrakstit

n+k—1 .
m+k)n+k—2)+1 """

an:_
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Izteiksim a,, ar ay:

ap = %ao. (158)

Pirmo partikularo atrisinajumu atradisim, pienemot, ka k = 1, tad rekurenta attieciba
ir
ayF(n+1)=ay[(n+1)n—(n+1)+1] = —na, 1, n=12,...,
ko var pierakstit
a, = _Ea”_l’ n=1,2,....
Izsakot a, ar a, ieglisim

(=D"

n!

a, = ag, n=1,2,....

Tapéc diferencialvienadojuma (1.56) viens partikularais atrisinajums ir

= (1)
yi(x) = ¥ L
n=0 )
Lai atrastu otro diferencialvienadojuma (1.56) atrisinajumu, logaritmiski diference-
sim (1.58) péc k, iegisim
a, 2 1
1 == —.
(Ina) a mZOIH—m—l

Ievietojot k = 1 un pienemot, ka a9 = 1, iegisim

o _ . B n l __(_1)11 n l
dy = |y = an iy ( m;m BT m;m~

Tapéc otrais diferencialvienadojuma (1.56) partikularais atrisinajums ir

v
nt  =m

o0 (_1)n+1 noq
o) =i+ 5 (S0 8 1)
Visparigo vienadojuma (1.56) atrisindjumu var pierakstit forma
y(x) = Ciy1(x) + Coya(x),

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.

1.22. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu

Xy +2xy +xy =0 (1.59)
punkta x = 0.
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Atrisinajums. Parveidosim doto diferenciélvienédojumu forma (1.29)

y'+ 3/+ 23/—0 (1.60)

Redzam, ka funkcijas p1(x) = 2 un pa(x) = 12 nav analitiskas punkta x = 0, bet

funkcijas p(x) = 2 un g(x) = ; ir analitiskas }J;unkté x = 0, tade] punkts x = 0 ir

diferencialvienadojuma (1.59) regulars singularais punkts un varam meklét dota dife-
rencialvienadojuma atrisinajumu visparinatas pakapju rindas veida (1.30).
Divreiz atvasinot rindu (1.30) un ievietojot vienadojuma (1.60), iegtisim

Z n+k—1)(n+k)ax"+2 4 p Y (n+ k)a,x" 1 4 2 Y. A"tk =
n=0 n=0

n=0
jeb

o0

[k(k — 1)+ 2k]agx* 2 + Y {[(n+ k= 1) (n +k) +2(n + k)] an +a, 1} x"F2 = 0.

n=1

Izrakstot koeficientus pie x¥~2, iegisim

aoF (k) = ag [k(k -1+ 2k}
Aprekinot kvadratvienadojuma
F(k) =k(k—1)+2k=0

saknes, iegtisim k1 = 0 un kp; = —1.
Redzam, ka ki — ko = 1 ir vesels pozitivs skaitlis, tapec saskana ar[1.7. teorémas 3.
gadijumu, meklésim divus lineari neatkarigus atrisinajumus formas (1.36) un (1.39).

Izrakstot koeficientus pie citam x pakapém, veidojas rekurenta attieciba
Fn+k)ay = [(n+k—1)(n+k)+2(n+k)]ay =—-a,_1, n=1,2,...,
ko var parrakstit

1
CENSICEY R

an
Izteiksim a,, ar ag:

(-1)"
k+1)(k+22( 132 (ktn)2ktnt1)

Pirmo partikularo atrisindjumu atradisim, pienemot, ka k = 0, tad rekurenta attieciba

an:

ir

anF(n+1) =ay[(n—1)n+2n] = —a, 1, n=12,...
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jeb

1
= — =1,2
An (Tl“‘l)an 1, n 74
Izsakot a, ar ag, ieglisim
G _
Ay = mﬂo, n = 1,2, e (161)

Tapéc diferencialvienadojuma (1.59) viens partikularais atrisinajums ir

1n

_ = (_ n
B ng"orz!(n+1)!x

Lai atrastu otro vienadojuma (1.59) atrisinajumu, pienemsim ag =k —kp, = (k+ 1),

tapec
B (1"
an(k) = (k+2)2(k+3)2- (k+n)2(k+n+1) (1.62)
un
1
a(k) = T (k+1)2(k+2) (k1) = T (k+1)(k+2)
Tatad
(k+1)

— lim (k+ Day(k) = lim ——— 2
¢ = dim (e Dau(k) = lim, = )

Logaritmiski diferencejot (1.62) péc k, iegtisim

(lna)’%——2i LI
Ya, T k+m k+n+1

Ievietojot k = —1, iegtisim

| 1 (- |11
= ! = . —2 - - — 2 - -
e ( mZ::zk—i—m k+m+1) (n—1)n! [ n;lm+n

Tatad otrais diferencialvienadojuma (1.59) partikularais atrisinajums ir

(1)n+1 — 1
:E n

k=—1

'n’

a() = —y1 () In[x| + x| ! (1+ e

n—= 1

Visparigo vienadojumuma (1.59) atrisindgjumu var pierakstit forma

y(x) = Cry1(x) + Cya(x),

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.
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1.4.1. Uzdevumi patstavigai risinasanai

1.23. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu 9x?y” + 9xy’ + (9x% — 1)y = 0 punkta

x =0.

. 1 = n n
Atbilde. y;(x) = [x|3 (1 + L D 2n) -8 14----. (6n+2)x2 > .

1 > 3n
ya(x) = |x| 73 (1 + 21(_1);12.4 ..... (2n)-4-10----- (6n —2) xzn) .

1.24. piem@rs. Atrisinat diferencialvienadojumu 2x%y” + xy’ — (x + 1)y = 0 punkta

x =0.

1
Atbilde. y;(x) = |x| (1+;x+7—0x +- ) un
ya(x) = [x| 72 (1 X = 5X% = 7o )

1.25. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu (1 — x?)y” +y' +2y =0 punkta

x = —1.

(x+1)%un

WIN

Atbilde. y1(x) =1—2(x +1) +

ya(x) = fx + 11 (1 S +§23n3(22,’;@4_)!2)!<x+1>") .

4

7
1.26. piemérs.  Atrisinat diferencialvienadojumu x*y” + (x2 — %) y =0 punkta

x =0.
31’[

Atbilde. ]/1( |x|6 ( Z 22nn!.5.8...(3n+2)> un

ya(x) = [x] 78 (1 + i(—l)nzznn! 1 -43-n~ - (3n— 2>> '

1.27. piemérs. Atrisinat diferencidlvienadojumu x(1 — x)y” + (1 —5x)y’' —4y = 0

punkta x = 0.
—2) n(n+1)x"

n=1

Atbilde. y1(x) = ) _(n+ 1)2x™ un yo(x) = y1(x) In |x|
n=0

1.28. piemers. Atrisinat diferencialvienadojumu (x> + x3)y” — (x + x2)y' +y =

punkta x = 0.
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Atbilde. y1(x) = x(1 4+ x) un ya(x) = y1(x) In |x| — | x| <2x + Z %x”) :

(n—1
1.29. piemeérs. Atrisinat diferencialvienadojumu x?y” + 4xy’ + (2 + x)y = 0 punkta
x = 0.
0 1’1
Atbil
tbilde. y1(x ; o + 1 " un

yz<x>=—y1<x>ln\x|+|x|2< i s (z% 1) )

1.30. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu x(1 + x)y” + (x +5)y’ — 4y = 0 punk-
tax =0.
. 4 1, —4 2
Atbilde. y;(x) =1+ 5% + g% un ya(x) = |x|*(1 + 4x + 5x7).
1.31. piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu (x — x2)y” — 3y’ + 2y = 0 punkta
x = 0.

: 2 1,
Atbilde. y1(x) = ) (1 = 3)x" un o (x) = 1+ 5+ 3227

3Partikularie atrisinajumi y; (x) un y,(x) ir lineari neatkarigi, tadel dota diferencialvienadojuma vis-

parigo atrisinajumu var pierakstit forma

y(x) = Ciyr(x) + Coya(x),

kur C; un G, ir patvaligas konstantes.
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2. Diferencialvienadojumu periodiskie atrisinajumi

Ir zinams, ka periodisko funkciju petisana svarigakais instruments ir trigonometris-
ka Furje rinda. Tapéc, runajot par linearu diferencialvienadojumu risinasanu ar rindu
palidzibu, ir svarigi apskatit periodiskos atrisinajumus Furjé rindas veida.

Apskatisim dazus pamatfaktus par Furjé rindam.

2.1. Furjé rindas

Pirms sakam apskatit, ka ar Furje rindu palidzibu var atrisinat diferencialvienado-

jumus, atgadinasim Furjé rindu teorijas pamatus. [4]

J. B.J. Furje (Jean Baptiste Joseph Fourier ,
1768 - 1830) - fran¢u matematikis.

2.1.1. Periodiskas funkcijas ar periodu 277 trigonometriska Furje rinda

2.1. definicija. Par trigonometrisko Furjé rindu sauc $adu funkciju rindu

f(x) = = + (a1 cos x + by sinx) + (ap cos2x + by sin2x) + ... + (a, cosnx + b, sinnx) =

ap ad .
= — a, cosnx + b, sinnx).
5 —|—HZ:1( n + 0y )
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Ja 1 rinda vienmeérigi konvergé intervala [— 7, 7] un tds summa ir funkcija f(x), tad rindas

koeficientus aprékina péc formulam

ag = % /f(x)dx,

7T
1
an—n/f(x)cosnx dx,
—7T
1 7T
bn—n/f(x)sinnxdx,(n—1,2,3,...).

2.1.2. Furjé rindas konvergence

Furje rindas konvergences pietiekamie nosacijumi doti Dirihlé teoréma, kuru formulésim

bez pieradijuma.

L. Dirichlet (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet ,
1805 - 1859) - vacu matematikis.

2.1. teoréma. Pienemsim, ka funkcija f(x) apmierina Sadus nosacijumus:

1. f(x) ir periodiska ar periodu 27t;

2. intervala [—rm, it f(x) ir nepartraukta vai ari sai intervald tai ir galigs skaits tikai pirma

veida partraukuma punktu;

3. intervald [—rt, 7] f(x) ir monotona vai arT sai intervald tai ir galigs skaits ekstréma punktu.
Tad ir pareizi Sadi apgalvojumi.

1. Funkcijas f(x) Furje rinda visam x vertibam konverde uz summu S(x).
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2. Visos funkcijas f(x) nepartrauktibas punktos ir speka vienadiba S(x) = f(x).

3. Ja x = xq ir funkcijas pirma veida partraukuma punkts, tad

f(xo—0)+ f(x0+0)
> ,

S(x0) =
kur f(xo —0) un f(xo + 0) ir funkcijas f(x) vienpusejas robeZas punkta x.

Ir redzams, ka Dirihlé teorémas nosacijumi ir speka loti plasai funkciju klasei. Tas nozime,

ka loti daudzas funkcijas var izvirzit Furje rinda.

2.1.3. Periodiskas funkcijas ar periodu 2! trigonometriska Furjé rinda

Apskatisim funkciju f(x), kuras periods ir 2I, t.i., funkciju, kurai ar visiem x ir speka
vienadiba f(x + 2I) = f(x) (I - reals skaitlis).
2.2. definicija. Par periodiskas funkcijas f(x) ar periodu 2l trigonometrisko Furjé rindu sauc
$adu funkciju rindu

flx)= + Z ay COS lnx+b sm#x)
n=

kur

2.1.4. Furje trigonometriska rinda para vai nepara funkcijai

Ja f(x), x € [-1,1] ir para funkcija, ti., f(—x) = f(x), x € [—1,]], tad Furje rindas koeficienti

ir

1
ag = %/f(x)dx = %/f(x)dx, (2.1)
—1 0
1 1
ay = %/f(x) cos —xdx = %/ ) cos —x dx, (2.2)
~1 0
1
by — % / f(x)sin ?x dx = 0. 2.3)
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Para funkcijai atbilsto$a Furjé trigonometriska rinda ir
a = nr
f(x) = 30 + ) aycos T (2.4)
n=1

Ja f(x), x € [=1,]]ir nepara funkcija, ti., f(—x) = —f(x), x € [—1,1], tad Furjé rindas koeficienti

ir

apg=a, =0, (2.5)
) !
b, = 7 /f(x) sin ?x dx. (2.6)
0
Sai funkcijai atbilstosa Furjé trigonometriska rinda ir
= . N7
f(x) = ,;1 by, sin I (2.7)

2.1.5. Intervala |0,!] definétas funkcijas izvirzijums Furjé trigonometriska rinda

Ja funkcija f(x) ir definéta intervala [a, b], tad tai atbilstosus Furjé rindas koeficientus var

apréekinat péc formulam

b

2 2nm

ay = b_a/f(x)cosb_axdx,
a

b

2 . 2nm

b, = — /f(x) sin b—ax dx, (n=1,23,...).
a

—a

2

Ja funkcija ir definéta intervala [0, /], tad Furjé rindas koeficienti ir

Soreiz uzskatfjam, ka2l = b —a, bet ] =

I
=7 [ fx
0
2 l 2
ay = l/f(x)cosnx dx,
0
2 l 2
=7 [ Fosin rdr =123
0
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Ja funkcija f(x) ir definéta intervala [0, /], tad varam rikoties ar1 citadi. Vispirms varam f(x)

turpinat uz intervalu [/, I| péc para vai péc nepara principa, t.i., izveidojot para funkciju

o | S0 Rxep
PV e, jax e [-1,0)

vai nepara funkciju
B f(x), jaxel0,1],
v = { —f(~x), jax € [-1,0).

Péc tam intervala [/, [] iegfito funkciju varam izvirzit Furjée trigonometriska rinda.

Para funkcijai ¢(x) iegtisim Furjé rindas koeficientu izteiksmes (2.1), (2.2), (2.3). Atbilstosa
Furje trigonometriska rinda (2.4).

Sados gadijumos saka, ka intervala [0, /] uzdota funkcija f(x) ir izvirzita Furjé trigonomet-
riskaja rinda péc kosinusiem.

Nepara funkcijai 1(x) Furjé rindas koeficientu izteiksmes ir (2.5), (2.6) un Furje trigonomet-
riska rinda ir (2.7).

Soreiz saka, ka intervala [0,!] uzdota funkcija ir izvirzita Furjé trigonometriska rinda péc

sinusiem.

2.2. Periodiskie atrisinajumi
Apskatisim diferencialvienadojumu
y' +ay +by=f(x), abeR. (2.8)

2.3. definicija. Funkciju f sauc par periodisko funkciju ar periodu T # 0, ja katram x no

funkcijas definicijas apgabala ir pareiza vienadiba:
fx) = flx+T).

2.2. teoréma. Ja vienadojumam (2.8) ir periodisks atrisinajums yo(x) ar periodu T, tad vienadojums

(2.8) art ir periodiska funkcija pec x ar to pasu periodu T.
Pieradijums. Tiesam, vienadojuma (2.8) ievietojot periodisko atrisinajumu y = yo(x), iegtstam

Yo(x) = f(x) — ayo(x) — byo(x) = F(x, yo(x), yp(x)).

Saja vienadojuma aizvietojot x ar x + T, neizmainisim vienadojuma kreiso pusi, jo funk-

cija ir periodiska.
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Ja f(x) ir periodiska funkcija ar periodu T, tad tas atvasingjums f’(x) ari ir periodiska

funkcija, jo

Tade] iegtisim
F(x,y0(x),y0(x)) = F(x+ T,yo(x + T), yo(x + T)) = F(x + T, yo(x), yo(x)),

t.i., funkcija F pa integralliniju y = yo(x) ir periodiska péc x ar periodu T.

Sekas.

1. Ja vienadojuma (2.8) laba puse pie jebkuras yo(x) izvéles, nav periodiska funkcija péc

argumenta x, tad neeksisté periodisks atrisinajums.

2. Jafunkcija F nav atkariga no x, tad F var apskatit ka periodisko funkciju péc x ar jebkuru

periodu un nav izslegts, ka eksiste atrisinajums ar jebkuru periodu.

Pienemsim, ka ir jaatrod diferencialvienadojuma (2.8) partikularais periodisks atrisinajums.

Lai eksistétu periodisks atrisinajums, pienemsim, ka f(x) ir periodiska funkcija. Bez ipasa

ierobeZojuma, var pienemt, ka funkcija f(x) ir periodiska funkcija ar periodu 27r. Tas ir
2
iesp&jams tapec, ka, ja funkcijas f(x) periods batu T, tad péc neatkariga mainiga x; = Tnx

parveidoSanas, laba puse kliitu par periodisko funkciju ar periodu 271 péc jauna neatkariga
mainiga xi.
Pienemsim, ka funkcija f(x) ir arl nepartraukta un izvirzisim to Furjé rinda:

flx) = ”2—0 + Y (ag cos kx + by sinkx). 2.9)
k=1

Periodisko atrisinajumu meklésim $ada veida

A (o]
y(x) = ?O + Z(Ak cos kx + By sinkx). (2.10)
k=1
Atvasinot rindu (2.10), iegtisim
Y (x) =Y (~kAgsinkx + kB coskx) = Y k(B coskx — Agsinkx).
k=1 k=1

Otrreiz atvasinot, iegtisim

y'(x) = Y (—k*Agcoskx — k*Bysinkx) = — Y k*(Ag coskx + By sinkx).

1 k=1

gk

k

56



Atvasinajumus ievietojot dotaja vienadojuma (2.8), ieglisim

— Z k*(Ag coskx + Bisinkx) +a Z k(B coskx — A sinkx)+
k=1 k=1

e

A (o]
+b 70 + Z(Ak coskx + By sinkx) | = az—o + ) (aycoskx + by sinkx).
k=1 k

1

Vienadojot koeficientus pie cos kx un sin kx kreisaja un labaja pusé, iegisim sistemu

(b4 _ a0
2 27
sin x —B1 —aA1 + bBy = by,
oS x —A1+aBy +bA = a,
sin 2x —22B; —2aA; + bB, = by,
cos 2x —22A; +2aBy +bA; = a, (2.11)
sin kx —k?By — kaAy + bBy = by,
cos kx —kZAk + kaBy + bA, = ay,
Apskatisim vienadojumus
Aob = ay, (2.12)
Ai[(b =K + a®k?] = (b — k*)ay, — akby, (2.13)
Bp[(b — k*)? + a°k*] = (b — K?)by. + akay. (2.14)

27T
Jab #0,tad Ag = %O, kur ag = ;/f(x)dx.
0

Jab = 0, tad, lai eksistétu atrisinajums, ir nepiecieS8ams, lai a9 = 0. Tad Ap ir patvaliga
konstante. Saja gadfjuma vienadojumam (2.8) eksisté vairaki periodiskie atrisinjumi.

Jatomer b = 0 un ap # 0, tad periodisks atrisinajums neeksiste.

Apskatisim vienadojumus (2.13) un (2.14).

Jaa # 0, tad (b —k?)? + a’k? # 0 un tatad vienadojumiem (2.13) un (2.14) ir atrisinajumi

(b — kz)ak — Clkbk
(b _ k2)2 + a2k2 ’

Ax =

b — k2)by + akay

g — (
TR+ a2k
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Jaa = 0, tad vienadojumus (2.13) un (2.14) var parrakstit veida

Ar(b—K?) =ay, Bi(b—k*) = by (2.15)

Vienadojumi (2.15) ir atrisinami divos gadijumos:

1. jab # k2, tad katram k

27
1 1
A = e b_kZ-n/f(x)coskxdx,
0

27

11 '

Bk_b—kz —b_kz-n/f(x)smkxdx, k=1,2,...
0

un diferencialvienadojumam (2.8) eksisté partikularais periodisks atrisinajums, kuru

nosaka formula (2.10);

2. ja daziem ko izpildas b = k3 un

27 21
1 1
A, = n/f(x)coskox dx =0 un by, = n/f(x) sinkgx dx =0,
0 0

tad vienadojumus (2.15) var parrakstit veida
AkO-OZO un BkO'OZO,
no kurienes izriet, ka Ay, un By, ir patvaligas konstantes.

Parejos koeficientus Ay, By, ja k # ko, var noteikt péc formulam (2.15). Vienadojumam

(2.8) eksite partikularais periodisks atrisinajums.

Jatoméra = Qun b = k%, bet vismaz viens no koeficientiem a;,, by, nav vienads ar
nulli, tad vienadojumam (2.8) periodisks atrisinajums neeksisté. Tiesam, $aja gadijuma

ieglistam vienadojumu
y" + K3y = ay, coskox + by, sinkox,
kura visparigaja atrisinajuma ieklaujas neperiodiska funkcija

x(Ag, cos kox + By, sinkox).

Apskatisim dazus piemerus.
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2.32. piemérs. Atrast vienadojuma

y// + zy _ Z SIN KX
k=1

periodisko atrisingjumu.

Atrisinajums. Meklésim atrisinajumu Furje rindas veida (2.10).

Divreiz atvasinot S0 rindu un ievietojot atvasinajumus dotaja vienadojuma, iegisim

v Ay & © ink
ZkZ(_Akcoskx — Bysinkx) +2 (20 + ) Ay coskx + By sinkx) = SlI]'(14 x
k=1 = P>

Izrakstot koeficientus pie cos kx un sinkx visiem k = 1,2, .. ., iegtisim sistemu

AU = O/
sin x —By +2B; =1,
cos x —A1+2A, =0,
: 1
sin2x _2232 1+ 2B, = T
Cos 2x —22A, +2A, =0, (2.16)
. , 1
sin kx —k“By + 2By = @
cos kx —k*Ax +2A, =0,

No $&is sistémas atradisim koeficientus

p

AO - OI

By =1,

Al = 0/
1

B

Ay =0, (2.17)
1

B

T2 -k)
A =0,

Tapec iegtisim, ka dota diferencialvienadojuma periodisks atrisinajums ir $ads

* sinkx
x) = _ .
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2.1. piezime. Atseviskos gadijumos otras kartas parasta nehomogéna lineara diferencialvie-
nadojuma visparigais atrisinajums (ne tikai kads partikularais) ari ir periodiska funkcija.
Ka zinams no diferencialvienadojumu teorijas, tada diferencialvienadojuma visparigo

atrisinajumu var pierakstit veida

y(x) = yo(x) +7(x), (2.18)

kur yo(x) ir atbilstosa homogeéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums, bet

7(x) ir nehomogena diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums.

Ja atbilstosa homogéna diferencialvienadojuma raksturvienadojumam ir kompleksas sak-
T

nes « £ Bi, tad yo(x) ir periodiska funkcija ar periodu Ty = —-. Tapéc visparigais

atrisinajums (2.18) var bt periodiska funkcija, ja funkciju yo un 7 periodi ir sameérojami,

t.i., ja So periodu dalijjums ir racionals skaitlis.
Apskatama 2.32. piemeéra visparigo atrisinajumu var pierakstit veida

sin kx

y(x) = Clcosfx—i—Czsm\[x—i—Zk‘LZ )

Saja gadfjuma Ty, = V2 un Tj = 271. Redzam, ka $ie periodi nav samérojami, tatad
tikai partikularais 2.32. piemeéra apskatama diferencialvienadojuma atrisinajums bs pe-

riodisks.

2.33. piemérs. Atrast vienadojuma

2 sinkx

y' +dy = Z K2
k=4

periodisko atrisinajumu.

Atrisinajums. Meklésim atrisinajumu Furje rindas veida (2.10).

Divreiz atvasinot So rindu un ievietojot atvasinajumus dotaja vienadojuma, iegtisim

3 A & © ik
ZkZ(_Akcoskx — By sinkx) +4 (20 + Z Ay coskx + By sinkx) — Z Slr}:2 x‘
B k=1 k=4
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Izrakstot koeficientus pie cos kx un sin kx visiem k = 4,5, .. ., iegisim sistemu

Ag=0,

i 1
sin4x _42B, + 4B, — 7
cos4x — 424, +4A4 =0,

; 1
sin 5x —52Bs + 4Bs = o
cos 5x —52As5 +4A5 =0, (2.19)

2 1
sin kx —k°Bi + 4B, = 5,

2 _
cos kx —k"Ax +4A, =0,

No §is sistemas atradisim koeficientus

AO = 0/
1
B = 42(4 — 42y
A4 = 01
1
B
> 52(4—52)’
As =0, (2.20)
1
B J—
T RE kY
Ak - 0/

Tatad iegiistam, ka dota nehomogéna diferencialvienadojuma partikularais periodisks at-
risinajums ir 8ads
=2, sinkx
J(x) =) ma oy
Ig k2(4 — k?)
2.2. piezime. Apskatama 2.33. piemeéra atbilstosa homogéna diferencialvienadojuma vispari-
gais atrisinajums ir
Yo(x) = Cy cos2x + Cy sin 2x.
Nehomogena diferencialvienadojuma iegitais partikularais atrisinajums ir
= sinkx
Jx) =) =gy
Ig k2(4 —k?)
Redzam, ka $aja gadfjuma T,, = 7, T; = 271. Sie periodi ir samérojami, tatad dota

nehomogeéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums

. = sinkx
y(x) = Cy cos2x 4+ Cpsin2x + Ig Ra-10)
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ari ir periodiska funkcija patvaligam C; un C, konstantem.

2.34. piemérs. Atrast vienadojuma
Y’ +4y = cos® x

periodisko atrisinajumu.
Atrisinajums. Parrakstisim doto vienadojumu forma

1+1 2x
> 2cos .

y// + 4]/ —
Meklésim atrisinajumu Furjé rindas veida (2.10).
Divreiz atvasinot 8o rindu un ievietojot atvasinajumus dotaja vienadojuma, iegisim

1 1
— + — cos2x.

[ee] A [ee]
2 . 0 .
— —B k 4 — A k B k =
k:21k( Ay coskx — By sinkx) + <2 + ) Agcoskx + Bisin x> 5+3

k=1

Izrakstot koeficientus pie cos kx un sinkx visiem k = 1,2, .. ., iegtisim sistemu

( 1
ZAO - E,
sinx —B1+4B; =0,
COS X —A1+4A, =0,
sin 2x —22B, +4B, =0,
1
Ccos 2x —2%Ay +4A, = 5 (2.21)
sin kx —szk + 4B, =0,
cos kx —K2 A +4A, =0,
No §is sistemas atradisim koeficientus
Ag =13,
B1 =0,
Al — 0/
BZ — O/
1
0+# =, (2.22)
2
By =0,
Ak - 0/

Redzam, ka sistéma ir nesaderiga, tapéc dotajam vienadojumam nav periodiska atrisinajuma.
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2.3. piezime. Secinajumu par to, ka dotajam diferencialvienadojumam nav periodiska atrisi-
najuma var izdarft ari pétot atbilstosa homogéna vienadojuma un Furjeé rindas koeficien-

tus.
Takiaa=0,b=k}=2>unay = a # 0, tad apskatamajam diferencialvienadojumam

neeksisté periodisks atrisinajums.

2.35. piemérs. Atrast vienadojuma
y" —y =|sinx|
periodisko atrisingjumu.

Atrisinajums. Izvirzisim funkciju f(x) = |sinx| Furjé trigonometriskaja rinda intervala

[—7; t]. Taka f(x) ir para funkcija, tad b, = 0. Atradisim Furjé rindas koeficientus

T T
1 2 2 T2 4
= /|sinx|dx: /sinxdx: ——cosx| =——(-1-1)=—.
T T T 0 T
—7T 0
1 r 2 r 1 r
:n/sinxcosnxdx:n/sinxcosnxdx:7_[/(sin(l—n)x+sin(1+n)x)dx:
0 0
1 1 1 T
= <—1_ncos(1—n)x— 1+ncos(1+n)x> T
1 2 2 4
— =2k ——, n =2k,
_ n(1—2k+1+2k)’ D =) E
0 n=2k-1, 0, n=2k—1.

Tapec funkcijai f(x) = | sin x| atbilstosa Furjé trigonometriska rinda ir
2 4 & cos2kx
L k; 1— 4k

Rinda konverge uz funkciju f(x) = | sinx| visiem x € [—7; 7r]. Tadejadi

2 cos 2kx
|sinx| = pu 21—4k2'

Tatad atradisim vienadojuma
2 4 & cos2kx
1 _ = - e —_
o A D
periodiskos atrisinajumus. Meklésim atrisinajumu Furjé rindas veida

A [e0]
y(x) = 20 + 2 Apy cos 2kx + By sin 2kx.

k=1
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Atvasinot $o rindu, iegtisim

y = E 2k (— Agy sin 2kx + By cos 2kx)
k=1

un, otrreiz atvasinot, iegisim

i

M8

(2k)?(— Apy cos 2kx — By sin 2kx).
k

1

Ievietojot atvasinajumus dotaja vienadojuma, iegisim

e

A [ee]
(2k)?(— Agy cos 2kx — By sin 2kx) — ( 0 4 Z Apy cos 2kx + By sin 2kx> =

k=1 2 k=1

2 é i cos 2kx
1 —4k%°

Izrakstot koeficientus pie cos kx un sinkx visiem k = 1,2, .. ., iegtisim sistemu

Ao _ 2
2 1
sin 2x —(2-1)?B, — B, =0,
4
—(2-1)2%A), — Ay = —
cos 2x (2-1)°A2 — Az 2@ 12=1)
sin4x —(2-2)?By — By =0,
4
2 _
cos 4x —-(2-2) A4_A4__7'c(4-22—1)’ (2.23)
sin 2kx —(Zk)ZBZk — By =0,
4
C(2k)2Ay — A= -
cos 2kx (2k)° Ao — Ak @K —1)
[
No §is sistémas atradisim koeficientus
AO = _él
T
BZ — 0/
4
Ar =
2T i1y
By =0,
4
Ay = ) 2.24
1)) (2.24)
BZk - 0/
4
A
* 7 16kt — 1)




Tatad iegtistam, ka dota diferencialvienadojuma periodisks atrisinajums ir $ads

2 2. 4cos2kx
)y

Y ==t L e 1)

2.2.1. Uzdevumi patstavigai risinasanai

. . 1 . coskx . . I
2.36. piemérs. Atrast diferencialvienadojuma y” +y = Z R periodisko atrisinajumu.
k=1

Atbilde. Dotam diferencialvienadojumam nav periodiska atrisingjuma.
2.37. piemérs. Atrast diferencialvienadojuma y” 4+ y = cos x - cos 2x periodisko atrisingjumu.

Atbilde. Dotam diferencialvienadojumam nav periodiska atrisinajuma.

> k ink
2.38. piemérs. Atrast diferencialvienadojuma y” +3y = 1+ w periodisku
k=1 k

atrisinajumu.

1 i cos kx + sinkx

Atbilde. y(x) = 3 B —3)

k=1

inkx
2.39. piemérs. y'+y =) % periodisko atrisinajumu.
k=1

cos kx + ksin kx . ~
Atbilde. y(x) = C — Z B+ 1) , kur C ir patvaliga konstante.
2.40. piemers. y" +4y = Z perlodlsko atrisinajumu.

Atbilde. y(x) = Ajcos2x + By sin2x + Z kZCZSk]JiZ)'
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3. Diferencialvienadojumu risinasana ar matematisko

datorprogrammu Mathematica

Tagad apliikosim, ka var izmantot datorprogrammu Mathematica risinot diferencialviena-

dojumus ar pakapju rindu palidzibu.

3.1. Atrisinajumi parastaja punkta

Apskatisim diferencialvienadojumu
y'+y=0.

Ka jau ieprieks bija apskatits, atrisinajumu meklesim pakapju rindas veida

o0
y=)_ anx".
n=0
Atvasinot y, iegiisim
o0
y' =Y nax"!
n=1

un

y' =Y n(n-—1ax"2
n=2

Atvasinajumus ievietojot diferencialvienadojuma, iegtisim
yV'+y=Y nn—Dax" >+ Y ax" =Y [(n+2)(n+1)an2+ay]x" = 0.
n=0 n=0 n=0

Pielidzinot koeficientus pie vienadam x pakapem nullei, iegtisim
(n+2)(n+1)apio+a, =0

jeb
[ )

Tad datorprogramma Mathematica ierakstam nosacfjumus:

an_]:=an] = —aln—-2]/(n—1)n;
a[0] = a0;
a[l] = al;
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Tad tabulveida izvadam pirmos 11 rindas loceklus ar komandu:

TableForm|[Table[n, a[n], n,0, 11]]

120
a0

K
30

N (o)} a1 H~ €8] N = O
|

Qo

4032
0210

O

36288
a

3628800

Un visparigo rindas izvirzijumu iegtisim ar komandu

10 ,
yapproxd = Z a[i]x’,
1=0

a a a a a a a0 al
ag + a1x — P R + 2044 0 o v 40320x8 + 362880x9

' _ 7
2 6 24% T 120 720 " 50a0° T

ap un a; var pieskirt patvaligas veértibas. Pieméram, ja datorprogramma Mathematica apzime-

sim

a0 =1, al =0;,
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tad ar komandu TableForm iegfisim izvirzijumu tabulas veida

TableForm|[Table[n, a[n],n,0,11]]

O 0 NN O O bk~ W NN~ O
(@)

362880’

Bet ar komandu

10

yapproxd = Za[i]xi,
i=0

x2 xr x® X X
1- T+ -+ - :
2 24 720 40320 3628800

8 10

Redzam, ka tas ir kosinusa izvirzijums.

Ja datorprogramma pienem

[a0=0; a1 = 1;

tad ar noteiktajam komandam, analogi ka ieprieks, iegiist izvirzijumu

x> ad x7 x?

6 T 120 5040 T 362880°

Redzam, ka tas ir sinusa izvirzijums.

Nav griiti ievérot, ka saskaitot kosinusa un sinusa izvirzijumus, iegtistam diferencialviena-

dojuma
o
y=y +vy
vispariga atrisindjuma izvirzijumu, lidz ar to varam spriest, ka

y = Cycosx + Cysinx.
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Par to var parliecinaties, arT atrisinot o vienadojumu datorprogramma Mathematica ar citu

panémienu, ar komandu DSolve:

DSolve[y”[x] +y[x] == 0, y[x], x]
y[x] = C[1]Cos[x] + C[2]Sin][x]

Ar komandu DSolve ne vienmér var dabiit tik vienkarsu atbildi, biezi vien péc iegtitas

atbildes nevar spriest par atrisinajuma rindas izvirzijumu.

3.2. Atrisinajumi regulara singularaja punkta
Apskatisim diferencialvienadojumu
4xy" 42y +y =0

punkta x = 0.

Parveidosim doto diferencialvienadojumu forma
1 x
/! /
— —y =0.
VoY Ty

No 1.19. piemeéra ir zinams, ka x = 0 ir dota diferencialvienadojuma regulars singularais

punkts, tapéc var meklét atrisindjumu visparinatas pakapju rindas veida

y(x) = T anx™, (ag £ 0).
n=0

Divreiz atvasinot $o rindu un ievietojot ¥’ un y” dotaja vienadojuma, iegisim

[k(k -1+ ;k] apx* 2 4 i { [(n+k—1)(n+k)+ %(n +k)]a, + ianl} k=2 _ o
n=1

Izrakstisim koeficientus pie x*~2, iegisim
1
aoF(k) =4y [k(k - 1) + 2k:| .
Aprékinasim kvadratvienadojuma

k(k—1)+%k:0

saknes ar datorprogrammas Mathematica palidzibu

Solve[k(k — 1) + %k == 0]

(=0}, {k— 7))
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Izrakstot koeficientus pie citam x pakapém veidojas rekurenta attieciba

[(n—i—k—l)(n—kk)—i—;(n—l—k)] ap = —ian,l, n=12,...,

1
Pienemot, ka k = k1 = X ieglisim

n—i—1 1 n—i—1 +1 n—}—1 —|—1a =0
2 2) 72 2 )| T gt =0
Izteiksim a,,

Solve[((n + % - 1) (n + ;) + % (n + ;)) a[n] + Alia[n — 1] == 0,a[n]]

{{a[n] T (_3 ;_nlt?)j[z_nl) : n] }}

Tabulveida izvadisim pirmos izvirzijuma loceklus

aln_]:=aln] = _(=3 ;_nég)i[%l)—i_n];

a[0] = a0;
TableForm|[Table[n, a[n],n,0, 5]]

0 a0
a0

—_

6
a0
120

a0

5040
a0

362880
a0

O = W N

39916800

Tapéc viens partikularais atrisinajums ir

NI

y1(x) = apx

1
(1 T 6" T 120" T 5040 T 362880" 39916800

Pienemot, ka k = kp = 0, iegisim

1 1
[(n —1n+ 2”} an + 101 = 0.

Izteksim a,

1 1 1

Solve[((n —Dn+ ;n> aln] + Zlia[n —1] == 0,an]]

({aln] = ~ 50 1)
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Tabulveida izvadisim pirmos izvirzijuma loceklus

i bl=14n]
b[Tl_] = b[n] = m/
b[0] = bO;

TableForm|[Table[n, b[n],n,0, 5]]
0 b0
, 10

24b0
> 77
4 b0

40322
5 - W

3628800

Tapéc otrais partikulars atrisinajums ir

1 1 1 1 1
b 1= Zxa+ —x2_ _— 43 4 S+,
y2(x) 0( 2¥ T 24 T 720" T 20320° ~ 3628800"
Visparigo dota diferencialvienadojuma atrisinajumu var pierakstit veida

y(x) = Ciya(x) + Coya(x),

kur C; un C; ir patvaligas konstantes, bet atrisinajumi y; (x) un y2(x) ir lineari neatkarigi.
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