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1. Stabilitates teorijas pamatjedzieni un definicijas

Apskatisim parastu diferencialvienadojumu normalu sistemu

dy; .
d—i:q)i(t,yl,yg,...,yn), i=1,2,....n, (1.1)
kurt € I C R, ; € C(I x R"). Pienemsim, ka
p(t) = (p1(t), p2(t), ..., pn(t)) (1.2)

ir sistemas (1.1) partikularais atrisinajums, kurs atbilst fiksetiem sakuma
nosacijumiem:

vilto) =y, i=1,2,..,n, (1.3)
bet

y(t) = (1), %1(t), -, ya(t)) (1.4)

ir kads cits sistemas (1.1) atrisinajums.

1.1. definicija. Diferencialvienadojumu sistemas (1.1) atrisinajumu ()
sauc par stabilu jeb stabilu Lapunova nozime, ja katram pec patikas
mazam £ > 0 var atrast tadu d6(¢) > 0, ka katram sistemas (1.1))
atrisinajumam y(¢), kur§ sakuma vertibas punkta t = t; apmierina
nevienadibu

lyi(to) — wilto)|| < o(e), i=1,2,....n,
visiem t > t; ir speka nevienadiba
i) —@i(®)[| <e, i=1,2,...,n, (1.5)

t.i., atrisinajumi, kas ir tuvi pec sakuma vertibam, paliek tuvi art
katram t > t.

1.2. definicija. Ja péc patikas mazam 6 > 0 kaut vienam no atrisinajumiem
y(t) neizpildas nevienadiba (1.5), tad atrisinajumu ¢(t) sauc par
nestabilu.

1.3. definicija. Ja atrisinajums ¢(t) ir ne tikai stabils, bet art apmierina
nosacijumu

ltlim yi(t) — pi(D)]| =0, i=1,2, ..., n,

tad atrisinajumu ¢(t) sauc par asimptotiski stabilu.



1.1. piemers. Izpetit uz stabilitati Kosit problemas atrisinajumu:

dy

2y 0) = 3.
= Y, y(0)

» Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

y(t) = Ce ™™, C eR,
bet partikularais atrisinajums, kas apmierina doto sakumnosacijumu ir

o(t) = 3e .
Pieradisim, ka atrisinajums ¢(¢) ir stabils.
[y(t) — p(t)] = [Ce™™ = 37| = e7¥|C — 3]

Apskatisim atrisinajumu y(t), kurs sakumpunkta t = 0 apmierina nevienadibu

4(0) = (0)] = |C' = 3] <.

Ja par 0 nemsim
d=c¢ Ve > 0,
tad 5
— —dts
y(t) =) = e77|C =3[ <70 = =,

visiem t > 0e* > 1 un tatad visiem t > 0

Tadejadi saskana ar [1.1.] definiciju atrisinajums () ir stabils.
(skat. 1.1. zim.) -



1.1. zim. Stabils atrisinajums. Sarkans grafiks: ¢ = 3e~#, zils grafiks:
y =3.3e 4.



1.2. piemers. Izpetit uz stabilitati Kosit problemas atrisinajumu:

dy _
dt

2t(1 —y), y(0) = 2.
» Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
yit)=14+Ce ™, CEeR,
bet partikularais atrisinajums, kas apmierina sakumnosacijumu ir
o(t) =1+e .

Pieradisim, ka atrisinajums ¢(¢) ir stabils.

[y =) = |1+ Ce™) = (1 +e )=~ 1. (16)
Apskatisim atrisinajumu y(t), kurs sakumpunkta t = 0 apmierina nevienadibu

9(0) = p(0) = [1+C =2 = |0~ 1] <& (17)

Katram ¢ > 0
e’ > el e < 1. (1.8)

Ja pienemt § = ¢, tad no (1.6) — (1.8)) izriet ka
y(t) () =e "0 -1 <|C -1 <5 ==

Tatad saskana ar [1.1.] definiciju atrisinajums ¢(¢) ir stabils. Atrisinajums
ir arT asimptotiski stabils, jo

lim |y(t) — ()] < lim de " =0

t——+4o00 t——4o00



(skat. 1.2 zTm. ) -«

1.2. zim. Asimptotiski stabils atrisinajums. Sarkans grafiks:
=1+ e, zils grafiks: y =1+ 1.3¢7 %



1.3. piemers. Izpetit uz stabilitati Kosit problemas atrisinajumu:

dy

i a’y, a#0, y(to) = yo.

» Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y(t) =Ce™,  CEeR,

bet partikularais atrisinajums, kas apmierina sakumnosacijumu ir

CLQ (t—t(])

p(t) = yoe :

Pieradisim, ka atrisinajums ¢(¢) ir nestabils. Apskatisim visus atrisinajumus
y(t), kas apmierina nevienadibu

ly(to) — (to)] = |C’e“2tO — o] < 0.
Visiem t > g
y(t) — (t)] = |Ce™t — yoe® 70| = 70| O™t — |,
bet

. 2(4— 2
tllj_nooea (t to)lcea lo _ yO‘ = 400.

Tatad atrisinajums ¢(t) ir nestabils.
(skat. 1.3./ zTm. ) <



1.3. zim. Nestabils atrisinajums. Sarkans grafiks: ¢ = 3e*, zils grafiks:
y = 3.4e'.

1.1. piezime. Jautajumu par sistemas (1.1) kada atrisinajuma y = ()
stabilitati var parveidot par triviala atrisinajuma x(¢) = 0 stabilitates
petisanu citai diferencialvienadojumu sistémai, kuru var iegtt no (1.1)
ar mainigo aizvietoSanu y =
= z + ¢(t). Tapec ir tik svarigi prast petit uz stabilitati sistémas
trivialo atrisinajumu.



1.4. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemas
=y
’ 1.9
S (19)
trivialo atrisinajumu r = 0,y = 0.
» Sistémas visparigais atrisinajums ir

{ x = C}cost+ (Cysint,

R.
y=—CYsint + Cycost, CL (s €

Apskatisim sistemas atrisinajumu (z(t), y(¢)) laika momenta ¢ = 0, kurs
maz atskiras no triviala atrisinajuma, piemeram, ja C; = 0.1,C5 = 0.1 un
apskatisim triviala atrisinajuma apkartni ar radiusu € = 6 = 0.2.

T2 —

1.4. zim. Stabils atrisinajums. Zila Iikne ir (1.9) sistemas atrisinajuma,
kas sakas punkta zy = 0.1,y = 0.1, fazes portrets, sarkans punkts ir
trivialais atrisinajums.

Redzam, ka atrisinajuma (z(t), y(t)) fazes portrets neiziet arpus apkartnes
ar radiusu d = . Tatad saskana ar [1.1. definiciju sistemas (1.9) trivialais

atrisinajums ir stabils. <
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1.5. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemas

¥ =—x
’ 1.10
{22. (1.10)
trivialo atrisinajumu x = 0,y = 0.

» Sistémas visparigais atrisinajums ir

x = Cle?

" (1,0 e R
{ Yy = CQeta b2 <

Apskatisim sistemas atrisinajumu (z(t), y(¢)) laika momenta ¢ = 0, kurs

maz atskiras no triviala atrisinajuma, piemeram, ja C7; = 0.03,Cy = 0.03

un apskatisim apkartnes ar radiusiem ¢ = 0.1, § = 0.05.

1.5. zim. Nestabils atrisinajums. Zila likne ir (1.10) sistemas
atrisinajuma, kas sakas punkta xy = 0.03, yo = 0.03, fazes portrets,
sarkans punkts ir trivialais atrisinajums.

Ir redzams, ka atrisinajuma (z(t), y(t)) fazes portrets iziet arpus apkartnes
ar radiusu € un lai kadu mazu 0 nenemt, vienalga atrisinajums izies no
apkartnes ar radiusu . Tatad saskana ar [1.2) definiciju sistemas (1.10)
trivialais atrisinajums ir nestabils. <

11



1.6. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemas

2 = —x,
{ v o (1.11)

trivialo atrisinajumu x = 0,y = 0.
» Sistémas visparigais atrisinajums ir

x = Chet

. (1,05 € R.
{ Y= 026_2t7 A

Apskatisim sistemas atrisinajumu (z(t), y(¢)) laika momenta ¢ = 0, kurs

maz atskiras no triviala atrisinajuma, piemeram, ja C; = 0.1,C5 = 0.1 un

apskatisim triviala atrisinajuma apkartni ar radiusu € = 6 = 0.2.
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1.6. zim. Asimptotiski stabils atrisinajums. Zila likne ir (1.11) sistemas
atrisinajuma, kas sakas punkta xo = 0.1, y9 = 0.1, fazes portrets, sarkans
punkts ir trivialais atrisinajums.

Atrisinajuma (z(t),y(t)) fazes portrets neiziet arpus apkartnes ar radiusu
e = 0, pie tam tas tiecas pie triviala atrisinajuma fazes portreta. Tatad
saskana ar [1.3./ definiciju sistémas (1.11)) trivialais atrisinajums ir asimpto-

tiski stabils. «

12



2. Linearas diferencialvienadojumu sistemas

2.1. Linearu diferencialvienadojumu sistemu triviala atrisinajuma
stabilitate

2.1. piemers. Izpetit uz stabilitati Kosi problemas atrisinajumu:
dy
dt

» Atdalot mainigos dotaja diferencialvienadojuma, integrésim abas puses
/ dy = / tdt,
2

t
y:§+0, C €R,

un saskana ar sakumnosacijumu

ta y(tO) = Yo-

tad

s
90:§+C,
t2
C:y()—EO

Tatad dotas Kost problemas atrisinajums ir
Tt N
Yy = 9 9 Yo,
kas ir stabils, bet nav ierobezots. <
Bet, ja apskatit diferencialvienadojumu sistemu
dx; i ,
t@ = ay(t)z; (i=1,2,...n), (2.1)
j=1

d

tad Sis sistemas atrisinajumu stabilitate un ierobezotiba ir tiesi saistitas un
ir speka sada teorema,
2.1. teorema. [1] Linearas diferencialvienadojumu sistemas (2.1) visi
atrisinajumi ir stabili tad un tikai tad, kad tie ir ierobezoti.

Ja izpetit uz stabilitati linearu autonomu diferencialvienadojumu sistemu

dSUZ' - .
pr Zaijxj (t=1,2,..,n),a;; € R, (2.2)
j=1

tad var secinat, ka triviala atrisinajuma z = 0 stabilitate ir atkariga no
atbilstosa raksturvienadojuma saknem.
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2.2. teorema. [1] Ja linearas diferencialvienadojumu sistemas atbilstosa
raksturvienadojuma visu saknu realas dalas ir negativas, tad §is sistémas
trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils.

2.3. teorema. [1] Ja linearas diferencialvienadojumu sistemas atbilstosa
raksturvienadojuma vairakkartigo saknu realas dalas ir negativas, un
vienkarso saknu realas dalas ir nepozitivas, tad Sis sistemas trivialais
atrisinajums ir stabils.

2.4. teorema. [1] Ja linearas diferencialvienadojumu sistemas atbilstosa
raksturvienadojuma kaut vienas saknes reala dala ir pozitiva, tad Sis
sistemas trivialais atrisinajums ir nestabils.

Ja lineara diferencialvienadojumu sistema (2.2) ir otras kartas sistema
ar raksturvienadojumu vaida r? 4+ pr + ¢ = 0, tad ir speka 2.5. teoréma.

2.5. teorema. [1] Ja linearas diferencialvienadojumu sistemas (2.2) rak-
sturvienadojuma r? 4 pr + ¢ = 0 saknes ir A; un Ay, tad atrisinajuma
traektorija, kas ir tuvs trivialajam atrisinajumam, ir Sada tipa:

e stabils mezgls, ja A\; un \s ir realas, dazadas un negativas;
e nestabils mezgls, ja A; un Ay ir realas, dazadas un pozitivas;
e sedla punkts, ja A\; un As ir realas un ar dazadam zimem;

e stabils degenerets mezgls, ja Ay un Ao ir realas, vienadas un
negativas;

e nestabils degenerets mezgls, ja Ay un Ay ir realas, vienadas un
pozitivas;

e centrs, ja A\; un Ay ir tiri imaginari skaitli;

e stabils fokuss, ja A\; un A, ir kompleksi saistitie skaitli ar negativam
realam dalam;

e nestabils fokuss, ja A\; un Ay ir kompleksi saistitie skaitli ar pozitivam

realam dalam.

Varam attelot punktu klasifikaciju uz plaknes Opgq, kur p* — 4q ir ap-
skatamas sistemas raksturvienadojuma diskriminants.

14



qA

Asimptotiski stabils fokuss

2
o’@; Stabils centrs
%,
e
%
2y
Q';A
.
Z,
z5.
2
%
Asimptotiski <, A=p*—4¢<0
stabils mezgls %/
- ®

Nestabils fokuss

Nestabils
mezgls

Nestabils sedls

A=p?>—4g>0

2.1. zim. Linearas diferencialvienadojumu sistemas (2.2) stacionaru

punktu klasifikacija.
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2.2. Rausa-Gurvica kriterijs

Petot uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemu (2.1), var uzzinat
vai sistemas trivialais atrisinajums biis stabils vai ne, neizskaitlojot ta rak-
sturvienadojuma saknes.

2.6. teorema. Vienadojumam
N+ a NP+ 4a, N +a, =0

visu saknu realas dalas ir negativas tad un tikai tad, kad visi Gurvica

matricas
apa 1 0 0 O ... O
as a2 ap 1 0O ... 0
as a4 az as a; ... 0
0O 0 0 0 O an
galvenas diagonales minori ir pozitivi, t.i.,
ap 1 0
aq 1
A1:CL1>O, AQZ > 0, A3: as ay aq >O,...7
as a9
as a4 das

An = CLnAn_l > 0.

2.2. piemers. Ar kadam parametru a un b vertibam diferencialvienadojuma
v +ay" +2y +by =0 (2.3)
trivialais atrisinajums ir stabils.

» St diferencialvienadojuma raksturvienadojums ir

M a+22+0=0, (2.4)
un Gurvica matrica ir
a 10
b 2 a (2.5)
000
Tagad sastadisim galvenas diagonales minorus
Ar=a>0, Ay= Z ; |:2a—b>07 As=0b-Ay=b(2a—0b) >0,

16



no ta secinam, ja
a > 0,
b>0,
2a — b > 0,

tad saskana ar 2.6. teoremu raksturvienadojuma (2.4)) saknes realas dalas
bus negativas, tatad saskana ar 2.2. teoremu diferencialvienadojuma (2.3)
trivialais atrisinajums bus asimtotiski stabils.

(skat. 2.2 zim.) -«
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0.1 O\

1/ |

-0.1

2.2. zim. Diferencialvienadojuma (2.3) pie @ = b = 1 atrisinajuma, kurs
apmierina sakumnosacijumu y(0) = 3/(0) = y”(0) = 0.1, trajektorija (zila
likne). Sarkans punkts attelo diferencialvienadojuma (2.3) trivialo
atrisinajumu.

2.3. zim. Diferencialvienadojuma (2.3) pie a = b = 1 atrisinajuma, kurs
apmierina sakumnosacijumu y(0) = ¢'(0) = y”(0) = 0.1, trajektorijas
projekcijas.

18



3. Nelinearas diferencialvienadojumu sistemas

3.1. Stabilitate pirmaja tuvinajuma

da; |
dﬁ = Oyt 21, 39,y ) (1 = 1,2, .m), (3.1)

Pienemsim, ka diferencialvienadojumu sistemaj (3.1) ir stacionarais punkts
x; = 0. Petot to uz stabilitati biezi pielieto Sadu metodi: izmantojot fun-
kcijas @; diferencejamibu, atseviskos gadijumos sistemu (3.1) koordinatu
sakumpunkta apkartne var izteikt veida

1

dr; O :
da; - Zalj$,7 + hi(t,$1,$2, 7:En) (Z - 1727 ""n)’ (32)

J=1

kur funkcijam h; ir speka

hi(t, z1, o, ..., Tn :
(t, 21, Ty ooy T) —0(i=1,2,...n) (3.3)

lim > 5
X1,22yeeey Ty —0 \/xl + x5+ ...+ x%

un sistemas (3.2) vieta peta uz stabilitati linearu sistému ar konstantiem

koeficientiem
n
dl’i

= > ayr (i=1,2,...,n), (3.4)

j=1

kuru sauc par dotas sistemas (3.2) pirma tuvinajuma sistemau.

3.1.1. Pirmais panemiens

3.1. teorema. [4] Ja diferencialvienadojumu sistema (3.2) funkcijas h;
apmierina nosacjumu (3.3) un raksturvienadojuma

ailp — A ai12 Ce A1n
asq a99 — AL A92n, —0 (3 5)
1 A2 Apn, — A
IPar sistémas
dx;

L= (w1, may ) (= 1,2,.0m)

dt

stacionaru punktu sauc tadu punktu (z1,xo, ..., x,), kas apmierina vienadojumu sistemu

filzr, e, yxy) =0 (i =1,2,...,n).

19



visu saknu realas dalas ir negativas, tad sistemas (3.2), ka arT pirma
tuvinajuma sistemas (3.4) trivialie atrisinajumi ir asimptotiski sta-
bili, tapec Saja gadijuma ir iespejama péetiSana uz stabilitati pirmaja
tuvinajuma.

3.2. teorema. [4] Ja diferencialvienadojumu sistema (3.2) visas finkci-
jas h; apmierina 3.1. teoremas nosacijumus un vismaz vienas rak-
turvienadojuma (3.5) saknes reala dala ir pozitiva, tad sistemas (3.2),
ka art pirma tuvinajuma sistémas (3.4)) trivialie atrisinajumi ir nesta-
bili, tapec Saja gadijuma ir iespejama péetiSana uz stabilitati pirmaja
tuvinajuma.

Pastav sads §1 panemiena pielietojuma ierobezojums: ja raksturvienadojuma
visu saknu realas dalas ir nepozitivas, pie tam vismaz vienas saknes reala
dala vienada ar nulli, tad petisana uz sabilitati ar pirma tuvinajuma metodi
nav iespejama.

Gadijuma, ja sistema (3.2) ir otras kartas sistéma, tad stacionara punkta
stabilitati un tipu nosaka atbilstosas pirma tuvinajuma linearas sistemas
stacionara punkta raksturs.

3.3. teorema. [1] Pienemsim, ka pirma tuvinajuma sistémas (3.4) (ja
n = 2) raksturvienadojuma saknes ir A; un Aso.

e Nelinearas sistemas (3.2) (ja n = 2) stacionaram punktam ir tas
pats tips, kads ir linearai sistemai (3.4), ja
1. A1 # A9 un stacionars punkts ir mezgls;
2. stacionars punkts ir sedls;
3. A1 = Ay un stacionars punkts nav dikritisks mezgls;
4. stacionars punkts ir fokuss.
e Nelinearas sistemas (3.2) (ja n = 2) stacionaram punktam ne
obligati ir tas pats tips, kads ir linearai sistemai (3.4):

1. ja A\; = Ay un stacionars punkts ir linearas sistemas (3.4)) dikri-
tisks mezgls, tad nelinearai sistemai (3.2) stacionars punkts
biis mezgls vai fokuss.

2. ja stacionars punkts ir linearas sistemas (3.4) centrs, tad ne-
linearai sistemai (3.2) stacionars punkts bus centrs vai fokuss.

20



3.1. piemers. Izpetit uz stabilitati divu nelinearu diferencialvienadojumu

sistemu / )
=2y —x°,

(e (36
un ! 3
T = =2y —ax°,

S 37

stacionarus punktus.

» Abam sistemam eksisté vienigais stacionarais punkts xz = 0, y = 0.

So sistemu nelinearas dalas attiecigi ir hi(z,y) = —22, ho(2,y) = 0 un
hi(z,y) = —a°, hi(z,y) = 0. Ta ka
h 2
lim M: lim —x:()’
x,y—0 12 yQ z,y—0 /2 + y2

—X
zy—0 /a2 442 Ty—0 \/m o

tad abam sistemam atbilst viena un ta pati pirma tuvinajuma sistema

{o 2 (33)

ar sekojoso raksturvienadojumu

0,

|—)\ —2

)2 _
; _)\‘_)\ +4=0,

ta saknes A\j o = £2¢ ir tiri imaginaras, tad saskana ar 2.5./ teoremu pirma
tuvinajuma sistemas (3.8) stacionara punkta tips ir centrs.
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3.1. zim. Sistémas (3.8) atrisinajumu fazes portreti stacionara punkta
x =0, y =0 apkartne.

Bet saskana ar 3.3. teoremu sistemam (3.6) un (3.7) var but dazadi
stacionara punkta tipi.
y

/
4
/

/:/:/

/]
Iy

'/
7

V)Y
Yy
/ .

3.2. zim. Sistemas (3.6) fazes  3.3. zim. Sistemas (3.7) fazes

portreti. portreti.
3.2/ un [3.3./ zimejumi apliecina, ka sistemai (3.6) stacionara punkta tips

ir centrs, bet sistemai (3.7) stacionara punkta tips ir fokuss. <

3.2. piemers. Izpetit uz stabilitati nelinearas diferencialvienadojumu sistemas

¥ =x2y—x+5),
{ y' = 2%+ y? — 6z — Sy. (3.9)

22



stacionarus punktus.

» Sistemai
22+ y? — 62 — 8y =0
ir Cetri atrisinajumi, tatad sistemai (3.9) ir éetri stacionari punkti (0, 0), (0,8), (3, —1), (7,1
1) Pirmais stacionars punkts (0,0). Sistemu (3.9) parrakstam

{x(2y—x+5)20,

v’ = bx + 2xy — 2
y 1
A (3.10)
Nelinearas dalas ir hi(z,y) = 2vy — 2% un ho(z,y) = 2% + 32,

h 2xy — x°
i By o 2o
z,y—0 xQ yQ x,y—0 /I'Q + y2

ha(,y) Ty

lim ———=2 = lim ——— =
x,y—0 /x2_|_y2 z,y—0 /$2+y2

tad sistemu (3.10) var aizvietot ar atbilstoso pirma tuvinajuma sistemu

' = bz,
{ Y — 6oy, (3.11)

S1s sistemas raksturvienadojums ir

P [ m a0 o

ta saknes \;{ = 5 un \y = —8 ir realas ar dazadam zimem, kas nozime, ka

stacionara punkta tips ir sedls.
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3.4. zim. Sistemas (3.11) fazes 3.5. zim. Sistemas (3.9) fazes
portreti. portreti
punkta (0,0) apkartne.

3.1. piezime. Ja (Z,y) ir sistemas (3.9) stacionars punkts, tad izman-
tojot substituciju u = x — Z,v = y — g, var parveidot sistemu (3.9)
ekvivalenta sistéma ar vienigu stacionaro punktu (0,0), un tad petit
ieglito sistemu, pie tam stacionaru punktu tips abam sistemam bus
vienads.

2) Otrais stacionars punkts (0, 8). Izmantosim sadu substittciju v = x
un v =y — 8, tad y = v 4+ 8, dabtuisim

o = 21u + 2uv — u?,

v = 8 — 6u + u® + v>. (3.12)

Nelinearas dalas ir hy(u,v) = 2uv — u? un ho(u,v) = u® + v?, kas apmie-
rina nosacijumu (3.3), tatad aizvietojam sistemu (3.12) ar atbilstoso pirma
tuvinajuma sistemu

u = 21u,

v = —6u + Su. (3.13)

Sistemas (3.13) raksturvienadojums ir

21-X 0

=@ ne- =0

ta saknes Ay = 8 un A9 = 21 ir realas, dazadas un pozitivas, tas nozime, ka
stacionara punkta tips ir nestabils mezgls. Tatad sistemas (3.9) stacionars
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punkts (0, 8) ir nestabils.

3.6. zim. Sistemas (3.13) fazes 3.7. zim. Sistemas (3.9) fazes

portreti. portreti
punkta (0, 8) apkartne.

3) Tresais stacionars punkts (3, —1). Izmantosim sadu substittuciju u =
r—3unv=y+1l,tadr=u+3,y=v—1, dabtsim

v = 6v — 3u + 2uv — u?,

v = —10v + u? + V2. (3.14)

Nelinearas dalas ir hy(u,v) = 2uv — u® un he(u,v) = u? + v?, kas apmie-
rina nosactjumu (3.3), tatad aizvietojam sistemu (3.14)) ar atbilstoso pirma
tuvinajuma sistemu

u' = —3u + 6v,
v = —10v. (3.15)
Sistemas raksturvienadojums ir
—3—-A 6
0 10—\ =(A+3)(A+10)=0,
ta saknes Ay = —3 un Ay = —10 ir realas, dazadas un negativas, tas nozime,

ka stacionara punkta tips ir stabils mezgls. Tatad sistemas (3.9) stacionars
punkts (3, —1) ir stabils.
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3.8. zim. Sistemas (3.15) fazes 3.9. zim. Sistemas (3.9) fazes
portreti. portreti
punkta (3, —1) apkartne.

4) Ceturtais stacionars punkts (7,1). Izmantosim $adu substituciju v =
r—7Tunv=y—1,tadr=u+7, y=v+1, dabtsim

U = —Tu+ 14v + 2uv — u?,

v = 8u — 6v + u? + v2. (3.16)

Nelinearas dalas ar1 ir hy(u,v) = 2uv — u® un he(u,v) = u? + v?, kas
apmierina nosacijumu (3.3), tatad aizvietojam sistemu (3.16)) ar atbilstoso
pirma tuvinajuma sistemu

v = —Tu + 14w,

v = 8u — 6u. (3.17)

Sistemas raksturvienadojums ir

_78_A _61fA = A+7)A+6)—112=X>+13XA—T70 =0,
—1 V44 —13 — 44
ta saknes \; = S ) un Ay = s ) ir realas ar dazadam

2
zimeém, tas nozime, ka stacionara punkta tips ir sedls. Tatad sistemas (3.9)

stacionars punkts (7,1) ir nestabils.
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»
8.0

75

7.0

6.5

fazes

(3.9)

emas

Sist

Z11m.

3.11.

(3.17) fazes

emas

Tm. Sist

Z11m.

3.10.

portreti

portreti.

artne.

punkta (7,1) apk

Sistemas (3.9) atrisinajumu fazes portreti.

Z11m.

3.12.

emas

it diferencialvienadojumu sist

et

Izp

3.3. piemers.

(3.18)

9

2
Y

T+ay+y
br — 3y

/

7!
Y

trivialo atrisinajumu un noteikt, pie kuram a un b vertibam trivialais

atrisinajums bus asimptotiski stabils.
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» Sis sistemas nelinearas dalas ir hi(z,y) = 4> un hy(x,y) = —22,

. hl ('I? y) 2
lim ——— = lim ——— =0,
x,y—0 /$2 + yQ z,y—0 /.’,U2 + y
h2 (LU, y)

lim ——~=— = lim —— =0,
x,y—>0‘/x2_|_y .I‘y—>0‘/l-2_|_y

tad sistemu (3.18) var aizvietot ar atbilstoso pirma tuvinajuma sistému

v =+ ay,
{ y' = bx — 3y. (3.19)
Sistemas (3.19) raksturvienadojums ir
1—A a B o B
b g o | A=A —ab =+ 20 =3 —ab =0,
ta saknes

Ao = —1+ 4+ ab.
[espejami divi varianti: ja ab > —4, tad bus realas saknes; ja ab < —4, tad
bus kompleksas saknes. Apskatisim 1. variantu, kad ab > —4.

M o= —14+V4+ab,

Ao = —1—+/4+ab,

otra sakne vienmer biis negativa, bet, lai pirma sakne buitu negativa un
reala, ir jaizpildas Sadam nosacijumam:
V4 +ab< 1,
0<4+ab< 1,
—4 < ab < =3,
tatad sistemas (3.19) trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils, ja ab €
[—4;-3).
Apskatisim 2. variantu, kad ab < —4.
)\1 = —1 +i\/ —ab — 4,
A = —1—1ivV—ab—4,
realas dalas ir konstantas un negativas, tapec pie jebkuriem ab < —4
sistemas (3.19) trivialais atrisinajums bus asimptotiski stabils. Apkopojot
abu variantu rezultatus, dabujam, ka pirma tuvinajuma sistemas (3.19), ka
arl petamas sistemas (3.18)) trivialaie atrisinajumi ir asimptotiski stabili,
ja ab € [—o0; —3). «
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3.4. piemers. Izpetit diferencialvienadojumu sistémas

=y
’ 3.20

{y’:—bx—i—ay—yS ( )
trivialo atrisinajumu un noteikt, pie kuram a un b vertibam trivialais

atrisinajums bus stabils.

3

Y

» Sis sistemas nelinearas dalas ir hi(z,y) = 0 un he(x,y) = —y

lim Julzy) = lim ——y3 =
z,y—0 /x2_|_y2 x,y—0 /x2+y2

tad sistemu (3.20) var aizvietot ar atbilstoso pirma tuvinajuma sistéemu

{ T=Y (3.21)

0,

Yy = —bxr + ay.
Sistemas (3.21)) raksturvienadojums ir

‘—)\ 1

(o N2
) a—)\‘_ AMa—AN)+b=X —a\+D,

Apskatisim iespejamus variantus.
1. Jaa=0, b >0, tad saknes ir

A2 = +Vbi

un sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir stabils, bet ta tips ir centrs.
2. Jaa=0,b<0, tad saknes ir

Ao = Vb

Viena sakne ir pozitiva, tatad sistémas (3.21) trivialais atrisinajums ir
nestabils.
3. Jaa®? —4b >0, a < 0, tad ir divas realas saknes

N a-+ Va2 —4b

1 — 2 )

N — a— 612—4177
2

Ao vienmer bus negativa, bet, lai A\; butu negativa un reala, ir jaizpildas

sadam nosacijumam:
Va2 —4b < —a,
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2

jeb 0 < b < a—, tatad sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir asimptotiski
stabils un ta tips ir mezgls, pie tam, ja b = 0, tad Ay = 0, bet Ay < 0,
tapec sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir stabils, bet nav asimptotiski
stabils.

4. Ja a® —4b > 0, a > 0, tad ar1 ir divas realas saknes, pie tam abas ir
pozitivas, tatad sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir nestabils.

5. Ja a®> —4b = 0, a < 0, tad ir divas vienadas, realas un negativas

saknes
a

Al = 5
un sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils un ta tips
ir degenerets mezgls.
6. Jaa’>—4b =0, a > 0, tad ir divas vienadas, realas un pozitivas
saknes un sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir nestabils un ta tips ir
degenerets mezgls.

7. Jaa® —4b < 0, a < 0, tad saknes ir kompleksi saistitas

\ a4+ iv4b — a?
1,2 — )
' 2

realas dalas ir negativas, tapec sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir
asimptotiski stabils.

8. Jaa®>—4b < 0, a > 0, tad saknes ir kompleksi saistitas, bet ar
pozitivam realam dalam, tapeéc sistemas (3.21) trivialais atrisinajums ir
nestabils.

Apkopojot visu variantu rezultatus, dabtijam, ka pirma tuvinajuma
sistemas (3.21), ka arl petamas sistémas (3.20) trivialaie atrisinajumi ir
stabili, ja a < 0un b > 0.

(skat. 3.13. zim.) «
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a’>—4b <0

totiski stablis Nestabils

Stablis

o A )

Stablis

Qv

3.13. zim. Sistemas (3.20) triviala atrisinajuma stabilitate
atkariba no parametru a un b vertibam.
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3.1.2. Otrais panpémiens

Apskatisim autonomu diferencialvienadojumu sistemu

du; .

d‘i = Fi(21, 29,y w0) (i = 1,2, ...,n), (3.22)
kurai eksiste trivialais atrisinajums z; =0 (i = 1,2, ...,n). Tatad F;(0,0,...,0) =
0(i=

= 1,2,...,n) un katras funkcijas F; izvirzijums Maklorena rinda saksies no
n

lineara locekla ) gTF;(O, 0,...,0)xy, kurs ir F; pirmais tuvinajums. Tapec
ki

stablitates Tpaéﬂ)_u punkta x; = 0 nosaka matrica A ar elementiem a;. =

2511(0707 ,O) (Z, k = 1,27 777,)

3.4. teorema. Pienemsim, ka kada valeja lode €2 ar centru punkta z; = 0
funkcijas F; un to parcialie atvasinajumi pec x1, xo, ..., x, 11dz otrai
kartai ieskaitot ir nepartrauktas. Ja F;(0,0,...,0) = 0, bet rak-

sturvienadojuma
ay — A aig A1n
a1 a9y — A Aon
=0
an1 an2 Ann — )\

saknes \;, kur a;, = 8_k(0’07 ...,0), apmierina nosactjumu Re)\; < 0
visiem

i = 1,2,...,n, tad sistemas (3.22) trivialais atrisinajums ir stabils,
pie tam asimptotiski.

Ja kaut vienam i izpildas nevienadiba Re); > 0, tad sistemas (3.22)
trivialais atrisinajums ir nestabils.

Ja kaut vienas saknes \; reala dala vienada ar 0, tad petisana uz stabilitati
ar pirma tuvinajuma metodi nav iespéjama.

3.5. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemas

(3.23)

¥’ =2x+8In(l +y),
Yy =2—e¥ — 3y —cosy

trivialo atrisinajumu.
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> Fi(z,y) = 2z + 8In(1 + y) un Fy(z,y) = 2 — e* — 3y — cosy ir
diferencejamas funkcijas un F;(0,0) = 0 (¢ = 1,2), no ta seko, ka var pie-
lietot pirma tuvinajuma metodi. Atradisim F; un F5 atvasinajumus péec
katra mainiga, lai sastaditu matricu A:

OF 2
a = _—
11 ax Y
OF 8 g
a pr = =
12 ay 1+ y (0,0) )
aoy = OF _ —e”| =—1
2= 5o 0,00 = —1,
OF:
Upy = 8—; = =3 +sinylg = —3.
Tatad pirma tuvinajuma sistema ir
' = 2z + 8y,
y = —x — 3y.
Sastadam pirma tuvinajuma sistemas raksturvienadojumu
2-A 8 =—2-NB+N)+8=N+A+2=0,
-1 =3-=A
ta saknes
—144V7
Ao =—F——
2
un realas dalas )
Re)\LQ = —5.

Ta ka raksturvienadojuma saknu realas dalas ir negativas, tad sistemas
(3.23) trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils. «

3.6. piemers. Izpetit uz stabilitate diferencialvienadojumu sistémas

¥ =1tg(z —y) + 2z,
Yy =vV9+ 12z — 3e?, (3.24)
7= —

3y
trivialo atrisinajumu.
> Fi(z,y,2) = tg(z—y)+2z, Fy(z,y, 2) =9 + 120—-3eY un F5(z,y,2) =

—3y ir bezgaligi diferencejamas funkcijas un F;(0,0,0) =0 (i = 1,2, 3). Li-
etojam pirma tuvinajuma metodi. Atradisim Fj, F5 un Fj3 atvasinajumus
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péc katra mainiga un atradisim matricas A elementus:

oF;
p— — T 2
aii O ;
0F —1
— — — _1
a12 y COSQ(Z — y) \(070,0) )
oF; 1 | {
a = oy =
13 Jz  cos?(z —y) (0.0,0) ’
or, 12 ‘ 5
a = e = 2z,
21 0r  2/9+ 122 00
OF:
A2 = 8_3/2 = _36y|(0,0,0) = =3,
OF:
o = 5, =0
0F;
pr— —_— 0
0F3
ey _— = —3
aso 8y )
OF:
an = 5, =0

Tatad pirma tuvinajuma sistema ir

¥ =2x—y+z,
y' =2z — 3y,
Z = —=3y.

Sastadam pirma tuvinajuma sistémas raksturvienadojumu

2—-X -1 1

2 —=3-X 0 |=2=NB+M)A=6—22=-X—- +4\-6=0,

0 -3 =
jeb
A+3)(N*=2X+2) =0,
ta saknes
A = —3,

Aoz =1=x1,
un realas dalas

RG/\l = —3,



RG/\273 = 1.

Raksturvienadojuma komplekso saknu realas dalas ir pozitivas, tatad sistemas
(3.24)) trivialais atrisinajums ir nestabils. <
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3.2. Sistemas fazes portreta konstruesana ar Iimenliniju palidzibu

r = f(IU, y))
{ Y =g(v,y) (3.25)

trajektorijas dazreiz var atrast, risinot ar So sistemu saistito pirmas kartas
diferencialvienadojumu

Autonomas sistémas

dy dy/dt  g(z,y)
de — dz/dt — f(z,y) (3.26)

Atrisinot $o diferencialvienadojumu, iegusim funkciju H(z,y) = C un
pieskirot C' dazadas vertibas, var konstruet diferencialvienadojuma (3.26))
Iimenlinijas, un ar to palidzibu var noskaidrot diferencialvienadojumu sistémas
(3.25) stacionara atrisinajuma stabilitati.

3.7. piemers. Izpetit uz stabilitate diferencialvienadojumu sistémas

¥ =x—xy
’ 3.27

{ Y =y+2ry. (8:27)
stacionarus punktus un konstruet fazes portretu.

» Sakuma atradisim sistemas stacionarus punktus
x—xy =0,
y + 2zy = 0.

Atrisinot 8o sistému secinam, ka stacionari punkti ir (0,0) un (—0.5,1).
Tagad sastadisim atbilstoso diferencialvienadojumu

dy y+2xy
- =" 3.28
de x—xy ( )

un atrisinam to,
z(1 —y)dy = y(1 + 2x)dz,

/(l—y)dy :/(1+23:)dx.
Y T

Tatad diferencialvienadojuma (3.28)) visparigais integralis ir H(x,y) =
C, kur
H(z,y) =Inly| —y —Infz| - 2z

un C' ir patvaliga konstante.
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3.14. zim. H(zx,y) = C funkciju 3.15. zim. Sistemas (3.27) fazes
grafiki, ja C' = 1 (zila likne), portreti.

C' = In(2) (zala likne), C' = 0

(sarkana Itkne).

No 3.14. zimejuma secinam, ka stacionara punkta (—0.5,1) tips ir sedls,
kas ir nestabils, bet stacionara punkta (0,0) tips ir mezgls, pie tam art
nestabils, jo palielinoties laikam ¢ sistemas trajektorija attalinas no sta-
cionara punkta. <

3.8. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistemas

r_
e (3.29)

stacionarus punktus un konstruet fazes portétu.
» Sakuma atradisim sistemas stacionarus punktus
y=yv, ,
—x+ % =0.

Atrisinot $o sistému secinam, ka stacionari punkti ir (0,0), (—/6,0) un

(v6,0).

Tagad sastadisim atbilstoso diferencialvienadojumu

3
@_—x—i—%

=g (3.30)
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un atrisinam to,
23

ydy = (—x + )d,

/ydy—/ a:+ d

Tatad diferencialvienadojuma (3.30)) visparigais integralis ir H(x,y) =
C, kur
H(z,y) = y* + 2
un C' ir patvaliga konstante.

EN
4

S}
T

4L

3.16. ztim. H(x,y) = C funkciju 3.17. zim. Sistemas (3.29) fazes
grafiki, ja C' = 1 (sarkana likne), portreti.

C' = 3 (zala likne), C' = 6 (zila

Iikne).

No 3.16. ziméjuma secinam, ka stacionara punkta (0,0) tips ir centrs,
kas ir stabils, jo atrisinajumu trajektorijas rinko apkart §1 punkta, bet
stacionaru punktu (—+/6,0) un (v/6,0) tipi ir sedli, kas ir nestabili.«
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4. TLapunova metode (Lapunova funkcijas)

Slavenais krievu matematikis A.Lapunovs 19. gadsimta beigas izstradaja
visparigo stabilitates petisanas metodi diferencialvienadojumu sistemai

da; |
d”; = Dy(t, 21, 39,y ) (i = 1,2, 1), (4.1)

kuru sauc par Lapunova otro metodi.

4.1. teorema. (L,apunova teoréma par stabilitati) [4] Ja eksiste
nepartraukti diferencéjama funkcija V(x1, zs, ..., z,,) (to sauc par Lapunova
funkciju), kura koordinatu sakumpunkta apkartné apmierina $adus
nosacljumus:

1. V(xy, zay ..y xy) 2 0,
pie tam V = 0 tikai, ja x; =0 (i = 1,2, ...,n), t.i., funkcijai V ir
stingrais minimums koordinatu sakumpunkta;

2. funkcijas V atvasinajums saskana ar sistemu
AV =0V
— = —®,(t,x1, 29, ..., ) <O
dt Zzlaxz z( 1,42 n)

pie t = to,

tad sistemas (4.1) trivialais atrisinajums z; = 0 (i = 1,2,...,n) ir
stabils.

4.2. teorema. (Lapunova teoréma par asimptotisko stabilitati)[4]
Ja eksiste nepartraukti diferencejama Lapunova funkcija V' (z1, 2, ..., T,),
kura apmierina Sadus nosacijumus:

1. V(le,xg,...,xn) 2 O,
pie tam V = 0 tikai, ja z; =0 (i = 1,2,...,n), t.i., funkcijai V ir
stingrais minimums koordinatu sakumpunkta;

2. funkcijas V' atvasinajums saskana ar sistemu

AV =0V

— = —®,(t, 1,29, ...,7,) <0,
dt — 8:[:1 z( 1,42 n) X
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pie tam arpus pec patikas mazas koordinatu sakumpunkta apkartnes
atvasinajums

dV
_<_ ,
o 6 <0

tad diferencialvienadojumu sistemas (4.1) trivialais atrisinajums x; =
0
(1=1,2,...,n) ir asimptotiski stabils.

4.3. teorema. (Cetajeva teorema par nestabilitati)[4] Ja eksiste
nepartraukti diferencéjama funkcija V' (xy,zo, ..., 2,), kura slégta ko-
ordinatu sakumpunkta apkartné apmierina nosacijumus:

1. V($1,$2,...,$n) 2 O,

2. funkcijas V' atvasinajums saskana ar sistemu

dV <=9V
dt - Z_,‘I)i(t,l’hl'% oy ) 2 0,

pie tam apgabala, kur V(xy, z9, ..., z,) > 0, atvasinajums

av

- > 0,
=P

tad diferencialvienadojumu sistemas (4.1) trivialais atrisinajums x; =
0
(1=1,2,...,n) ir nestabils.

4.1. Linearas diferencialvienadojumu sistemas

Biezi vien Lapunova funkciju mekle kvadratiskas formas veida.

4.1. piemers. Izpetit uz stabilitati linearas diferencialvienadojumu sistémas

=z +y,
S (42

trivialo atrisinajumu.
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» Lapunova funkciju meklesim veida V(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, kur
a>0,b>0unc>0.

av
= 2ax(—x +y) + 2by(—x + y) + 2bx(—2y) + 2cy(—2y) =
= —2ax* — 2(3b — a)xy — 2(2c — b)y? =

3b—a

= -2 (ax2 + 2xy + (2¢ — b)y2) :

Jaa=2 b=1, c=1, tad Lapunova funkcija ir
V(z,y) = 20° + 20y + y* = 2* + (2 + y)* > 0,

pie tam V = 0 tikai , ja x = 0 un y = 0 un tas atvasinajums saskana ar

sistemu ir
dv
o —2(22* +ay +y*) = =32 —y* — (z +y)* <0.
Ta ka Lapunova funkcija V(z,y) > 0, bet tas atvasinajums saskana
d av
ar sistemu (4.2) pr < 0, pie tam V = 0 un o = 0 tikai, ja z = 0

un y = 0, tapéc saskana ar teoremas 4.2. nosactjumiem, sistémas (4.2)
trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils.
(skat. 4.1 zim.) <«

4.1. zim. Sistemas (4.2)) fazes portreti.
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4.2. Nelinearas diferencialvienadojumu sistemas

4.2. piemers. Izpétit uz stabilitat: diferencialvienadojumu sistémas

r =3y — 23,
S (43)

trivialo atrisinajumu.
» Lapunova funkciju meklesim veida V (z,y) = ax?®+by?, kur a > 0,0 >
0. Tad V(z,y) > 0, pie tam V =0 tikai , jax =0 un y = 0.

av
= 2ax(3y — 2°) + 2by(—4a — 3y°) = 22y(3a — 4b) — 2ax* — 6by°.

Noskaidrosim, kada gadijuma var izpildities nevienadiba, % < 0. Pienemsim,
ka
22y (3a — 4b) = 0,

t.i., 3a = 4b. Piemeram, a = 4,b = 3, tad

V(r,y) =42* +3y* >0

““ dv
Ta ka Lapunova funkcija V(z,y) > 0, bet tas atvasinajums saskana ar

%
sistemu (4.3) r < 0, pie tam V = 0 un Frle 0 tikai, ja x = 0, tad

sistemas (4.3) trivialais atrisinajums ir asimptotiski stabils.
(skat. 4.2 z1m.) <«
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4.2. 7zim. Sistemas (4.3) fazes portreti.

Ne vienmer var uz laimi pareizi izveleties Lapunova funkcijas veidu ta,
lai ar to palidzibu varetu izpetit sistemas atrisinajumu uz stabilitati, ka
arl neeksiste visparigas metodes Lapunova funkciju konstruesanai, tapec
apskatisim dazadus gadijumus konkretiem nelinearu sistemu veidiem.

4.2.1. Pirmais gadijums

Apskatisim diferencialvienadojumu sistemu

v' = f(x) + by,

{ y = cx + dy, (4-4)
kur f(z) kada nelineara funkcija, f(0) = 0. Sakuma izpetisim linearu
sistemu ,

x' = ax + by,
{ y = cx + dy, (45)

Ja ad — bc > 0, tad Lapunova funkciju var meklet veida
V = (dx — by)* + (ad — bc)x?.
Saja gadijuma
dav

ol (2(dz — by)d + 2z(ad — b)) (azx + by)+

+( = 2b(dz — by))(cx + dy) = 22*(ad — be)(d + a)
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av
Atkariha no a un d var noteikt — zimi. leverojam, ka V = (dx —

by)? —bex® +daz®. Tatad loceklim az no sistemas (4.5) Lapunova funkcijas

pieraksta atbilst az® = 2 / atdr. Nemot par pamatu Lapunova funkciju

0
linearai sistemai (4.5), analogi var konstruet Lapunova funkciju nelinearai
T

sistemai (4.4) aizvietojot ax ar f(x), az? ar 2 / f(r)dT un a ar /(@)
x
0

Dabtusim N

V = (dz — by)* — bex® + Qd/f(T)dT

0

un tas atvasinajums saskana ar sistemu ir

d

v — 21° (dM—bc> <d+M> :

dt x x
Taka V = (drv — by)* + 2/(df(7) — ber)dr, tad V > 0, ja

0
. S (@)
2 [ (df (1) — ber)dr) > 0, t.i., x(df () — bex) > 0 jeb d——= — bc > 0. Un,
x

0

f (=)

ja d + ——= < 0, tad sistemas (4.4) trivialais atrisinajums bus stabils.
T

4.3. piemers. Izpétit uz stabilitats diferencialvienadojumu sistémas

=2y,
S (46

trivialo atrisinajumu.
» Lapunova funkcija ir

V= (—2x—y)2+x2+4/73d7'= 2z +y) +ai+a* >0
0
un tas atvasinajums saskana ar sistemu
av
o= (422 +y) + 22 + 42%) (=2 + y) + 222 + y)(—2 — 2y) =
= —22%(1 +22%)(2 + 2%) < 0.
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av

Redzams, ka sistémas (4.6) trivialais atrisinajums ir stabils, jo V un —

ir funkcijas ar pretéjam zimem, pie tam asimptotiski stabils.
(skat. 4.3 zim.) <«

4.3. zim. Sistemas (4.0) fazes portreti.

4.2.2. Otrais gadijums

Apskatisism sistemu

z' =y,
{ Yy =—p(x)y— f(z),  f(0)=0. (4.7)

Lidz ar to apskatisim linearu sistemu

{ozv (13

Yy = —ax — by, a>0,b>0.

IQ

2
Lapunova funkciju sistémai (4.8) var meklet veida V' = ‘% + a > 0, tad

av

dt
= y(—ax — by) + ary = —by®. Sistemai (4.7) Lapunova funkciju vajag
€T
2
modificet, aizvietojot ax ar f(z), % ar /f(T)dT un b ar ¢(x). Dabusim
0

2 X
. y_ dV _ 2
V = 5 +/f(7)d7, tad Fri o(z)y*.
0
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Tatad lai sistemas (4.7) trivialais atrisinajums butu stabils, jaizpildas
sadiem nosacijumiem:
1) o(x) >0, 2) zf(x) > 0.

4.4. piemers. Izpétit uz stabilitaty diferencialvienadojumu sistémas
=y
’ 4.9
Ty (49
trivialo atrisinajumu.
» Sistema (4.9) ir (4.7) veida sisteéma, kur o(x) = 2% un f(z) = 2°.
Konstruesim Lapunova funkciju

T
4

2 2
Y 3 Y x
Vv 2+/TT 2+4 0
0

un tas atvasinajums saskana ar sistemu

av

= y(—2’y — %) + 2%y = —y*2® 0.

Ta ka V un r ir funkcijas ar pretejam zimem, tad sistemas (4.9)

trivialais atrisinajums ir stabils, pie tam asimptotiski.
(skat. 4.4 z1m.) <

4.4. zim. Sistemas (4.9) fazes portreti.
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4.2.3. Tresais gadijums

Apskatisism sistemu

l'/ =Y - @(x)7
{y’=—:ﬂx) (10

Lidz ar to apskatisim linearu sistemu

— —
{x =y — bz, b >0, (4.11)

Yy = —ax, a > 0.

2 2

Lapunova funkciju sistemai (4.11) var meklet veida V' = % + % > 0, tad
av
W — y(-ar) + as(y — br) = —abe? <0.

x xT

aa:2

Aizvietojot bx ar ¢(z), ax ar f(x) un - = /aTdT ar /f(T)dT, ieguvam

0 0
Lapunova funkciju nelinearai sistemai

9 x
V:%+/ﬂﬂm
0

un tas atvasinajums saskana ar sistemu ir
av
— = —f(x)po(x).
o=~ [(@)p()

Tatad, lai sistemas (4.10) trivialais atrisinajums butu stabils, jaizpildas
sadiem nosacijumiem: 1) zf(z) > 0, 2) zp(x) > 0.

4.5. piemers. Izpétit uz stabilitat: diferencialvienadojumu sistémas
=yt (4.12)
y'=—x

trivialo atrisinajumu.
» Sistema (4.12) ir (4.10) veida sistema, kur p(z) = —23 un f(x) = .

Konstruesim Lapunova funkciju

x
2

2 2
) ) L
V 2+/TT 2+4 0
0
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un tas atvasinajums saskana ar sistemu

awv
— =x =0.
dt
Ta ka V un — ir vienadas zimes funkcijas, tad sistemas (4.12)) trivialais

atrisinajums ir nestabils.
(skat. 4.5 zim.) <«

4.5. zim. Sistemas (4.11) fazes portreti.

4.6. piemers. Izpetit uz stabilitati diferencialvienadojumu sistémas
v =y—a3
’ 4.1
{520, (1.13)
trivialo atrisinajumu.
» Sistema (4.13) ir (4.10) veida sistema, kur p(x) = 23 un f(x) = x.
Konstruesim Lapunova funkciju

T

2 2 2
) ) o
V 2+/TT 2+4 0
0

un tas atvasinajums saskana ar sistemu
av 4
— =—x" =0.
dt ~
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Ta ka V un — ir funkcijas ar pretéjam zimem, tad sistemas (4.13)

trivialais atrisinajums ir stabils.
(skat. 4.6. zim.) <«

4.6. zim. Sistemas (4.11) fazes portreti.
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