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4 SATURS

Ievads

Uzdevumu krajuma ietverts 1ss teorijas izklasts un uzdevumi, kas atbilst sadam “Visparigas
topologijas” temam: jédziens par topologisku telpu; topologijas baze; punktu klasifikacija
attieciba pret kopu; topologiskas telpas apakstelpa; virknes konvergence topologiskas telpas;
nepartraukti attelojumi, homeomorfisms; atdalamibas aksiomas, funkcionala atdalamiba; kom-
paktas telpas, sakarigas un lineari sakarigas telpas, topologisku telpu reizinajums. Uzdevumu
krajuma apskatitie jautajumi atbilst DU studiju kursa “Vispariga topologija” programmai
bakalauru un magistru Iimenim zinatnu nozare “Matematika”.

Autori ir apkopojusi uzdevumus, kas ir pasu izveidoti un savakti no dazadiem literaturas
avotiem (skat. literaturas sarakstu).

Literaturas saraksta ka pamatliteratura ir [1], [3], [4], [6], [7], [8], [9], [13], [14], [25], [26], bet
ka papildliteratura - [5], [10], [11], [12], [15], [19], [20], [21], [22], [23].

Uzdevumu krajumu var izmantot pasmacibai, tas noderés visiem interesentiem, kas grib sakt
iepazities ar topologijas elementiem, gramatas [2], [16], [17], [18], [24] no literatturas saraksta arl
noderes Sim merkim.



1. nodala

~ 0 0

Pamatjedzieni, topologiju
salidzinasana, metriska topologija

Pienemsim, ka X ir patvaliga netuksa kopa.

1.1. definicija. Par topologiju kopa X sauc patvaligu kopas X apakskopu saimi 7, kurai
izpildas sadas Tpasibas:

1. 0,X €T
2. U0,Ver=UNVerm

3. User,acel= |JU,€er.
a€el

1.2. definicija. Par topologisku telpu sauc patvaligu netuksu kopu X ar kadu topologiju 7.

Apzimesim

(X, ) — topologiska telpa.
1.3. definicija. Piegemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa. Katru kopu U € 7 sauc par §is telpas
valeju kopu.
1.4. definicija. Pienemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa. Kopu F' C X sauc par §is telpas slegtu
kopu, ja
CF=X\Fer.

Ar X apzimesim topologiskas telpas (X, 7) visu slégto apakskopu saimi.
1.1. teoréma. Topologiskas telpas (X, 7) apakskopu saimei \ izpildas sadas Ipasibas:

1. 0,X € X

2. FGe = FUGe X\

3. Fpeael= () F,e M
acl

Salidzinasim divas topologijas 71 un 7o, kuras dotas viena un taja pasa kopa X.

1.5. definicija. Saka, ka topologija 71 mazoré (ir stipraka par) topologiju 72, savukart,
topologija 7o minore (ir vajaka par) topologiju 71, ja

T C Tq.
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Atzimesim, ka ne vienmer jebkuras divas topologijas ir salidzinamas (skat. [1.3. uzdevumu).

Pienemsim, ka dota metriska telpa (X, p). Par valgju lodi ar centru punkta a € X un radiusu
r > (0 sauc kopu

Ula,r)={z € X /pla,z) <r}.
Metrisku telpu (X, p) var apskatit ka topologiskas telpas 1pasu gadijumu.
1.6. definicija. Kopu A C X sauksim par valgju kopu metriska telpa (X, p), ja
Vae A3r>0,kaU(a,r) C A.

Var pieradit, ka valéjo kopu sistéma metriska telpa apmierina [1.1. definiciju!. Lidz ar to
metriskas telpas (X, p) visu valéjo kopu saime

7, ={GCX /VYreGIr>0U(z,7r) CG}

veido topologiju kopa X, ko sauc par metrikas noteikto topologiju jeb metrisko topologiju.

1.1. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. Pieradit, ka kopas X apakskopu
saime

7, = {0, X}
ir topologija kopa X . (Topologiju 7, sauc par kopas X antidiskreto jeb trivialo topologiju.)

1.2. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. Pieradit, ka kopas X apakskopu
saime

={G /G C X}
ir topologija kopa X. (Topologiju 74 sauc par kopas X diskreto topologiju.)
1.3. uzdevums. Pienemsim, ka X = {a,b}. Pieradit, ka kopas X apakskopu saimes
mn =1{0, X, {a}}
7 ={0,X,{b}}
ir topologijas kopa X. Salidzinat kopas X topologijas 74, 74, 71, To-

1.4. uzdevums. Uzrakstit visas iespejamas topologijas kopa X = {a,b,c}. Salidzinat sis
topologijas, t.i., katram topologiju parim noteikt, vai tas ir salidzinamas, un ja ir, tad
noteikt stiprako no abam topologijam.

1.5. uzdevums. Apskatisim kopu R" = {x = (z1;22;...;2,) / ; € R,i = 1,n}, kura
attalumu starp punktiem z,y € R™ nosaka formula

(jan =1, tad R' =R un p(z,y) = |z — gy, kur z,y € R).

Telpa R™ valgju lodi ar radiusu r € (0;00) un centru a € R™ apzimeésim ar

U(a,r) ={z € R" / p(a,x) < r}.

tskat. [1.20. uzdevumu



1. Pieradit, ka Sadas apakskopu saimes ir topologijas kopa R™:

(a) Tgep = {V C R" / YV € V JU(z,r) C V} (topologiju 744 sauc par kopas R"”
dabisko jeb parasto topologiju).

(b) Tmn - kopas R™ visu tadu apakskopu saime, kuras ir simetriskas pret fiksetu
taisni M N C R™.

(¢) s - kopas R™ visu tadu apakskopu saime, kuras ir simetriskas pret fiksétu punktu
S eR"

(d) 7 ={O,R*"} U{U(O,r) /] O € R*,r > 0}, kur, ja O € R" (n > 1), tad punkts
O = (0;0;...;0), bet, ja O € R, tad punkts O ir skaitlis nulle.

—_—

n

(e) 7er = {O,R*"}U{CU(O,r) /| O € R",r > 0}, kur CU(O,r) ir slegtas lodes
U(O,r) papildinajums.

. Apskatisim kopas R” patvaligu vienelementa apakskopu {z}. Katra no topologiskajam

telpam (R™, 7445), (R™, 70sn), (R™, 75), (R™, 7,-) un (R™, 7¢,) (skat. 1.5. uzdevumu 1.)
noteikt, vai kopa {z} ir

(a) valgja kopa;

(b) slegta kopa;

(c) vienlaicigi valgja un slegta kopa;

(d) nav valgja un nav slégta kopa?

. Katra no topologiskajam telpam (R?, 7pn), (R?,75), (R?,7,), (R?, 7..) minet kadu

netuksu apakskopu, kura attiecigaja telpa ir
(a) valgja kopa;
(b) slegta kopa;

(c) vienlaicigi valgja un slegta kopa.

4. Parbaudtt apgalvojumu, ka topologisko telpu (R?, 73;5) un (R2, 75) katra valgja kopa

ir arT slegta.

1.6. uzdevums. Pienemsim, ka Z -veselo skaitlu kopa. Apzimeésim

1.7.

Zy={meZ/m?>kkecl}.

Pieradit, ka apakskopu saime

r={Z,0} U{Z kL)

ir topologija kopa Z. Paradit, ka katra vienelementa kopa {m}, kur m € Z, nav slégta
kopa topologiskaja telpa (Z, 7).

uzdevums. Pienemsim, ka Z -veselo skaitlu kopa. Nenegativo veselo skaitlu kopu
apzimesim

Z+:{mEZamZO}a

bet katram m € Z, atbilstoso veselo skaitlu kopu, kas dalas ar 2™, apzimesim

Up={a€Z/a2m}.

Pieradit, ka apakskopu saime

T = {0} U {Un [ m € L1}

ir topologija veselo skaitlu kopa Z.
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1.8. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, B -kopas X fikseta apakskopa,
bet P(B) ir kopas B visu iespejamo apakskopu saime. Pieradit, ka apakskopu saime

T={X}UP(B)
1. ir topologija kopa X;

2. ir antidiskréta topologija kopa X tad un tikai tad, ja B = O;
3. ir diskreta topologija kopa X tad un tikai tad, ja B = X.

1.9. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. Pieradit, ka apakskopu saime
7 ={0,X} U{CG / G C X,G — galiga kopa}
ir topologija kopa X. (Topologiju 7 sauc par kopas X ko-galigo jeb Zariska topologiju.)
1.10. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga bezgaliga kopa. Pieradit, ka apakskopu saime
7. =1{0,X} U{CG / G C X,G — ne vairak ka sanumuréjama kopa}
ir topologija kopa X. (Topologiju 7. sauc par kopas X ko-sanumuréjamo topologiju.)

1.11. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. f : X — X ir bijektivs
attelojums, kurs kopu X attelo sevi. Pieradit, ka apakskopu saime

r={U/UCX, f(U)=U}
ir topologija kopa X.

1.12. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) -patvaliga topologiska telpa. Apskatisim patvaligu
valeju kopu U C X un slégtu kopu F' C X. Pieradit, ka kopa U \ F ir valgja, bet F'\ U ir
slegta kopa telpa (X, 7).

1.13. uzdevums. {73, € B} -patvaliga topologiju saime kopa X. Pieradit, ka apakskopu

saime
r=(
BeB

ir topologija kopa X.
1.14. uzdevums. Pienemsim, ka {73, € B} -patvaliga topologiju saime kopa X. Vai
apakskopu saime
T= U T3

peB
ir topologija kopa X7 Kopa X = {a,b,c} atrast divas topologijas, kuru apvienojums nav

topologija kopa X.

1.15. uzdevums. Patvaligd netuksa kopa X apskatisim tadu topologiju 7, virkni, kuram
izpildas nosacijums
TMTCTC...CT7, CTpya1 C ...

Vai apakskopu saime
oo
=
n=1

ir topologija kopa X7



1.16. uzdevums. Pieradit, ka kopas X katrai apakskopai B eksiste visvajaka topologija kopa
X, kura satur apakskopu B.

1.17. uzdevums. Dotajai realo skaitlu kopas R apakskopai B; konstruet visvajako topologiju
7; kopa R, kas satur kopu B; (i =1,2,3,4,5,6).

1. By ={(a;b) / a,b € R; a < b};

2. By ={[a;b] / a,b € R; a < b};

3. Bs={[m;n] /m,n € Z; m < n};
4. By ={[a;b) / a,b € R; a < b};

5. By = {(a;+0) / a € R};

6. Bg = {[a;+o0) / a € R}

1.18. uzdevums. Pieradit, ka patvaliga netuksa kopa X disketa topologija 74 ir visstipraka,
bet antidisketa topologija 7, ir visvajaka no visam iespejamajam topologijam kopa X.

1.19. uzdevums. Pienemsim, ka R -realo skaitlu kopa un apskatisim R apakskopu saimi
Tirr = {@aR} U {U / UcC R\Q}

1. Pieradit, ka apakskopu saime 7. ir topologija kopa R.
2. Vai kopa R topologiju 7. var salidzinat ar topologijam 7yup, 7o, Ter, TS?
3. Telpa (R, 7;,) minet valejas kopas pieméru un slégtas kopas piemeru. Vai telpa

(R, 74 ir vienlaicigi valejas un slégtas kopas, iznemot ) un R?

1.20. uzdevums. Pienemsim, ka (X, p) -metriska telpa, U(a,r) = {x € X / p(a,z) < r} ir
valéja lode telpa (X, p) (skat. [1.6.] definiciju). Pieradit, ka apakskopu saime

7, ={GCX /VeeGIr>0U(z,r) C G}
ir topologija kopa X.

1.21. uzdevums. Apskatisim kopu X = {a,b} un topologiju 7 = {0, X, {a}}. Pieradit, ka
kopa X nevar ieviest metriku p ta, lai 7, = 7 (metriska topologija 7, sakristu ar apskatito
topologiju). Sada gadijuma saka, ka topologija 7 nav metrizéjama kopa X.

1.22. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. f : X — X ir bijektivs
attelojums, kurs kopu X attelo sevi. 7 = {U / U C X, f(U) = U} ir topologija kopa X
(skat. 1.11. uzdevumu). Pieradit, ka topologija 7; ir metrizéjama kopa X (t.i., kopa X
eksiste tada metrika p, ka metriska topologija 7, sakiit ar topologiju 7¢).

1.23. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, kura satur vismaz divus pun-
ktus, un Saja kopa dota triviala metrika

L z#y
pz,y) = { 0 sy (1.1)
Pieradit, ka

1. valgja lode ar centru punkta x € X un radiusu r > 0 ir kopa

Ula,r) = { {i} borst (1.2)
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2. 1, =1q.

1.24. uzdevums. Pienemsim, ka X = Cl,y ir visu nogriezni [a; b] nepartrauktu reala mainiga
realo funkciju kopa. Kopa X apskatisim divas metrikas:

poc = max |f(x) — g(z)];
z€[a;b]

b

o = / (f(z) - g(x))2d.

a

Kada geometriska interpretacija ir valejai lodei metriskas topologijas telpa (X,7,.)?
Paradit, ka metriska topologija 7, ir vajaka par metrisko topologiju 7,.

1.25. uzdevums. Piegemsim, ka (X, p) -patvaliga metriska telpa. Katram z,y € X noteik-
sim, ka,
__ry)
1+ p(x,y)’

Pieradit, ka p*(x,y) ir metrika kopa X un abas metrikas p un p* nosaka vienu un to pasu
topologiju, t.i., 7, = 7.

p(z,y)

1.26. uzdevums. Realo skaitlu kopa R salidzinat Sadas topologijas: 74, T4, Tdap UN Tk.



2. nodala

Topologijas baze

2.1. definicija. Pienemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa, punkts z € X. Kopu U(z) C X sauc
par punkta x valeju apkartni, ja

1. x € U(x);
2. U(x) €.
Apzimesim
7(x) — punkta z visu valgjo apkartnu saime topologiska telpa (X, 7).

2.1. teorema. Topologiskas telpas (X, 7) punkta € X valejo apkartnu saimei 7(x) izpildas
Sadas 1pasibas:

1. Vo € X saime 7(z) ir netuksa, pie tam V U € 7(z) punkts x € U;
22U, Ver(z)=UNV er(x);
3. Uet(z)unyelU = U eT(y).

2.2. definicija. Pienemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa, punkts x € X. Par punkta x apkartni
sauc jebkuru tadu kopu A C X, ja eksiste kopa U(x) € 7(z), kurai U(z) C A.

Apzimeésim
O(z) — punkta z visu apkartyu saime topologiska telpa (X, 7).
Skaidrs, ka punkta valejo apkartnu saimi ar apkartnu saimi saista Sada sakariba
VeeX: 7(z) C Ox).

2.2. teorema. Topologiskas telpas (X, 7) punkta x € X apkartyu saimei O(x) izpildas sadas
1pasibas:

1. Ja kopa A € O(x), tad punkts = € A4;
2. Ja kopas A1, As € O(z), tad A1 N Ay € O(x);
3. Jakopa A € O(z) un A C B, tad B € O(x).

4. Ja kopa A € O(z), tad eksisté tada kopa B, B C A, ka katram punktam y € B kopa
B e O(y).
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2.3. definicija. Piegemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa, x € X. Punkta z valgjo apkartyu saimi
B(x) C 7(z) sauc par topologijas T lokalo bazi punkta z, ja katrai punkta = valgjai apkartnei
U € 7(z) eksiste tada kopa V € B(z), ka V C U.

2.3. teorema. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, un katram punktam x € X eksiste
lokala baze B(x). Tad ir speka sadas ipasibas:
1. V& € X apakskopu saime B(x) ir netuksa, pie tam V U € B(x) punkts x € U,
2.VeeXwuVUYV €Bx)=3WeB(z),ka WcCcUNV,

3. VeeXuVU €Bx)unVyeU =3V eB(y),kaV CU.

2.4. definicija. Pienemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa. Apakskopu saimi B C 7 sauc par
topologijas T bazi, ja katrai valejai netuksai kopai U e tTunVax e U 3V € Bykaxz eV CU.

2.4. teoréma. Piegemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa un B C 7. Apakskopu saime B ir
topologijas 7 baze tad un tikai tad, ja katrai valejai netuksai kopai U € 7 eksiste tadas kopas
Va€B, (ael), ka

U=JVa

ael

2.5. teoréma. Dota kopa X un tas apakskopu saime B C P(X). B ir kopas X kaut kadas
topologijas T baze tad un tikai tad, ja:

1. VeeX=3dVeB kazeV;
2.VVi, Vo eBunVeeViNnVh=3dVeB knxeV CVinNl.

2.5. definicija. Pienemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa. Kopas X apakskopu saimi C' sauc par
topologijas 7 prieksbazi, ja 7 ir pati vajaka topologija, kas aptver saimi C.

2.6. definicija. Piepemsim, ka (X, 7)-topologiska telpa. Par raksturu jeb lokalo svaru
punkta xr € X sauc minimalas lokalas bazes punkta x apjomu.

Apzimeésim
x(z, (X, 7)) — raksturs punkta =z € X.

2.7. definicija. Par topologiskas telpas (X, 7) raksturu sauc lielako no visiem raksturiem
punktos z € X.

Apzimesim
X (X, 7) — topologiskas telpas (X, 7) raksturs.

Tatad

X(XvT) = gle%?X(x’ (X’ T))

2.8. definicija. Par topologiskas telpas (X, 7) svaru sauc minimalas bazes apjomu.
Apzimesim
s(X, T) — topologiskas telpas (X, 7) svars.
2.9. definicija. Ja x(X,7) < N,, tad topologiska telpa (X, 7) apmierina pirmo sanumuré&ja-
mibas aksiomu.

2.10. definicija. Ja s(X,7) < X,, tad topologiska telpa (X, 7) apmierina otro sanumureja-
mibas aksiomu.



13

Tatad, ja topologijai eksiste galiga vai sanumuréjama baze, t.i., s(X, 7) < 8,, tad topologiska
telpa apmierina otro sanumurejamibas aksiomu. Ja katra punkta z € X eksiste galiga vai
sanumurejama lokala baze B(x), t.i., x(X,7) < N,, tad topologiska telpa apmierina pirmo
sanumurejamibas aksiomu.

2.6. teorema. Topologiskas telpas (X, 7) raksturs neparsniedz telpas svaru, t.i.,

x(X,7) < s(X,7).

2.1. sekas. Ja topologiska telpa (X,7) apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu, tad ta ap-
mierina arl pirmo sanumurejamibas aksiomu.

2.1. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, punkts r € X. Apskatisim kopas
X apakskopu saimi

Tx = {@’ X, {x}}
Pieradit, ka

1. 7, ir topologija kopa X;

2. katra apakskopa V' C X, kurai € V, ir punkta z apkartne topologiska telpa (X, 75 );

3. kopa {z} ir punkta = valgja apkartne topologiska telpa (X, 7,);

4. katram punktam y € X, kuram y # x, tikai kopa X ir & punkta apkartne topologiska
telpa (X, 7).

2.2. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, x € X. Apskatisim kopas X
apakskopu saimi

={0,G/GC X,z € G}.
Pieradit, ka
1. 7 ir topologija kopa X;
2. katra punkta x apkartne topologiska telpa (X, 7) ir arT &1 punkta valgja apkartne.

2.3. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, x € X. Apskatisim kopas X
apakskopu saimi
T={X,G/GC X,z € X\G}.

Pieradit, ka
1. 7 ir topologija kopa X;

2. topologiska telpa (X, 7) katra punktam y € X, kuram y # z, kopa {y} ir punkta
y valgja apkartne, bet kopa {z,y} ir punkta y apkartne, kura nepieder = apkartnu
saimei O(x).

2.4. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa un katram punktam z € X ek-
sisté kopas X apakskopu saime B(z), kas apmierina 2.3.] teorema uzskaititas Ipasibas.
Apskatisim kopas X apakskopu saimi

T={0,G/GCX,VxeG3IU € B(x): U C G}.
Pieradit, ka

1. 7 ir topologija kopa X;
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2. topologiska telpa (X, 7) katram punktam z apakskopu saime B(z) ir lokala baze
punkta x .

uzdevums. Pienemsim, ka R ir realo skaitlu kopa un katram punktam x € R izveidosim
apakskopu saimi
B(z) ={[x;x+7r)/r > 0}.

Pieradit, ka apakskopu saimei {B(z)},cr izpildas 2.3. teorema uzskaititas Ipasibas, un,
saskana ar [2.4.| uzdevumu, kopas R apakskopu saime

n={0,G/GCR,VreGIr>0: U=[z;x+r)CG},

ir topologija kopa R. Topologisko telpu (R, 7,) sauc par Zorgenfreija telpu jeb bultinas
topologisko telpu.

uzdevums. Apskatisim Zorgenfreija telpu (R, 73) (skat. 2.5.] uzdevumu).

1. Pieradit, ka Zorgenfreija topologija 7, ir stipraka par parasto topologiju 74, kopa R,
t.i., Tgap C Tp. Minét piemeru, kas parada, ka neizpildas sakariba 7, C Tgup.
2. Pieradit, ka telpa (R, 73,), jaa € Run b € R,
(a) intervals (a;b), kur a < b, ir valéja kopa;
(b) intervali (—oo;a) un [b;+00) ir valejas kopas;
(c) {a} ir slegta, bet nav valgja kopa;
(d) intervals [a;b), kur a < b, ir vienlaicigi slegta un valeja kopa,;

3. Telpa (R, 7,) minét valgjas (slegtas) kopas piemeru, kura nav slégta (valgja) kopa.
uzdevums. Pienemsim, ka R2 = {(z1,22) € R? / 23 > 0} ir plaknes R? augseja pus-
plakne. Apzimesim:

L = {(x1,22) € R? / 29 = 0} ir plaknes R? abscisu ass,

X=R1UL.

Katram kopas X punktam z € X apskatisim apakskopu saimi B(z) = {V(x;¢)}, kura
sastav no punkta x valejam apkartnem

{.’II}UU((JJHG);E), €>07 jaac: (1’1,0) GL;

V(z,e) = . 2.1
(@, €) { U(zx;e), 0 < e < xo, jax = (x1;x2) GRi. (2.1)

Pieradit, ka apakskopu saimei B(x) izpildas 2.3. teorema uzskaititas ipasibas, un, saskana
ar 2.4.| uzdevumu, kopas X apakskopu saime

™w={0,G/GCX,VreG3e>0: V(x,e) C G},

ir topologija kopa X.
Topologisko telpu (X, 7y ) sauc par Nemicka plakni.

uzdevums. Katrai no topologijam 7;, kur i = 1,6, no [1.17.] uzdevumu, noteikt, vai
taisnes R apakskopu saime A;, kur j = 1,7, ir lokala baze punkta 0.

Ay = {{0}}

Ay = {(€;+00), € > 0};

As ={(—¢€¢), e > 0};

Ay = {[Oa 6)7 € > 0}7

As ={(-L 1}k

A
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6. As = {(—4: %), n €N}
7. A7 = {R}.
2.9. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa un katram punktam z € X izvei-

dosim divas valgjo apkartyu saimes Bj(z) un Ba(z), 71 un 72 ir §im saimem atbilstosas
topologijas kopa X:

n={0,G/GCX,VreGIU € Bi(x): U C G}

T ={0,G/GCX,VreGIU € Ba(x): U CG}.
Pieradit, ka
1. topologija 7 ir stipraka par 71 tad un tikai tad, ja katram punktam z € X un katrai
kopai Uy (z) € Bi(z) eksiste tada kopa Us(z) € Ba(x), ka Us(z) C Ui(x);

2. kopas X apakskopu saimes {Bj(x)},ex un {Ba(x)},cx nosaka vienu un to pasu
topologiju kopa X, tad un tikai tad, ja katram punktam x € X, katrai kopai Uy (z) €
Bi(z) un katrai kopai Us(z) € Ba(x) eksiste tadas kopas Vi(x) € Bi(x) un Va(z) €
By(z), ka Vi(x) C Us(x) un Va(x) € Up(z).

2.10. uzdevums. Parbaudit, ka taisnes R apakskopu sistemas B; ir kaut kadas topologijas
7; baze (i = 1,5), pie tam 7 = Tygp:

B; ={(a;b) | a,b € R, a < b};

By ={[a;b) | a,b € R, a < b};

Bs=BiU{U\ K |U € By, K:{%, n € N}}

By = {(a;+00) | a € R};

Bs ={0,R}U{a|aeR\Q=1};

A

2.11. uzdevums. Salidzinat topologijas 7; (i = 1,5) no 2.10. uzdevuma, g, 7 no [1.5. uzde-
vuma, ka arl ko-galigo topologiju 7 no [1.9.l uzdevuma. Visas topologijas apskatit kopa
R.

2.12. uzdevums. Pieradit, ka
Bj = {(a:b) | a,b€ Q, a < b}
ir parastas topologijas 74,1, kopa R sanumurejama baze.

2.13. uzdevums. Pieradit, ka
B={U(a;r) |acQ", reQ, r>0}
ir parastas topologijas 74, kopa R™ sanumurejama baze.

2.14. uzdevums. Atrast minimalo bazi topologijam 74, Tpsn un 75 kopa R™ no [1.5. uzde-
vuma.

2.15. uzdevums. Pieradit, ka topologijas 74, Tpmrn, Ts kopa R™ no [1.5.] uzdevuma apmierina
pirmo sanumuréjamibas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurejamibas aksiomu.

2.16. uzdevums. Parbaudit, kada no sanumurejamibas aksiomam izpildas telpa:

L. (RQaTd);
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2. (R?,7,);
3. (R? Taab);
4. (R%,7,) (skat. 1.5 uzdevumu).

2.17. uzdevums. Pienemsim, ka N -naturalo skaitlu kopa un 7 ko-galiga topologija kopa N.

7 = {0, N, N\ {a1,a9,...,as} | a; € N;ji=1,s, s € N}.

1. Pieradit, ka apakskopu sistema 7 ir sanumuréjama, tapec topologiska telpa (N, 7y)
apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu.

2. Atrast topologiskas telpas (N, 1) bazi, kura nesakrit ar 7.

2.18. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa un 75 ko-galiga topologija kopa
X (skat. [1.9. uzdevumu). Pieradit,

1. ka topologiska telpa (X, 7x) apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu tad un tikai
tad, ja X ir sanumurejama vai galiga kopa;

2. ja X ir nesanumuréjama kopa, topologiska telpa (X, 7, ) neapmierina ne pirmo, ne otro
sanumurejamibas aksiomu, pie tam kopas X neviena punkta neeksiste sanumuréjama
lokala baze.

2.19. uzdevums. Pienemsim, ka N -naturalo skaitlu kopa un 74 diskreta topologija kopa N.
Pieradit, ka vienelementu kopu sistema B = {{1}, {2}, {3}, ...} ir topologijas 74 minimala
baze.

2.20. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. Atrast diskrétas topologijas 74
kopa X minimalo bazi.

2.21. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa. Atrast antidiskrétas topologijas
7, kopa X visas iespéjamas bazes.

2.22. uzdevums. Paradit, ka sistema P = {(a; +00)}U{(—00;b)}, kur a,b € R, ir prieksbaze
parastai topologijai 74, kopa R.

2.23. uzdevums. Aplikosim plaknes punktu kopu R?, kura izveidota topologija, kuras prieks-
baze ir visu plaknes taisSnu kopa. Raksturot sis topologijas elementus un noteikt, kas ir st
topologija.

2.24. uzdevums. Aplikosim plaknes punktu kopu R2, kura izveidota topologija 7;, kuras
prieksbaze ir visu fiksétai taisnei [ € R? paralélo plaknes taisnu saime.

1. Raksturot topologijas 7; elementus.
2. Salidzinat topologiju 7; ar parasto topologiju 7g4qp un 2.23.] uzdevuma konstrueto
topologiju kopa R2.

3. Pieradit, ka topologiska telpa (R?,7;) neapmierina otro sanumurejamibas aksiomu.

2.25. uzdevums. Pieradit, ka Zorgenfreija topologiska telpa (R, 1) no 2.5/ uzdevuma apmie-
rina pirmo sanumuréjamibas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurejamibas aksiomu.

2.26. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga nesanumurejama kopa un p -triviala metrika
kopa X (skat. 1.23.)uzdevumu). Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7,), kur 7, ir metriska
topologija, apmierina pirmo sanumuréjamibas aksiomu, bet neapmierina otro sanumure-
jamibas aksiomu.
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2.27. uzdevums. Pieradit, ka Nemicka topologiska telpa (X, 7n) no2.7. uzdevuma apmierina
pirmo sanumuréjamibas aksiomu, bet neapmierina otro sanumuréejamibas aksiomu.

2.28. uzdevums. Ar B apzimésim kopu, kura sastav no taisnes R visiem valéjiem intervaliem
parastaja topologija un vel Sadam kopam

R\ {5, n €N (-rr),

kur 7 > 0. Pieradit, ka saime B ir kadas topologijas kopa R baze. (So topologiju apzimésim
Trur un sauksim par Kuratovska topologiju.)

2.29. uzdevums. Pienemsim, ka X = R?, katram punktam z € X apskatisim kopu
U(z) ={U(z,e) \ A} U {z},
kur € > 0 un A ir valgja rinka U (z, €) vertikala diametra punktu kopa. Pieradit, ka
1. saime {U(z)} | € > 0, = € X} ir kadas topologijas kopa X = R? baze (50 topologiju
apzimesim 7 un sauksim par “taurepu” topologiju);
2. katram punktam x € X saime {U(x)} | € > 0, x € X} ir lokala baze §aja punkta z;
3. topologija 7 ir stipraka par parasto topologiju 74, kopa R?;
4. topologiska telpa (R2,7) apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu.

2.30. uzdevums. Izmainisim “taurenu” topologiju 7, skat. 2.29.l uzdevumu. Katram pun-
ktam = € R? apskatisim kopu

U'(z) = {U(x,e) \ A’} U{z},
kur € > 0 un A’ ir valgja rinka U (x, €) horizontala diametra punktu kopa. Pieradit, ka
1. saime {U’(z)} | € > 0, = € R?} ir kadas topologijas kopa R? baze (3o topologiju
apzimesim 7/ un sauksim par ‘‘apgriezto taurenu” topologiju);
2. katram punktam z € R? saime {U'(z)} | € > 0, € R?} ir lokala baze $aja punkta z;
3. topologijas 7 un 7/ kopa R? nevar salidzinat;
4. kopu saime 7 N 7' ir parasta topologija kopa R2.

2.31. uzdevums. Piengemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, bet B C P(X) - patvaliga kopas
X apakskopu saime. Apzimésim

B:{UlﬂUgﬂ...ﬁUn’Ul,UQ,...,UTLGB},

kur n € N, t.i., B ir saimes B elementu visu galigo skelumu sistema, savukart B =
UV, Vo € B ir sisemas B elementu visu iespejamo apvienojumu sistema.
Pieradit, ka kopu saime

1. 7 = {0, X, B} ir topologija kopa X;

2. {X, B} ir topologijas 7 = {0, X, E} baze kopa X;

3. {X, B} ir topologijas T = {0, X, B} pricksbaze kopa X.

2.32. uzdevums. Piegemsim, ka kopa X = {a,b,c, o, 3,7, A}.

1. Pieradit, ka saime {{A}, {a, A}, {b, A}, {c, A}, {a,b,c, A}, {5, ¢c,a, A}, {v,a,b, A}} ir
kadas topologijas 7A kopa X baze.
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2. Noradit, kadas vienelementu kopas topologiskaja telpa (X, 7a) ir slégtas.

3. Kada ir kopu no topologijas 7o un slégtu kopu geometriska jéga, ja pienem, ka A
apzime trijsturi plakne, kura virsotnes ir o, § un -y, bet a, b un c¢ ir atbilstosajam
virsotnem pretéejas malas?

2.33. uzdevums. Apskatisim kopu X, kas sastav no 15 punktiem, kuri atbilst tetraedram un
tetraedra 4 skaldnem, 6 Skautnem un 4 virsotnem. Vadoties pec 2.32./ uzdevuma parauga,
konstruet topologisko telpu kopa X.

2.34. uzdevums. Topologisko telpu (X, 7) sauc par Lindeléva telpu (jeb telpa X, 7 apmierina
Lindeleva 1pasibu), ja no katra valegju kopu sistemas {G,, o € I} apvienojuma G =
U G, var izdalit ne vairak ka sanumurejamu apakssistemu {G,, n € K, K C N} ar
ael
apvienojumu G, t.i., G = |J Gy.

nekK

Pieradit, ka katra topologiska telpa (X, 7) ar otro sanumuréjamibas aksiomu ir Lindeleva
telpa. Minet Lindeleva telpas (X,7) piemeéru, kas neapmierina otro sanumuréjamibas
aksiomu.



3. nodala

Punktu klasifikacija attieciba pret
kopu

Apskatisim topologisku telpu (X, 7) un kopas X patvaligu apakskopu A C X.

3.1. definicija. Punktu x € X sauc par kopas A kontaktpunktu, ja punkta z katra valgja
apkartne U skelas netuksi ar kopu A:
UnNA#0.

3.2. definicija. Punktu x € X sauc par kopas A robezZpunktu, ja punkta z katra valgja
apkartne U 8kelas netuksi gan ar kopu A, gan tas papildinajumu:

UnA#0;
N(X\ A) #0.

3.3. definicija. Punktu x € X sauc par kopas A ieks€jo punktu, ja punktam x eksiste tada
valgja apkartne U, kas ietilpst kopa A:
UcA

3.4. definicija. Punktu x € X sauc par kopas A izoléto punktu, ja punktam x eksisté valgja
apkartne U, kuras skelums ar kopu A ir tiesi pats punkts x:

UNA={z}.

3.5. definicija. Punktu x € X sauc par kopas A arienes punktu, ja punktam x eksisté tada
valgja apkartne U, kura neskelas ar kopu A:

UNA=0.

3.6. definicija. Punktu ac eX sauc par kopas A akumulacijas punktu, ja punkta z katra

izdurta valeja apkartne U (Seit: U=uU \ {z}, kur kopa U ir punkta z valgja apkartne) skelas
netuksi ar kopu A:

ﬁmA#@
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Katram jedzienam péc jédziena definicijas (nol3.7. definicijas 1idz 3.11.l definicijai) uzskaitisim
biezak lietotos apzimeéjumus.

3.7. definicija. Par kopas slegumu sauc visu §is kopas kontaktpunktu kopu.
Kopas A slegumu apzimé cl A, A, [A].

3.8. definicija. Par kopas robezu sauc visu §is kopas robezpunktu kopu.
Kopas A robezu apzime F'r A, v A, § A.

3.9. definicija. Par kopas iekSieni sauc visu §is kopas iekSejo punktu kopu.
Kopas A ieksieni apzime Int A, A°, | AJ.

3.10. definicija. Par kopas arieni sauc visu §is kopas aréjo punktu kopu.
Kopas A arieni apzime Eaxt A.

3.11. definicija. Par kopas atvasinato kopu sauc visu §is kopas akumulacijas punktu kopu.
Kopas A atvasinato kopu apzime A4, A’.

3.12. definicija. Kopu A sauc par visur blivu, ja A = X.

3.13. definicija. Kopu A sauc par nekur neblivu, ja Int A = ().

3.14. definicija. Par topologiskas telpas (X,7) blivumu sauc par minimalas visur blivas
apakskopas apjomu.

Apzimesim
d(X,T) — topologiskas telpas (X, 7) blivums.
3.15. definicija. Ja d(X,7) < R,, tad topologisko telpu (X, 7) sauc par separablu telpu.

3.1. uzdevums. Pienemsim, ka (X,7) - topologiska telpa, A C X, B C X, bet \ ir
topologiskas telpas (X, 7) visu slegto apakskopu saime. Pieradit sadas 1pasSibas:

0 =0
X =X;
ACA;
A=n{F|Fe\ F>A}

Ja AcC B, tad A C B;

NS ke W

SN
I
£

€ X tad un tikai tad, ja A = A.

3.2. uzdevums. Pienemsim, ka (X,7) - topologiska telpa, A C X, B C X, bet A ir
topologiskas telpas (X, 7) visu slegto apakskopu saime. Pieradit sadas ipasSibas:

A=A\ Fr A

FrA=AnX\ A4,

Fr(X\A)=FrA;

Fr AcC FrA;

Fr (IntA) C FrA;

A € 7 (kopa A ir valgja) tad un tikai tad, ja FrA = A\ A4;

A N T e
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7. A€ X (kopa A ir slegta) tad un tikai tad, ja FrA = A\ intA;
8. Kopa A ir valeja un slegta tad un tikai tad, ja FrA = (.

3.3. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C X, B C X. Pieradit sadas

Tpasibas:
1. int 0 =0
2. int X = X;
3. intA C A;
4. intA=U{U |Uer, UCA}
5. Ja A C B, tad intA C intB;
6. int(intA) = intA,
7. intA=X\ (X \ A);
8. A € 7 (kopa A ir valgja) tad un tikai tad, ja A = intA.

3.4. uzdevums. Atrast dotas kopas slegumu, iekSieni un robezu:

1. topologiska telpa (R, 744p), kur 744 ir parasta topologija:
(a) (a;b), kur a,b € Run a < b;
) [a;0], kur a,b € Run a < b;
) [a;b), kur a,b € R un a < b;
(d) [a;+00), kur a € R;
)
)
g)

(—o0;a), kur a € R;
{3 neN})
{a}, kur a € R;
h) {a1;a2;...ax}, kas sastav no galiga punktu skaita k un a; € R, jai=1,k.

2. topologiska telpa (R?, T44p), kur 744p ir parasta topologija:

(a) Ay =U(0;1) U (L5 =2)};
(

b) AQ—{(ZL’ y) |2,y €R, 22 + 9% =1},

(c) As ir patvaliga kopas R? galiga apakskopa;
(d) A4—{(:B y|lzeR 0<z<y, y=0};
(e) As =CU(0;2);

(f) As = [ 1] x [0;1];

(g) A7 =[0;1) x [0;1);

(h) 1482{(37 y) |z €Q, y €R}

(i) A9 ={(z;y) |2,y € Q}

() Alo_{(way)|$7y€R7 x>0, y#l}
3. kopai [0; 1] topologiska telpa (R, 74) (skat. 1.19.) uzdevumu).

3.5. uzdevums. Topologiska telpa (R?, 7443), kur 7443 ir parasta topologija, apskatisim divas
kopas

1
A={(zy) | (z;y) € R?, y=sin—, 0 <z <}
B={(z;y)| (z;9) e R?, 2 =0, -1 <y < 1}.
Parbaudit, ka A = AU B.
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3.6. uzdevums. Katra no sesam topologiskajam telpam (R?, 75), (R?, marn), (R%, 7,.), (R%, 7.,.),
(R%,74), (R?, 74) (skat. 1.2, uzdevumu, [1.5.] uzdevumu un [1.9. uzdevumu) noteikt kopas A
slegumu, iekSieni un robezu:

1. A = {a} vienelementa kopa, kur a € R?;
2. A={U(a;r) | a € R% r > 0} valgja lode;
3. A={CB(a;r) | a € R?, r > 0} slegtas lodes ar centru punkta a € R? un radiusu r
papildinajums;
4. A= (0;1) x {0}.
3.7. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (R?,7,.) (skat. [1.5. uzdevumu) katras apaks-

kopas A C R?, kas nesatur koordinatu sakumpunktu, ieksiene IntA = () (t.i., kopai A nav
ieksejo punktu).

3.8. uzdevums. Topologijam kopa R?

1. TvuwN;
2. Ts;
3. Tdab;
4. 1.

aprakstit visas iespejamas apakskopas A C R?, kuru robeza FrA = (): (skat. [1.5. uzde-
vumu).

3.9. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (X, 7p/n) apakskopas A C X ieksiene
IntA = () tad un tikai tad, ja kopa A neskelas ar taisni M N un nesatur nevienu tais-
nei M N simetrisku punktu.

3.10. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (X, 7;) apakskopas A C X ieksiene
IntA # () tad un tikai tad, ja kopa A € 7.

3.11. uzdevums. Parbaudit, vai topologiska telpa (X,7;) patvaligai apakskopai A C X
izpildas sadas vienadibas IntA = A= A un FrA = (?

3.12. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X,7) jebkuram apakskopam A, B C X
izpildas sadi apgalvojumi:

) AUB=AUB;
(AuB)? = AluU BY,
Int(AU B) D IntAU IntB;
Fr(AUB) C FrAU FrB;
2.

ANBC ANB;
(AnB)* c AN BY,
Int(AN B) = IntAN IntB;
Fr(AnB)C FrAUFrB;
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A\ B cC A\ B;
A%\ B? c (A\ B)%,
Int(A\ B) C IntA\ IntB;
Fr(A\B) c FrAUFrB;
4. Ja A C B, tad L
A C B;
Al c B,
IntA C IntB.

3.13. uzdevums. Topologiska telpa (R, 744,) minét tadas apakskopas A C R un B C R,
kuras pierada, ka 3.12.) uzdevuma apgalvojumos (1.-3.) zimi C vai D nevar aizstat ar

vienadibas zimi.
3.14. uzdevums. Patvaliga topologiska telpa (X, 7) minét tadas apakskopas A un B, kuram
no ta, ka A C B, neseko F'rA C FrB.

3.15. uzdevums. Topologiska telpa (X, 7) apskatisim apakskopu saimi {4; |i € I, A; C X}.
Pieradit, ka izpildas sadi apgalvojumi:

1.

UE’C UAz';

el el

ﬂAi - ﬂE,

icl iel

U IntA; C Int(U A,),

il el

Int(m A;) C m IntA;;

icl el

U Af C (U A4

icl icl
(A)* c ) A
i€l el
3.16. uzdevums. Topologiska telpa (R, 7445) minét tadas bezgaliga apjoma apakskopu saimes

{4;|i €I, A; C R}, kuram neizpildas vienadibas

1.

U7 =4

iel iel

Uaf = 4%

el i€l
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Int(() Ai) = () IntA..

el el

3.17. uzdevums. Piegemsim, ka (X, p) - metriska telpa, kur p ir triviala metrika (skat. [1.23.
uzdevumu). Apzimesim: U(x, 1) - valgja lode ar centru punkta x € X un radiusu 1, bet
B(z,1) - slegta lode ar centru punkta z € X un radiusu 1. Pieradit, ka

U(z,1) C B(z,1)

un

U(x,1) C B(z,1) = B(x,1),

tacu U(x, 1) # B(z,1).

3.18. uzdevums. Kopa X apskatisim divas tadas topologijas 71 un 19, ka topologija 7 mazore
71, t.i., 1 C 7. Apskatisim patvaligu kopu A C X un atbilstosi §1s apakskopas slegumu
Z(l) un ieksieni Int Ay topologija 11, ka a1 sis kopas slegumu Z(z) un ieksieni Int A(y)
topologija 7».

1. Noteikt, kurs no apgalvojumiem (a) un (b) par kopas A slegumu ir speka:
(a) Z(1) C Z(2);
(b) A(2) C A(l)-

2. Noteikt, kurs no apgalvojumiem (a) un (b) par kopas A ieksieni ir speka:
(a) Int A(l) C Int A(g);
(b) Int A(z) C Int A(l)

3.19. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C X. Pieradit, ka A? = A tad
un tikai tad, kad kopai A nav izoleto punktu.

3.20. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C X. Pieradit, ja kopai A nav
izoleto punktu, tad arT kopas A slégumam A nav izoléto punktu.

3.21. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C X. Vai kopas A izoletais
punkts var but §is kopas:

1. ieksejais punkts;
2. arejais punkts;

3. robezpunkts?

Minet atbilstoSus piemerus.

3.22. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (R? 7y/n) (skat. [1.5. uzdevumu) punkts
x € R? ir kopas A = R? izoletais punkts tad un tikai tad, kad punkts = pieder taisnei M N.

3.23. uzdevums. Pieradit, ka topologiskaja telpa (R?,7g) (skat. [1.5. uzdevumu) kopas
A = R? vienigais izoletais punkts ir pats S.

3.24. uzdevums. Pieradit, ka jebkura topologiska telpa, kura apmierina otro sanumurejami-
bas aksiomu, katrai apakskopai var but ne vairak ka sanumurejami daudz izoleto punktu.

3.25. uzdevums. Topologiska telpa (R?,7,.) (skat. 1.5 uzdevumu) atrast visur blivu kopu,
kura satur tikai vienu punktu.
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3.26. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) jebkurai slegtai kopai A C X sadi tris
apgalvojumi ir ekvivalenti:
1. kopa A ir nekur nebliva, t.i., Int A = 0;
2. kopa X \ A ir visur bliva, t.i., X \ A = X;
3. kopai A nav iekseju punktu, t.i., Int A = (.

Vai §ie apgalvojumi izpildas patvaligai kopai A C X7

3.27. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) kopa A C X skelas ar katru kopas X
visur blivu apakskopu tad un tikai tad, kad IntA # (.

3.28. uzdevums.ﬁ Piepemsim, ka B ir topologiskas telpas (X, 7) baze, A C X. Pieradit, ka
punkts x € A tad un tikai tad, kad katrai kopai V € B, kura satur punktu z, izpildas
nosacijums ANV # (.

3.29. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C X. Pieradit, ja katra kopas
A apakskopa ir slegta telpa (X, 7), tad $aja telpa A = ) (t.i., kopai A nav akumulacijas
punktu telpa (X, 7)).

3.30. uzdevums. Noteikt sadu topologisko telpu blivumu:

1. (X,7), kur X ={a,b,c} un 7 = {0, X, {a},{a,c}};
2. (R, 7qap);
3. (R, 7q).

3.31. uzdevums. Pieradit, ka jebkura antidiskrétas topologiskas telpas (X, 7,) apakskopa ir
visur bliva, lidz ar to (X, 7,) ir separabla telpa.

3.32. uzdevums. Pieradit, ka diskreta topologiska telpa (X, 74) ir separabla tad un tikai tad,
ja kopa X ir ne vairak ka sanumurejama.

3.33. uzdevums. Vai jebkura topologiska telpa (X,7), kurai kopa X ir galiga vai sanu-
muréjama, ir separabla?

3.34. uzdevums. Piengemsim, ka B - prieksbaze topologiskai telpai (X, 7), A C X ir fikseta
kopa un katrai kopai V € B izpildas nosacijums ANV # (). Vai var apgalvot, ka Saja
gadijuma A ir visur bliva kopa telpa (X, 7)?

3.35. uzdevums. Pieradit, ka Zorgenfreija topologiska telpa (R, 73,) no 2.5. uzdevuma ir sep-
arabla telpa, kura neapmierina otro sanumuréjamibas aksiomu (tatad nav metrizéjama
telpa).

3.36. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X,7,) = (X,p) no [3.17) uzdevuma nav
separabla telpa un neapmierina otro sanumurgjamibas aksiomu.

3.37. uzdevums. Pieradit, ka Nemicka topologiska telpa (R?,7y) no 2.7. uzdevuma ir se-
parabla telpa, kura neapmierina otro sanumuréjamibas aksiomu (tatad nav metrizejama
telpa).

3.38. uzdevums. X - patvaliga netuksa kopa un 73 ko-galiga topologija kopa X (skat. 1.9.
uzdevumu). Pieradit, ka §is telpas katra bezgaliga kopa ir visur bliva, Iidz ar to (X, 73) ir
separabla telpa.
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3.39. uzdevums. Pieradit, ka jebkura telpa, kas apmierina otro sanumurejamibas aksiomu, ir
separabla. Vai eksiste separabla topologiska telpa, kura neapmierina otro sanumuréjamibas
aksiomu? Ja ja, tad minet sadas telpas piemeru.

3.40. uzdevums. Pieradit, ka metriska separabla telpa apmierina otro sanumuréjamibas ak-
siomu.

3.41. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (R2,7) no 2.29. uzdevuma ir separabla.
Minet kadu §1s telpas visur blivu sanumurejamu apakskopu.

3.42. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, kas apmierina otro sanumureja-
mibas aksiomu, A C X. Pieradit, ja A ir nesanumurejama kopas X apakskopa, tad eksiste
tads punkts z € A, ka x € A%

3.43. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7.) - ko-sanumuréjama topologiska telpa (skat. [1.10.
uzdevumu).
1. Noteikt, vai (X, 1)
(a) apmierina pirmo sanumuréjamibas aksiomu;
(b) apmierina otro sanumurejamibas aksiomu;
(c) ir separabla telpa?
2. Pieradit, ka §is telpas katra nesanumuréjama apakskopa ir visur bliva.
3.44. uzdevums. Pienemsim, ka (R, 7.) - topologiska telpa ar ko-sanumuréjamo topologiju.
Apskatisim kopu E = [0;1] C R.
1. Vai E ir slegta kopa telpa (R, 7.)?
2. Noteikt kopu E.
3. Noteikt kopu Int (R\ E).
3.45. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa. Slegtu kopu F' C X sauc par

kanoniski slegtu, ja F' = Int F. Valgju kopu G C X sauc par kanoniski valgju, ja
G= IntG.

1. Minet valejas kopas, kura nav kanoniski valeja kopa, piemeéru. Minet slegtas kopas,
kura nav kanoniski slegta kopa, piemeru.

2. Pieradit, ka valgjas kopas slegums ir kanoniski slegta kopa, bet slegtas kopas ieksiene
ir kanoniski valeja kopa.

3. Pieradit, ka kanoniski valejas kopas papildinajums ir kanoniski slegta kopa, bet ka-
noniski slegtas kopas papildinajums ir kanoniski valeja kopa.

4. Pieradit, ka galiga skaita kanoniski slegtu kopu apvienojums ir kanoniski slegta kopa.

5. Pieradit, ka jebkuram divam kopam A; C X un Ay C X kopa Int Ay N Int A
ir kanoniski slegta. Vai arT jebkuru divu kanoniski slegtu kopu skelums vienmer ir
kanoniski slegta kopa?

3.46. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, apakskopa F' C X ir slegta kopa
Saja telpa, bet apakskopa G C X ir valeja kopa Saja telpa.
1) Pieradit, ka kopa G\ G ir nekur nebliva kopa telpa (X, 7).

2) Pieradit, ja A C X ir nekur nebliva kopa $aja telpa, tad arT A ir nekur nebliva kopa
telpa (X, 7).
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3) Pieradit, ka slegta kopa F' C X ir nekur nebliva kopa telpa (X, 7), tad un tikai tad,
ja X \ F ir visur bliva kopa telpa (X, 7). Vai 8is apgalvojums paliek speka, ja kopa
F nav slegta?

4) Pieradit, ja valeja kopa G telpa (X, 7) ir nekur nebliva, tad G = {).

3.47. uzdevums. Piegemsim, ka (X, p) -metriska telpa, attalums starp punktu y € X un
kopu A C X:

d(y,A) = inf :
(y, 4) = inf p(y, )
Katrai kopai A (A C X) noteiksim operatoru ¢ : A — A, kur

A=p(A)={ye X |d(y,A) =0}
Pieradit, ka operators ¢ apmierina svarigakas sleguma operatora ipasibas:

1. AC ¢(A);
2. p(p(A4)) = ¢(A);
3. 9(A1 U As) = p(A1) Up(Asz), kur A;, Ay C X;
4. ¢(0) = 0.
3.48. uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga netuksa kopa. P(x) ir visu kopas X apakskopu
sistema, bet ¢ : P(x) — P(z) ir operators, kas apmierina ipasibas:
1) katrai apakskopai A C X : A C ¢(A);
2) katrai apakskopai A C X : ¢(p(A)) = (4
3) visam apakskopam A;, Ay C X : ¢(41 U AQ) w(A1) U p(Az);
L () = 0.

Apskatisim kopu sistémas
A={Ae€P(x): p(A)=A} un 1={Ae€P(x): CAc)}.
Pieradit, ka
1. sistéma 7 ir topologija kopa X,
2. sistema A ir Saja topologija slegta kopa sistemu kopa X,
3. operators ¢ ir sleguma operators topologija 7, t.i., katrai kopai A C X : ¢(A4) = A.

3.49. uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga netuksa kopa, P(x) ir visu kopas X apakskopu
sistema : P(x) — P(x) ir operators, kas apmierina ipasibas:
1) katrai apakskopai A C X : ¢(A) C A4;
2) katrai apakskopai A C X : ¢ (¢(A4)) =¥ (A);
3) visam apakskopam Aj, Ay C X : (A1 NYA2) = (A1) NY(Ag);
Lo p(X) =
Pieradit, ka
1. sistema 7: {A C X : ¥(A) = A} ir topologija kopa X,

2. operators 1 ir iekSienes operators Saja topologija 7, t.i., katrai apakskopai A C X :

P(A) = intA.
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3.50. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga netuksa kopa, B -kopas X fikseta apakskopa,
bet P(B) ir kopas B visu iespejamo apakskopu saime. Apakskopu saime 7 = {X} U P(B)
ir topologija kopa X, skat. [1.8.] uzdevumu. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 1)
1. B=X;
2. izoleto punktu kopa sakrit ar kopu B, bet akumulacijas punktu kopa sakrit ar kopu

X\ B.

3.51. uzdevums. Pieradit, ka kopa A C X ir slégta topologiska telpa (X, 7) tad un tikai tad,
o Ad
ja A% C A.

3.52. uzdevums. Minet topologiskas telpas piemeéru un apakskopu A, kurai neizpildas nosa-
cijums (A9)? ¢ A9 (tatad kopa A? nav slegta).

3.53. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7,) - topologiska telpa ar metrisko topologiju, apakskopa
A C X. Pieradit, ka (A%)? c A? (tatad kopa A? ir slegta).

3.54. uzdevums. Apskatisim sadas topologiskas telpas:

1. (R?,#) (skat. 2.29. uzdevumu);
2. (R?, 1) (skat. 2.5.] uzdevumu);
3. (R?,7y) (skat. 2.7 uzdevumu).

Katra no §im telpam pieradit, ka realas plaknes apakskopa A C R? ir

1. visur bliva tad un tikai tad, ja A ir visur bliva telpa (R?, 744);

2. nekur nebliva tad un tikai tad, ja A ir nekur nebliva telpa (R?, 744).

3.55. uzdevums. (X, 7) - topologiska telpa. Pieradit, ka jebkuras apakskopas A C X robeza
Fr A ir nekur nebliva kopa telpa (X, 7).

3.56. uzdevums. Topologiskaja telpa (X,7a) (skat. 2.32.] uzdevumu) atrast vienelementa,
divelementu utt. kopu slegumu. Vai telpa (X, 7a) kadai kopai eksiste izolétie punkti?

3.57. uzdevums. Piengemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa. Pieradit, ja telpa (X, 1)

lim z, = x un visiem indeksiem n € N x, € A, tad z € A (skat. 5. nodalu).
n—oo

3.58. uzdevums. Pienemsim, ka X ir nesanumurejama kopa (| X| > Rg), 7. ir ko-sanumuréjama
topologija (skat. 1.10. uzdevumu) kopa X.

1. Pieradit, ka telpa (X, 7.) konverge tikai stacionaras virknes.

2. Pienemsim, ka zo € X un A = X \{xo}. Pieradit, ka zo € A un telpa (X, 7.) neeksiste

virkne (z,,), ka z, € Aun lim x, = xg.
n—oo

3.59. uzdevums. Pieradit, ka, ja topologiska telpa (X, 7) apmierina pirmo sanumuréjamibas
aksiomu, tad 2o € A (A C X) tad un tikai tad, ja eksiste tada virkne (), kur =, € A
visiem n € N, ka lim =z, = xg.

n—oo

3.60. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) ir topologiska telpa, A ir kopas X apakskopa un

apskatisim kopu A° = {z € X : 3 virkne (z,,),2, € A,n € N, kanlingo T, = x} (ska.

5. nodalu). Kopu A° sauc par kopas A sekvencialu slegumu. Skaidrs, ka A ¢ 4°. Ja
A = A", tad kopu A sauc par sekvenciali slégtu telpa (X, 7).

Pieradit, ka
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1. jebkurai kopai A C X izpildas sakariba A c A;
2. ja A ir slegta kopa telpa (X, 7), tad A ir arT sekvenciali slegta kopa telpa (X, 1), t.i.,
A=A=4".
3.61. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) ir topologiska telpa (skat. 3.60. uzdevumu).

1. Konstruet tadu topologiju kopa X un kopas X apakskopu A4, ka A ¢ A°.

2. Pieradit, ka, ja telpa (X, 7) apmierina pirmo sanumuréjamibas aksiomu, tad A” = A,
t.i., Saja telpa sekvenciali slegta kopa ir slegta kopa.

3. Pieradit, ka topologiskai telpai (X, 7), kas apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu
vai kurai topologija 7 ir metriska topologija, apakskopa A, A C X butu slegta tad
un tikai tad, ja kopa A ir sekvenciali slegta.
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4.

nodala

Topologiskas telpas apakstelpa

Apskatisim topologisko telpu (X, 7), kopas X apakskopu M (M C X) un apakskopu saimi

4.1.

4.2.

4.3.

™ ={MnU, U e r}. (4.1)

uzdevums. Apskatisim topologisku telpu (X, 7) un apakskopu M C X. Pieradit, ka
apakskopu saime 7y (skat. (4.1)) ir topologija kopa M.

4.1. definicija. 7y = {M N U, U € 7} sauc par topologiskas telpas (X,7) induceto
topologiju kopa M.

4.2. definicija. Kopu M C X ar taja induceto topologiju s sauc par topologiskas telpas
(X, 7) apakstelpu.

Apzimesim
(M, 7pr) — topologiskas telpas (X, 1) apakstelpa, kur M C X.

4.3. definicija. Topologiskas telpas (X, 7) Ipasiba ir mantojama, ja ta saglabajas jeb-
kura telpas (X, 1) apakstelpa (M, ).

uzdevums. Apskatisim realas taisnes apakskopu A = [—2;
(R, 74qp) apakstelpa (A, 74) noteikt, kuras no kopam B; (i
slegtas:

2] C R. Topologiskas telpas
= 1,6) ir valgjas un kuras

. Bi={z| —1l<z<1};
2. Bo={z| —i<a< -1}
3. By = {o] o] < 1

4. By={z| 3 < |z <2}
Bs={z|0<z <2}

6. Bg={z|z=21 neN}

ot

uzdevums. Apskatisim realas taisnes apakskopu A = [—2;2] C R. Bultinas topologiskas
telpas (R, 73) (skat. 2.5.] uzdevumu) apakstelpa (A, 74) noteikt, kuras kopas B; (i = 1,6)
ir valejas un kuras slegtas:
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4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Bi={z| —1<z<1}
By={z| —} <z < -1}
By ={z | |z| < 1};
Byi={z|}< sl <2}
Bs ={z|0<xz <2}
Bg={z|xz=21 neN}

SRR ol o S o

uzdevums. Apskatisim realas plaknes apakskopu A C R2.

1. Pieradit, ka topologiskas telpas (R?, 7445) apakstelpa (A,74), ja

(a) A ir patvaliga taisne, tad topologija 74 sakrit ar parasto taisnes topologiju Tgap
kopa A;
(b) A ir galiga kopa, tad topologija 74 sakrit ar diskréto topologiju 74 kopa A.

2. Ja A = B(O;r) ir slegta lode ar centru punkta O(0;0) un radiusu r > 0, noteikt,
kuras no kopam B; (i = 1, 4) ir valgjas un kuras slégtas topologiskas telpas (R?, 7443)
apakstelpa (A, 74):

(a) Bi ={x € R? | p(z,0) < 1}

(b) B = {z € R?| } < pl2,0) < 1};

(c) Bg_{$ER2|1<p(CL' 0) <2}

(d) Bi= {w € R? | p(,0) < 1}.
uzdevums. Apskatisim netuksu, ne vienelementa apakskopu A C R2. Pieradit, ka to-
pologiskas telpas (R?, 7p7n) (skat. 1.5 uzdevumu) apakstelpa (A, 74):

1. 74 ir diskreta topologija tad un tikai tad, ja kopa A nesatur nevienu tadu punktu
pari, kuri ir simetriski pret taisni M N;
2. T4 ir antidiskréta topologija tad un tikai tad, ja kopa A sastav tikai no diviem pun-

ktiem, kuri ir savstarpeji simetriski pret taisni M N.

uzdevums. Apskatisim realas plaknes apakskopu A C R? un topologiskas telpas (R?, 7,.)
(skat. [1.5. uzdevumu) apakstelpu (A, 74).

1. Ja A ir patvaliga taisne, pieradit, ka inducéta topologija 74 sakrit ar topologiju 7g
no [1.5. uzdevuma, kur S ir patvaligs taisnes A punkts.

2. Ja A ir rigka lmija ar centru punkta (0;0) un patvaligu fiksétu pozitivu radiusu,
raksturot induceto topologiju 74.

3. Ja A ir galiga apakskopa, vai induceta topologija 74 sakrit ar diskreto topologiju?
4. Atrast nosacijumus, kad induceta topologija 74 sakrit ar diskréto topologiju, un, kad
T4 sakrit ar antidiskreto topologiju.
uzdevums. (X, 7) - topologiska telpa, A C Y C X. Pieradit, ka
Intx A C Inty A.

Vai ir pareizs apgalvojums Intx A D Inty A?
(Intx A ir kopas A ieksiene telpa (X, 7), bet Inty A ir kopas A ieksiene telpas (X, 7)
apakstelpa (Y, 7y)).

uzdevums. Pieradit, ka otra sanumurejamibas aksioma ir mantojama ipasiba. Vai ari
pirma sanumuréjamibas aksioma ir mantojama Ipasiba?
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4.9. uzdevums. Pieradit, ka separablas topologiskas telpas valéja apakskopa ir separabla
apakstelpa.

4.10. uzdevums. Pieradit, ja topologiska telpa ir metrizeéjama, tad telpas separablitate ir
mantojama 1pasiba.

4.11. uzdevums. Pieradit, ka separablai topologiskai telpai (R?, 7) no2.29./uzdevuma eksiste
neseparablas apakstelpas.

4.12. uzdevums. Apskatisim Nemicka topologisko telpu (R?, 7)) no2.7. uzdevuma. Pieradit,
ka

1. kopa L C R? induceta topologija (7n); sakrit ar diskréto topologiju;
2. apakstelpa (L, (7y);) nav separabla, kaut (R?, 7y) ir separabla telpa.
4.13. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, apakskopa G C X ir valgja kopa,

bet apakskopa A C X ir visur bliva (nekur nebliva) kopa Saja telpa. Pieradit, ka kopa
ANG ir visur bliva (nekur nebliva) kopa telpas (X, 7) apakstelpa (G, 7¢).

4.14. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) - topologiska telpa, A C B C X. Pieradit, ja A ir
visur bliva kopa apakstelpa (B, 7p) un B ir visur bliva kopa telpa (X, 7), tad ar1 A ir visur
bliva kopa telpa (X, 7).
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5.

nodala

Virknes konvergence topologiskas
telpas

Apskatisim patvaligu topologisku telpu (X, 7).

Saka, ka virkne (x,), kur z, € X un n € N, konverge uz elementu x € X, ja jebkurai
kopai U € 7(x) (7(x) ir punkta z valgjo apkartnu saime) eksisté N € N, ka visiem n > N
virknes elements x,, € U. Raksta lim x, = x.

n—oo

5.1. uzdevums. Raksturot konvergentas virknes un to robezas topologiskaja telpa (R, 7), kur

topologija
1. 7 = 7, (antidiskreta topologija);
2. 7 = 14 diskreta topologija;
3. 7 =7, (skat. [1.5.] uzdevumu);
4. 7 = Ty (skat. 1.19. uzdevumu);
5. T ir topologija, ko nosaka baze, kas sastav no intervaliem [n,n + 1], n € N;
6. 7=, 4=1,6 (skat. [1.17.] uzdevumu).

5.2. uzdevums. Katrai no sesam topologijam 7; (i = 1,2,3,4,5,6) (skat. [1.7. uzdevumu)
noteikt, vai dotas realo skaitlu virknes konverge atbilstosaja topologiskaja telpa (R, 7;):

1.

2
3
4.
)

Ty =1
= (—nl)";
Cxy = (1)

Ty =M
CZp = (—1)"n

5.3. uzdevums. Atrast visas konvergentas skaitlu virknes un to robezas sadam topologijam
7 realo skaitlu kopa R:

1.
2.
3.

T = Ta;
T = Td;
T=T
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

4. T = Tipy;
5. 7 ir topologija, ko nosaka baze, kura sastav no visiem intervaliem [n;n + 1], n € N.
6. 7 (i1=1,2,3,4,5,6) (skat. 1.7.] uzdevumu).

uzdevums. Pieradit, ka konvergentas realo skaitlu virknes topologiska telpa (R, 7.) ir tas

pasas ka topologiska telpa (R, 74), kaut ko-sanumuréjama topologija 7. (skat. [1.10./ uzde-
vumu) nesakrit ar diskreto topologiju 74 (skat. [1.2. uzdevumu) realo skaitlu kopa R.

uzdevums. Pienemsim, ka patvaliga kopa X dotas divas topologijas 7 un 79, topologis-

ka telpa (X,71) lim z, = a, bet topologiska telpa (X,72) lim z, = b. Minet piemeru,
n—oo n—oo

lai a # b.

uzdevums. Minet netrivialas topologiskas telpas (X, 7) piemeru (topologija T nesakrit

ar antidiskreto topologiju 7,) un minet tadu virkni kopa X, kurai ir vairakas dazadas
robezas.

uzdevums. Minet topologiskas telpas (X, 7) un tadas divergentas virknes (z,) pieméru
saja telpa, ka kopai {z,,/ n € N} eksiste viens vienigs akumulacijas punkts telpa (X, 7).

uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga nesanumuréjama kopa ar ko-sanumurejamo
topologiju 7. (skat. [1.10. uzdevumu). Pieradit, ka topologiska telpa (X, ;)
1. vienigas konvergentas virknes ir stacionaras virknes;
2. ja punkts z¢p € X un kopa A = X\{z¢}, tad
(a) zo € A
(b) neviena no virkném (x,), z, € A, nekonverge uz punktu z.
uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) patvaliga topologiska telpa, A C X ir patvaliga kopas

X apakskopa, punkts xg € A. Paradit, ja punkta z( eksiste sanumuréjama lokala apkartnu
sistema, tad eksisté virkne (z,,), kuras punkti z, € A un kuras robeza ir punkts z.

5.10. uzdevums. Pieradit, ka Eiklida telpas R™ ar parasto topologiju 744 (skat. [1.5. uzde-

vumu) apakskopa A C R™ ir slegta tad un tikai tad, ja katras telpa (R™, 7445) konvergentas
virknes (zy,), kur z,, € A, robeza pieder kopai A.



6. nodala

Nepartraukti, slegti un valeji
attelojumi. Homeomorfisms

Apskatisim topologiskas telpas (X, 7x) un (Y, 7y).

6.1. definicija. Attelojumu f : (X,7x) — (Y, 7y) sauc par nepartrauktu punkta
xo € X, ja katrai punkta yp = f(zo) valgjai apkartnei U(yp) eksiste tada punkta xy valgja
apkartne U(xg), ka

f(U(z0)) € U(yo)-

6.2. definicija. Attelojumu f : (X, 7x) — (Y, 7y) sauc par nepartrauktu, ja attelojums
f ir nepartraukts katra punkta r € X.

6.1. teorema. Sadi nosactjumi ir ekvivalenti attelojumam f : (X,7x) — (Y, 7y):

1. f ir nepartraukts attelojums ;

2. jebkuras telpa (Y, 7y) valejas kopas pirmtels ir valeja kopa telpa (X, 7x), t.i.,
VVery = fTH(V)erx;

3. jebkuras telpa (Y, 7y) slegtas kopas pirmtels ir slegta kopa telpa (X, 7x), t.i.,
VV el = fHV) e Ax;

4. jebkurai apakskopai A C X izpildas nosacijums f(A) C f(A).

6.3. definicija. Attelojumu f : (X,7x) — (Y,7y) sauc par valgju, ja jebkuras valgjas
kopas telpa (X, 7x) attels ir valeja kopa telpa (Y, 7v), t.i.,

VVerx = f(V)€ry.
6.4. definicija. Attelojumu f : (X,7x) — (Y, 7y) sauc par slegtu, ja jebkuras slegtas
kopas telpa (X, 7x) attels ir slegta kopa telpa (Y, 7y), t.i.,

VVelx = f(V)e.
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.5. definicija. Attelojumu f: (X,7x) — (Y, 7y) sauc par homeomorfismu, ja

1. f ir bijektivs attelojums;
2. f ir nepartraukts attelojums;

3. inversais attelojums f~!: (Y, 7y) — (X, Ty) ir nepartraukts.

6.2. teorema. Ja attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts un bijektivs, tad sadi
nosacijumi ir ekvivalenti:

1. f ir homeomorfisms;

2. f ir valejs attelojums;

3. f ir slegts attelojums.

6.6. definicija. Topologiskas telpas (X, 7x) un (Y, 7y) sauc par homeomorfam, ja eksisté
attelojums f: (X, 7x) — (Y, 7y), kas ir homeomorfisms.

uzdevums. Apskatisim identisko attelojumu f : (X,7) — (X,7), t.i., attelojumam f
katra punkta = € X attels f(z) = x . Pieradit, ka

1. fir nepartraukts attelojums tad un tikai tad, ja topologija 7 ir stipraka par topologiju
T

2. f ir homeomorfisms tad un tikai tad, ja topologijas sakrit 7 = 7.

uzdevums. Apskatisim realo skaitlu kopu R un divas topologijas
= {;R; {1}},
7 = {0;R; {2}}

kopa R. Pieradit, ka topologiskas telpas (R,7;) un (R, 72) ir homeomorfas, lai gan ap-
skatitas topologijas nesakrit 71 # To.
uzdevums. Apskatisim bijektivu attelojumu f : (X,7x) — (Y,7y). Pieradit, ka inver-
sais attelojums f~!: (Y, 7y) — (X, Tx) ir nepartraukts tad un tikai tad, ja
f:(X,7x) — (Y, 7y) ir valgjs attelojums (f : (X,7x) — (Y, 7y) ir slegts attelojums).
uzdevums. Apskatisim attelojumu f: (X, 7x) — (Y, 7v).

1. Pieradtt, ka attelojums f ir nepartraukts tad un tikai tad, kad katrai kopai A, A C X

izpildas nosacijums f(A) C f(A);
2. Vai ir patiess apgalvojums, ja f ir nepartraukts attelojums un punkts x ir kopas

A, A C X, akumulacijas punkts telpa (X, 7x), tad punkts f(z) ir kopas f(A) aku-
mulacijas punkts telpa (Y, 7y)?

uzdevums. Apskatisim attélojumu
f : ((_15 1)37—’ind) - (]R> Tdab)7
kur attelojumu f katram punktam x € (—1;1) definé péec formulas

f(x)

x
1=z

bet 7,4 ir realas taisnes R parastas topologijas 744, induceta topologija intervala (—1;1).
Noskaidrot, vai attelojums f ir homeomorfisms?
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6.6. uzdevums. Apskatisim patvaligu topologisku telpu (Y, 7y). Pieradit, ka katram attelo-
jumam f : X — Y eksisté visvajaka topologija 7x kopa X, kurai f : (X,7x) — (Y, 7y)
ir nepartraukts attelojums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7x) ir diskréta tad un tikai
tad, ja jebkurs attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts attelojums.

6.7. uzdevums. Apskatisim patvaligu topologisku telpu (X, 7x). Pieradit, ka katram attelo-
jumam f: X — Y eksiste visstipraka topologija 7y kopa Y, kurai f : (X,7x) — (Y, 7y) ir
nepartraukts attelojums. Pieradit, ka topologiska telpa (Y, 7y) ir antidiskréta tad un tikai
tad, ja jebkurs attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts attélojums.

6.8. uzdevums. Apskatisim nepartrauktu skaitlisku funkciju f : (X, 7) — (R, Tgap)-

1. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) jebkuriem skaitliem
(a) o, € R (a < ) sadas kopas ir slegtas:

F={reX|f(z)<a},

Fy={reX| f(z) = a},
Fs={reX|a<f(x)<pg}
(b) o, € R (a < B) sadas kopas ir valgjas:

Gi={rc X[ f(z)<a},

Go = {r e X | f(z) > a}.
Gs={reX|a< f(x) <p}.

(c) Vai (a) un (b) punktos apskatitajam kopam izpildas sakaribas G1 = Fy, Go = F»
un G3 = F3?

2. Pieradit, ja kada punkta zp € X attels f(xzg) = a # 0, tad eksisté punkta xg tada
apkartne V (zg), ka visiem punktiem x € V(z) attels f(z) #0 (f(x) >0, ja a > 0,
un f(z) <0, jaa <0).

6.9. uzdevums. Apskatisim nepartrauktas skaitliskas funkcijas f,g: (X, 7) — (R, 7gap)-

1. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) sadas kopas ir

(a) slegtas:
h={zeX|f(z)

B={reX]|f(z)
Fy={z e X | f(z)

(2)},
(2)},
()}

<9
29
9

(b) valgjas:
Gi={ze X | f(z) <g(z)},
Gy ={z e X | f(z) > g(z)}.
2. Vai izpildas sakaribas G = F} un Gy = Fy?

6.10. uzdevums. Apskatisim divas kopas X =Y = R. Pienemsim, ka kopa Y dota topologija
Ts, kur punkts S = 0, bet kopa X - parasta topologija T4qp (skat. [1.5. uzdevumu).

1. Pieradit, ka katra punkta x € X = R funkcija y = = + 3 ir partraukta.

3

2. Noteikt, vai funkcijas ¥y = x° un y = cosz ir nepartrauktas.
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3. Minet tadas nepartrauktas funkcijas piemeru, kura nav konstanta.

6.11. uzdevums. Apskatisim divas kopas X = Y = R. Pienemsim, ka kopa X dota
topologija 7g, kur S = 0, bet kopa Y dota parasta topologija 7445 (skat. [1.5. uzdevumu).

1. Pieradit, ka jebkura para funkcija f : (X,7s) — (Y, 74ap) ir nepartraukta. Pieradit,
ka sads apgalvojums ir speka pat, ja kopa Y dota patvaliga topologija.
2. Noteikt, vai jebkura nepara funkcija g : (X, 7s) — (Y, 74qp) ir nepartraukta.

6.12. uzdevums. Pienemsim, ka kopa R dota topologija 7g, kur punkts S = 0 (skat. [1.5.
uzdevumu).

1. Pieradit, ka jebkura para un jebkura nepara funkcija f : (R,7g) — (R,7g) ir
nepartraukta.

2. Atrast nepartrauktibas kriteriju funkcijai
[ (R, 75) = (R, 75).

6.13. uzdevums. Pienemsim, ka kopa X = R dota patvaliga topologija 7, bet kopa ¥ = R
dota topologija i (skat. 1.19.] uzdevumu).

1. Pieradit, ka jebkura funkcija f : (X,7) — (Y, 7irr), kuras vertibas ir racionali skaitli
(t.i., f(z) € Q, z € X), ir nepartraukta.

2. Ja T = T44p, minet nepartrauktas funkcijas piemeru, kuras vertibas ir gan racionali,
gan irracionali skaitli.

3. Noteikt, vai ir nepartrauktas sadas funkcijas

f . (RaTdab) - (RaTirr) :

(a) f(x) = [x] (Seit [z] ir reala skaitla x vesela dala);
() f(z) =2 +x - 3;

() f(z) = cosz;

(d) fz)= V2

() f(z) = signa

6.14. uzdevums. Apskatisim funkciju

f : (R, Tirr) - (R, Tirr)-
(Topologiju 7 skat. [1.5. uzdevuma).

1. Pieradit, ka funkcija f ir nepartraukta tad un tikai tad, ja izpildas implikacija:
ja funkcijas vertiba ir irracionals skaitlis, tad arT atbilstoSa argumenta vertiba ir
irracionals skaitlis, t.i., ja f(z) € R\ Q, tad z € R\ Q.

2. Noteikt, vai funkcija f(x) = 2™, kur n > 1 un n € N, ir nepartraukta.
6.15. uzdevums. Atrast kaut kadu nepartrauktibas kriteriju funkcijai f:

L f: (R, 7gap) = (R, Tipr);
2. f: (R, Tipr) = (R, Tgap)-
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6.16. uzdevums. Apskatisim funkciju
(R, 7aap) — (R, 73)
(Beit: 1y ir Zariska jeb ko-galiga topologija, skat. [1.9. uzdevumu).

1. Atrast nepartrauktibas kritériju funkcijai f.

2. Pieradit, ka jebkurs polinoms f(r) = a,2™ + ap_12" ' + ...+ a12 + ag, a; € R, ir
nepartraukta funkcija.

3. Pieradit, ka funkcija f(x) = cosx ir nepartraukta.

6.17. uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga bezgaliga kopa. Apskatisim Zariska topolo-
gisko telpu (X, 73) (skat. 1.9.]uzdevumu) un parasto topologiju 744 kopa Y = R. Pieradit,
ka funkcija

[ (X, ) — (R, Taap)

ir nepartraukta funkcija tad un tikai tad, ja f ir konstanta funkcija.

6.18. uzdevums. Piegemsim, ka X =Y = (R, 7%) ir realo skaitlu taisnes ar Zariska topolo-
giju.
1. Minet kadas nepartrauktas funkcijas f : X — Y un kadas partrauktas funkcijas
g: X — Y piemeru.

2. Vaiir speka apgalvojums, ka katra stingi monotona funkcija f : X — Y ir nepartraukta,
bet katra periodiska funkcija f : X — Y ir partraukta?

3. Atrast nepartrauktibas kriteriju funkcijai
[ (R, 7) — (R, 7).
6.19. uzdevums. Noteikt, vai ir nepartrauktas sadas funkcijas
fR7r)—(R,7)

(topologiju 7, skat. [1.5.] uzdevuma):

L f(z) = a%
2. f(x) = cosz.

6.20. uzdevums. Noteikt, vai attelojums
frR,7) — (R, 7s),

kur punkts S = 0, (topologijas 7, un 7g skat. [1.5. uzdevuma) ir nepartraukts, ja funkcija
f(z) = cosx.

6.21. uzdevums. Noteikt, vai attelojums
[ (RaTS) - (Ra 7—7")7

kur punkts S = 0, (topologijas 7, un 7g skat. [1.5. uzdevuma) ir nepartraukts, ja funkcija
f(z) =sinzx.

6.22. uzdevums. Pienemsim, ka X ir realo skaitlu kopa ar parasto topologiju 744p, bet Y ir
realo skaitlu kopa ar Zorgenfreija topologiju 7, (skat. 2.5.] uzdevuma).
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1. Noteikt, vai dotas funkcijas f : X — Y ir nepartrauktas punkta z = O:

(a) y = f(z) =%
(b) y = f(x) = %

©v=r={ 7 220

2. Atrast nepartrauktibas kriteriju funkcijai f : (R, 744) — (R, 7).
3. Noteikt, vai dotas funkcijas g : ¥ — X ir nepartrauktas punkta y = 0:

(a) == g(y) = signy;
(b) = = g(y) = [y] (seit [y] reala skaitla y vesela dala).

4. Atrast nepartrauktibas kritériju funkcijai f : (R, 7) — (R, 74ap)-
6.23. uzdevums. Realo skaitlu kopa R apskatisim topologiju 74, kuras baze ir sistema
By = {(a;+0) | a € R}
(skat. 2.10. uzdevumu).

1. Noteikt, vai dotas funkcijas f : (R, 7445) — (R, 74) ir nepartrauktas punkta x = 0:

1 )
@ f@={ 5 78
1 0:
CRICES
_J L oze
(c) fz) = { ¢, x €1 (8eit c ir fiksets reals skaitlis).

2. Atrast nepartrauktibas kriteriju funkcijai
[+ (R, Taap) — (R, 74).
6.24. uzdevums. Apskatisim funkciju
[ (R, Taan) — (R, Taab),

kuras analitiska izteiksme ir
T

r)=-—>.
Pieradit, ka f ir nepartraukts attelojums, tacu nav ne valejs, ne slegts attelojums.

6.25. uzdevums. Apskatisim tadu funkciju f : R? — R, ka katram punktam (z1;15) € R?
attels f((x1;x2)) = x1. Pieradit, ja

1. funkcija
£ (R 7aap) — (R, Taap),

tad f ir nepartraukts un valejs attelojums, bet nav slegts attelojums.

2. funkcija
£ (R 1) — (R, 7),

tad f ir valejs attelojums, bet nav slégts un nav nepartraukts attelojums.

(Parasto topologiju 7445 skat. [1.5.] uzdevuma, ko-galigo topologiju 74 skat. [1.9. uzdevuma
un ko-sanumurejamo topologiju 7, skat. [1.10. uzdevuma.)
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6.26. uzdevums. Apskatisim funkciju

[ (R, 7gap) — ([0;1], Tina),

kur
0, =<0
flx)=2 z, 0<z<1;
1, =z>1,

bet 7;,q ir taisnes R parastas topologijas 7445 inducéta topologija kopa [0;1]. Pieradit, ka
f ir nepartraukts un slégts attelojums, bet nav valéjs attélojums.

6.27. uzdevums. Apskatisim funkciju

f : (R’Tb) - ({07 1}77—1)7

0, =<0
1, x>0,

)= {
bet topologija 71 = {0,{0;1},{0}} un 7, ir Zorgenfreija topologija (skat. 2.5./ uzdevumu).
Pieradit, ka f nav valéjs, nav slégts un nav nepartraukts attelojums.

6.28. uzdevums. Pieradit, ka slegtu (valeju) attelojumu kompozicija ir slegts (valejs) attelojums.
6.29. uzdevums. Apskatisim funkciju
f(R,m) = (R,m),

kuras analitiska izteiksme ir
f(z)=az, v €R

(8eit a ir fiksets reals skaitlis). Pieradit, ka

1. attelojums f ir homeomorfisms, ja a ir reals pozitivs skaitlis;

2. attélojums f pat nav nepartraukts attélojums, ja a ir reals negativs skaitlis.
6.30. uzdevums. Apskatisim funkciju
f:(R,7)— (R,7),

kuras analitiska izteiksme ir
fx)=ax, x €R
(8eit a ir fiksets reals skaitlis). Noteikt, vai f ir nepartraukts attelojums un homeomorfisms,
ja
1. 7 = 74ap (parasta topologija),
2. T = 74 (diskreta topologija),
3. T = 7, (antidiskréta topologija),
4. 7 = 11 (ko-galiga topologija).
6.31. uzdevums. Apskatisim funkciju

f : (N,Tk) — (R,Tdab).

Pieradit, ka f ir nepartraukts attelojums tad un tikai tad, ja f ir konstants attelojums.
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6.32. uzdevums. Pieradit, ka no visiem attelojumiem, kas realo skaitlu taisni ar parasto
topologiju attelo par diskretu topologisku telpu, tikai konstants attelojums ir nepartraukts.

6.33. uzdevums. Apskatisim sadas topologiskas telpas (R, 74), (R, 74), (R, 7%), (R, 73), (R, Tgap),
kur 74 ir diskreta topologija, 7, - antidiskreta topologija, 75 - ko-galiga topologija, 7, -
bultinas topologija, bet 744 ir parasta topologija kopa R. Ieverosim, ka

Ta C Tp C Tdgap C T C T4.

Apskatisim identiskos attelojumus f;(z) = id(z) = z, kur i = 1,8, kas kopu R attelo sevt:

(R, 7g) L5 (R, 1) 2 (R, 7a) L5 (R, 1) L5 (R, 7);

(R, 7q) «— (R, 7) «— (R, 7gap) « (R, 71) = (R, 7).
f f fe f:

8 7 5

Pieradit, ka attelojumi fi, fo, f3, f4 un to kompozicijas ir nepartraukti, savukart,
attelojumi f5, fs, f7, fs un to kompozicijas nav nepartraukti attelojumi.

6.34. uzdevums. Piegemsim, ka Y = (Y, 7y) ir patvaliga topologiska telpa, X ir patvaliga
netuksa kopa, bet f: X — Y ir patvaligs attélojums.

1. Pieradit, ka apakskopu saime

T={f(V)/V e}

ir topologija kopa X (8o topologiju kopa X sauc par inicialo topologiju).

2. Pieradit, ka iniciala topologija 7 = {f~1(V) / V € 7y} ir visvajaka starp visam
topologijam 7x kopa X, kuram attelojums f : (X,7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts.

3. Kopa X = R konstruét inicialo topologiju, ja Y = (R, 7445) un attelojums:

6.35. uzdevums. Pienemsim, ka Y, = (Y,7,), kur a € I, ir patvaligu topologisku telpu
saime, X ir patvaliga netuksa kopa, bet f, : X — Y, kur « € I, ir patvaligu attelojumu
saime. Pieradit, ka eksisté tada visvajaka topologija kopa X, kura visi attelojumi f,, kur
a € I, ir nepartraukti (So topologiju kopa X sauc par wvisparinato inicialo topologiju).

6.36. uzdevums. Piegemsim, ka X = (X, 7x) ir patvaliga topologiska telpa, Y ir patvaliga
netuksa kopa, bet f: X — Y ir patvaligs attelojums.

1. Pieradit, ka apakskopu saime
r={G/GeY,f1(G) e rx}

ir topologija kopa Y (8o topologiju kopa Y sauc par finalo topologiju).

2. Pieradit, ka finala topologija 7 = {G / G € Y, f~}(G) € 7x} ir visstipraka no visam
tam topologijam 7y kopa Y, kuram attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts.

3. Kopa Y = R konstruet finalo topologiju, ja X = (R, 744) un attelojums:
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(@) £ =%

() J(&) = sin

(©) fa) = sign

@ s ={y 2EF

6.37. uzdevums. Pienemsim, ka X, = (X,7,), kur o € I, ir patvaligu topologisku telpu
saime, Y ir patvaliga netuksa kopa, bet f, : Xo — Y, kur a € I, ir patvaligu attelojumu
saime. Pieradit, ka eksisté tada visstipraka topologija kopa Y, kura visi att€lojumi fq,
kur « € I, ir nepartraukti (3o topologiju kopa X sauc par visparinato finalo topologiju).

6.38. uzdevums. Vai visparinata iniciala (visparinata finala) topologija klus stipraka vai
vajaka, ja tiks paplasinata attelojumu f, : X — Y, kur « € I, saime {f,,a € 1}?

6.39. uzdevums. Piengemsim, ka kopa X =Y = R. Noskaidrot, kuri no attelojumiem f(z)
ir homeomorfismi:

L fo(X,m) — (Y,7k), Ja f(z) =

2. f: (X, Tirr) - (K Tirr)a ja f(.%‘) = 3337

3. [ (X)) = (Y,7), Ja f(z) = tgw;

4. f:(X,7g) — (Y, 7s), ja f(x) = tgz un punkts S = 0.

6.40. uzdevums. Piengemsim, ka f : X — Y ir patvaligs bijektivs nepartraukts telpas (X, 7x)
attelojums par telpu (Y, 7y ). Pieradit, ka sadi tris nosacijumi ir ekvivalenti:

1. f ir valejs attelojums;
2. f ir slegts attelojums;

3. f ir homeomorfs attelojums.

6.41. uzdevums. Konstruet nehomeomorfas topologiskas telpas X un Y, katra no kuram
butu homeomorfa otras telpas kadai apakstelpai.

6.42. uzdevums. Konstruet nehomeomorfas topologiskas telpas X un Y, katru no kuram,
izmantojot bijektivu nepartrauktu funkciju, var attelot par otru telpu.

6.43. uzdevums. Pieradit, ka jebkura metriska telpa ir homeomorfa metriskai telpai ar galigu
diametru. (Noradijums, skat. [1.25. uzdevumu, izmantot attelojumu id : (X, p) — (X, p*),
t.i., id(x) = z katram punktam z € X).

6.44. uzdevums. Attelojumu f : (X, 7x) — (Y, 7y) sauksim par sekvencionali nepartrauktu,
ja katrai virknei (z,,) (zn, € X un n € N), kuras robeza lim z, = a, §is virknes attelu

robeza lim f(zy) = f(a).

1. Pieradit, ka attelojums f : (X,7x) — (Y, 7y) ir sekvencionali nepartraukts tad un
tikai tad, ja jebkuras telpas Y sekvencionali slegtas apakikopas B pirmtels f~!(B) ir
sekvencionali slegta apakskopa telpa (X, 7x) (skat. [3.60. uzdevumu).

2. Pieradit, ja attelojums f : (X,7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts, tad $is attelojums ir
ar1 sekvencionali nepartraukts.

3. Pieradit, ja topologiska telpa (X, 7x) apmierina pirmo sanumuréjamibas aksiomu, un
attelojums f : (X,7x) — (Y, 7y) ir sekvencionali nepartraukts, tad sis attelojums ir
nepartraukts.
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4. Pieradit, ja topologiska telpa (X, 7x) apmierina pirmo sanumuréjamibas aksiomu
vai telpa (X, 7x) ir metriska telpa (7x = 7, metriska topologija), tad attelojums
f+ (X,7x) — (Y, 7y) ir nepartraukts, tad un tikai tad, ja Sis attelojums ir sekven-
cionali nepartraukts.

6.45. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir patvaligs slegts attelojums, ® C Y un
F = f~Y(®), bet U ir patvaliga valeja kopa telpa X, kura satur kopu F. Pieradit, ka
telpa Y eksiste tada valeja kopa V, ka ® C V un f~1(V) C U.

6.46. uzdevums. Pieradit, ka attelojums f : X — Y ir slegts tad un tikai tad, ja katram
punktam y € Y un katrai kopas f~!(y) apkartnei U eksisté tada punkta y apkartne V/,
kurai f~1(V) C U.

6.47. uzdevums. Vai eksiste topologiska telpa, kuras jebkurs valejs attelojums uz citu topologisku
telpu ir slegts?

6.48. uzdevums. Pieradit, ka attelojums f : X — Y ir valejs tad un tikai tad, ja

1. katrai kopai B C Y ir speka apgalvojums f~1(B) C f~1(B);

2. katrai kopai B C Y ir speka apgalvojums f~'(EFrB) C Fr[f~Y(B)]. (Seit B ir kopas
B slegums, bet F'rB ir kopas B robeza).

6.49. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir valejs attelojums, kas topologisko telpu X
attelo uz topologisko telpu Y. Kopa X’ = f~1(Y’) ir apakskopas Y’ C Y pirmtels ar
attelojumu f. Pieradit, ka attelojums f’ : X’ — Y’ ir valejs attelojums, ja f' = f{X, ir
attelojuma f saSaurinajumskopa X'.

6.50. uzdevums. Pieradit, ka attelojums f : X — Y ir valejs tad un tikai tad, ja topologiskas
telpas X katras bazes kopas attels ar f ir valeja kopa topologiska telpa Y.

6.51. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir nepartraukts valgjs attelojums, kas topologisko
telpu X attelo uz topologisko telpu Y. Pieradit, ka telpas Y svars neparsniedz telpas X
svaru.

6.52. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir valejs attelojums, apakSkopa X’ € X un
katram punktam y € Y pirmtels f~!'(y) = X’ N f~(y). Pieradit, ka attelojuma f
sasaurinajums kopa X' f/ = f‘X, : X’ — Y ir valejs attelojums.

6.53. uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga topologiska telpa, bet X’ patvaliga apakskopa
X' € X. Pieradtt, ka induceta topologija kopa X’ ir vismazaka no visam iesp€jamajam
topologijam kopa X', kurai attélojums id : X' — X ir nepartraukts (Seit id : X — X'
ir identiskais attélojums), kurs katram punktam x € X' piekarto to pasu punktu, t.i.,
id(x) = x.

6.54. uzdevums. Pienemsim, ka kopa X C R? ir kvadrats ar savu robezu, bet kopa Y C R
ir viena no kvadrata malam, attelojums f : X — Y ir kopas X projekcija uz Y. Pieradit,
ka f: (X, 7gap) — (Y, Taap), kur 7445 ir parasta topologija, ir nepartraukts, valejs un slégts
attelojums.

6.55. uzdevums. Pienemsim, ka kopa X ir kvadrats bez savas robezas, bet kopa Y ir viena
no kvadrata malam (nogrieznis bez galapunktiem), attelojums f : X — Y ir kopas X
projekcija uz Y. Pieradit, ka f : (X, 7qa) — (Y, Taap), kur 744 ir parasta topologija, ir
nepartraukts, valejs, bet nav slegts attelojums.
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6.56. uzdevums. Pienemsim, ka X un Y ir patvaligas topologiskas telpas, f : X — Y ir
patvaligs attelojums, bet Y/ C Y ir patvaliga telpas Y apakstelpa, kurai f(X) C Y.
Pieradit, ja

1. attelojums f : X — Y ir nepartraukts, tad ar1 f : X — Y” ir nepartraukts attelojums;
2. attelojums f: X — Y ir valejs, tad arT f : X — Y’ ir valéjs attelojums;
3. attelojums f: X — Y ir slegts, tad ar1 f : X — Y’ ir slegts attelojums.

6.57. uzdevums. Piepemsim, ka X un Y ir patvaligas topologiskas telpas, f : X — Y ir
nepartraukts attelojums, bet X’ C X ir patvaliga telpas X apakstelpa, Y/ = f(X’) un
= f‘X,. Vai pareizi ir sadi apgalvojumi?

1. f': X’ — Y’ ir nepartraukts attelojums;

2. Ja X' ir slegta telpas X apakskopa un f : X — Y ir slegts attelojums, tad arl
f: X' = Y ir slegts attelojums;

3. Ja X’ ir valgja kopas X apakskopa un f : X — Y ir valgjs attelojums, tad arT
f': X' =Y ir valejs attelojums.
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7. nodala

Sakarigas un lineari sakarigas telpas

Apskatisim topologisko telpu (X, 7) un patvaligu apakskopu A C X. Ar \ apzimesim topologiskas
telpas (X, 7) visu slegto apakskopu saimi.

7.1. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par nesakarigu, ja eksisté tadas netuksas valgjas
kopas U € 7 un V € 7, kuram izpildas nosacijumi:

1. X=UUV;
2.UNV =0.

7.2. definicija. Topologisko telpu (X, ) sauc par sakarigu, ja Si telpa nav nesakariga.

7.3. definicija. Topologiskas telpas (X, 7) kopu A sauc par sakarigu, ja telpas (X, 7) attieciga
apakstelpa (A, 74) ir sakariga.

7.1. teorema. Topologiska telpa (X, 7) ir nesakariga tad un tikai tad, ja

1. eksiste tadas netuksas slegtas kopas U € A un V' € A, kuram izpildas nosacijumi:

X=UuVunUNV =0.

2. eksiste netuksa un no pasas kopas X atskiriga apakskopa, kas ir vienlaicigi slegta un valgja,
t.i., eksiste kopa U C X, ka:
Uert;, Ue

U#0;, U+#X.

7.4. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par lineari sakarigu, ja jebkuriem diviem pun-
ktiem x; € X un z9 € X eksisté tads nepartraukts attelojums f : ([0; 1], 74ap) — (X, 7), ka

f(0) =21 un f(1) = zo.

7.2. teorema. Lineari sakariga topologiska telpa ir sakariga.

7.5. definicija. Par punkta x € X sakarigo komponenti sauc lielako sakarigo kopu K, C X,
kurai z € K, t.i., ja A C X, x € A, A-sakariga kopa telpa (X, 7), tad A C K.

7.6. definicija. Par telpas (X, 7) sakarigo komponenti sauc lielako netukso sakarigo apakskopu
K C X, ti., ja A C X, A-sakariga kopa telpa (X,7), ANK # (), tad A C K.

7.7. definicija. Par punkta x € X lineari sakarigo komponenti sauc lielako lineari sakarigo
kopu L, C X, kurai z € Lxx, ti., ja A C X, x € A, A - lineari sakariga kopa telpa (X, 1), tad
AC L.
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7.1. uzdevums. Noskaidrot, vai sadas topologiskas telpas ir sakarigas:

1. (R,7y) (skat. 1.2 uzdevumu);
2. (R, 7) (skat. 2.5 uzdevumu);
3. (R, 7irr) (skat. 1.19) uzdevumu);
4. (R, 7.r) (skat. 1.5 uzdevumu).

7.2. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (R, 7psn) un (R? 75) ir nesakarigas (skat.
1.5/ uzdevumu).

7.3. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir nesakariga tad un tikai tad, ja eksiste
netuksa no kopas X atskiriga apakskopa A, A C X, kurai nav robezas, t.i., FrA = (.

7.4. uzdevums. Izmantojot/7.3. uzdevuma apgalvojumu, pieradit, ka topologiska telpa (R™, 7,.)
ir sakariga.

7.5. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) ir patvaliga topologiska telpa. Pieradit, ka sakarigas
apakskopas A C X slegums A ar1 ir sakariga kopa.

7.6. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) ir patvaliga topologiska telpa. Pieradit, ja Saja telpa
eksisté sakariga visur bliva apakskopa A C X, tad pati telpa (X, 7) ir sakariga.

7.7. uzdevums. Minet piemeru, ka topologiskas telpas (X, 7) sakarigas apakskopas A C X
ieksiene IntA ne vienmer ir sakariga kopa.

7.8. uzdevums. Minet piemeru, ka topologiskas telpas (X, 7) sakarigas apakskopas A C X
robeza FrA ne vienmer ir sakariga kopa.

7.9. uzdevums. Noskaidrot, vai topologiskas telpas (R, 7445) (skat. [1.5.]uzdevumu) racionalo
skaitlu apakskopa Q C R ir sakariga kopa?

7.10. uzdevums. Pienemsim, ka X -patvaliga nesanumurejama kopa un 7, ko-galiga topologija
kopa X (skat. 1.9. uzdevumu). Pieradit, ka (X, 7x) ir sakariga telpa.

7.11. uzdevums. Pienemsim, ka S° = {—1;1} ir nulldimensionala sféra topologiska telpa
(R, 74qp). Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir nesakariga tad un tikai tad, ja eksisté
nepartraukts sirjektivs attelojums f: X — SY.

7.12. uzdevums. Izmantojot [7.11./ uzdevuma apgalvojumu, pieradit, ka jebkurS nogrieznis
[a; b], kur —oo < a < b < 400, ir sakariga kopa topologiska telpa (R, 74ap)-

7.13. uzdevums. Piegemsim, ka (X,7) ir patvaliga topologiska telpa, A C X patvaliga
apakskopa, bet B C X sakariga apakskopa. Pieradit, ja BN A # () un BN (X\A) # 0,
tad BN FrA # 0.

7.14. uzdevums. Noskaidrot, kuras no dotajam topologiskajam telpam ir lineari sakarigas:

X, 1), kur kopa X = {a;b} un topologija 71 = {0; X;{a}};
R, T4ap) (skat. [1.5. uzdevumu);

R, 7,) (skat. [I.1.] uzdevumu);
(
(
)

R, 7irr) (skat. 1.19.) uzdevumu).

skat. [1.5.] uzdevumu);

skat. [1.9. uzdevumu);

-
- (
- (
- (R,
- (R,
-

S O e W N
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7.15. uzdevums. Minet tadas sakarigas telpas piemeru, kura nav lineari sakariga telpa.

7.16. uzdevums. Piegemsim, ka (X, 7) ir topologiska telpa un punkti a,b € X, a # b.
Pieradit, ka So punktu atbilstosas sakarigas komponentes K, un K; vai nu neskelas, vai
nu sakrit.

7.17. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) ir sakariga topologiska telpa un katram punktam
x € X eksiste lineari sakariga apkartne U (z € U, U € 7). Pieradit, ka topologiska telpa
(X, 7) ir lineari sakariga topologiska telpa.

7.18. uzdevums. Izmantojot [7.17.] uzdevuma apgalvojumu, pieradit, ka topologiska telpa
(R™, 7445) jebkurai valgjai kopai G, G C R™, sakarigums un linearais sakarigums ir ekviva-
lentas 1pasibas, tai skaita telpa (R™, 744p) ir vienlaicigi sakariga un lineari sakariga.

7.19. uzdevums. Vai vienmeér topologiskas telpas sakariga komponente (punkta sakariga
komponente) ir
1. slegta kopa;

2. valeja kopa?
7.20. uzdevums. Atrast sakarigo komponenti sadam topologiskam telpam:

1. (X, 71), kur kopa X = {a;b;c} un topologija 7 = {0; X; {a};{b;c}};
2. (R, 7qap) (skat. 1.5 uzdevumu);

3. (R, 74) (skat. 1.1 uzdevumu);

4. (R, 7) (skat. 1.5. uzdevumu);

5 (

. (R, 7%) (skat. 1.9.) uzdevumu).

7.21. uzdevums. Apskatisim topologiskas telpas (R2, 744) apakstelpu (E,7g) ar inducéto
(o]
topologiju 7z, ja E = |J M, U{A} U{B}, kur kopa
n=1

M, = {(z,0) e R? : f(z) € [0;1],y = 2}, (n € N) un 4 = (0;0), B = (1;0) ir kopas R>
punkti. Atrast kopas E punktu sakarigas komponentes.

7.22. uzdevums. Pienemsim, ka (X, 7) ir patvaliga topologiska telpa, punkts € X, bet K,
un L, ir attiecigi punkta x sakariga komponente un lineari sakariga komponente.

1. Pieradit, ka kopa K, ir vienmer slegta, tacu ne vienmer kopa L, ir slegta.

2. Pieradit, ka vienmer speka ir nosacijums L, C K., tacu ne vienmer paliek speka
nosacijums K, C L.

3. Ja topologiskas telpas (X,7) katram punktam eksiste lineari sakariga apkartne,
tad jebkura lineari sakariga komponente L, ir vienlaicigi valeéja un slegta kopa un
L,= K,.

7.23. uzdevums. Pienemsim, ka {X,,a € I} ir topologiskas telpas (X, 7) sakarigu (lineari
sakarigu) kopu sistema. Pieradit, ka, ja skelums (| X, # 0, tad apvienojums |J X, ir
« (6%

sakariga (lineari sakariga) kopa telpa (X, 7).

7.24. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir nepartraukts sirjektivs attelojums, kas attélo
topologisko telpu (X, 7x) par topologisko telpu (Y, 7y ). Pieradit, ka, ja topologiska telpa
(X, 7x) ir sakariga (lineari sakariga), tad topologiska telpa (Y, 7y) art ir sakariga (lineari
sakariga).
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7.25. uzdevums. Pienemsim, ka f : X — Y ir nepartraukts attelojums, kas attélo topologisku
telpu (X, 7x) topologiska telpa (Y, 7y). Pieradit, ka, ja A ir topologiskas telpas (X, 7x)
sakariga (lineari sakariga) kopa, tad kopa f(A) ar1 ir sakariga (lineari sakariga) topologiska
telpa (Y, 1y).

7.26. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir sakariga tad un tikai tad, ja topologiska
telpa (X, 7) ir tikai no viena sakariga komponente.

7.27. uzdevums. Pienemsim, ka topologiska telpa (X, 7) apmierina 1pasibu, ka katra punkta
a € X sakariga komponente sastav tikai no viena punkta, t.i., K, = {a}. Saja gadijuma
topologisku telpu (X, 7) sauc par pilnigi nesakarigu telpu. Pieradit, ka topologiskas telpas
(R, Tqap) apakstelpa (Q, 744p) (Q ir racionalo skaitlu kopa, ir realo skaitlu kopa) apmierina
Sadas Tpasibas:

1. (Q, Tqap) nav diskreta telpa;
2. (Q, T4qp) ir pilnigi nesakariga telpa.

7.28. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir sakariga tad un tikai tad, ja jebku-
riem diviem punktiem z; € X un x9 € X eksisté topologiskas telpas (X, 7) sakariga kopa
A, kas satur Sos punktus x; un zs.

7.29. uzdevums. Topologiskas telpas (X, 7) kopas A un B sauc par atdalitam viena no otras,
ja AN B = (un AN B = (). Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir nesakariga tad un tikai
tad, kad kopu X var izteikt ka divu netuksu, vienu no otras atdalitu kopu apvienojumu.

7.30. uzdevums. Pienemsim, ka A un B ir divas netuksSas slégtas kopas topologiska telpa
(X, 7), kuram skelums ANB un apvienojums AUB ir sakarigas kopas telpa (X, 7). Pieradit,
ka A un B ir sakarigas kopas telpa (X, 7).

7.31. uzdevums. Atrast kontrpiemeéru, kas parada, ka [7.30. uzdevuma apgalvojums nav pa-
tiess, ja kopas A un B nav slégtas kopas, bet kelums A N B un apvienojums A U B ir
sakarigas kopas.
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Atdalamibas aksiomas, funkcionala
atdalamiba

Apskatisim topologisko telpu (X, 7). Par kopas F' C X valgju apkartni sauksim kopu
UF)= {Ge 1, GD F}.

Punkta z € X valejas apkartnes jedzienu skat. 2.1.] definiciju.

8.1. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par Ty telpu jeb Kolmogorova telpu, ja jeb-
kuriem punktiem x, y € X (x # y) eksisté vai nu punkta = valgja apkartne U(zx), kas nesatur
punktu y, vai nu punkta y valgja apkartne U(y), kas nesatur punktu x:

AU (xz) Zy vai JU(y) & «.

8.2. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par T} telpu jeb Frese telpu, ja jebkuriem
punktiem z, y € X (x # y) eksisté punkta x valgja apkartne U(z), kas nesatur punktu y, un
eksisté punkta y valgja apkartne U(y), kas nesatur punktu x:

U(x) Zyun U (y) & =.

8.3. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par T, telpu jeb Hausdorfa telpu, ja jebkuriem
punktiem z, y € X (z # y) eksisté punkta x valgja apkartne U(x) un punkta y valgja apkartne
U(y), kas neskelas:

U (x) un U (y) : U(z) N U(y) = 0.

8.4. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par T3 telpu, ja jebkuram punktam z € X un
jebkurai slegtai kopai F' C X, kur © ¢ F, eksisté punkta z valeja apkartne U(x) un kopas F
valeja apkartne U (F'), kas neskelas:

AU (z) un 3U(F) : U(z) NU(F) = 0.
8.5. definicija. Topologisko telpu (X,7) sauc par Ty telpu, ja jebkuram slegtam kopam
F,G C X, kur FNG =0, eksiste kopas F valgja apkartne U(F) un kopas G valgja apkartne

U(G), kas neskelas:
AU(F) un 3U(G) : U(F)NU(G) = 0.

Ty, 11, T, T3 un T} telpas definicijas sauc arT par atdalamibas aksiomam.

[



54 8. nodala. ATDALAMIBAS AKSIOMAS, FUNKCIONALA ATDALAMiBA

8.6. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par regularu telpu, ja (X, 7) ir 71 un T3 telpa.
8.7. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par normalu telpu, ja (X, 7) ir 77 un Ty telpa.
8.1. teorema. Normala telpa = regulara telpa = 15 telpa = T} telpa = Tj telpa.

8.8. definicija. Topologiskas telpas (X, 7) apakskopas A un B (A C X, B C X) sauc par
funkcionali atdalitam kopam, ja eksiste nepartraukta skaitliska funkcija f : X — [0;1],
kurai 0 < f(z) <1,jax € X, bet f(x) =0, jax € A, un f(z) =1, jax € B.
8.9. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par T51 telpu, ja jebkurs punkts zp € X un
2

jebkura slégta kopa F' C X, kurai F' # () un x¢ ¢ F, ir funkcionali atdalitas kopas, t.i., eksiste
nepartraukta skaitliska funkcija f: X — [0;1], ka f(xo) =0 un f(F) = {1}, f(X) C [0;1].
8.10. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par pilnigi regularu telpu jeb Tihonova
telpu, ja (X, 7) ir 77 un 71 telpa.

2

8.2. teoréma. (Maza Urisona lemma) T} topologiska telpa (X, 7) ir normala telpa tad un tikai
tad, ja jebkurai slegtai kopai F' C X un jebkurai valgjai kopai U C X , kurai F' C U, eksiste
valeja kopa V C X, ka FF C V, V € 7, kurai ir speka ieklausana V C U.

8.3. teoréma. (Liela Urisona lemma) Ja A un B ir normalas topologiskas telpas (X, 7) divas
slegtas kopas (A C X, BC X, AN B = 0), tad kopas A un B ir funkcionali atdalitas kopas.

8.4. teoréma. (Pirma Urisona metrizacijas teorema) Topologiska telpa (X, 7), kas apmierina
otro sanumuréjamibas aksiomu, ir metrizéjama tad un tikai tad, ja (X, 7) ir normala telpa.

8.1. uzdevums. Apskatisim kopu X7 = {a, b} un X9 = {a, b, ¢}, ka ar1 atbilstosas topologijas
71 = {0,X1,{a}} un 2 = {0, X2,{a}}. Pieradit, ka topologiska telpa (Xi,71) ir Tp un
Ty telpa, tacu nav T, Tb, T3 telpa, nav regulara un nav normala telpa. Pieradit, ka
topologiska telpa (Xs, 7o) ir tikai Ty telpa, tacu nav Ty, 11, Ts, T3 telpa, nav regulara un
nav normala telpa.

8.2. uzdevums. Parbaudit, kadas atdalamibas aksiomas apmierina sadas topologiskas telpas,
kur R ir realo skaitlu kopa:

. (R, 74qp) (skat. [1.5. uzdevumu);

. (R, 7,) (skat. [I.1. uzdevumu);

. (R, Typ) (skat. 1.19. uzdevumu);

. (R, 7,) (skat. 1.5 uzdevumu);

A
-

R, 7¢r) (skat. [1.5.) uzdevumu);

S Tt s W N

R, 7%) (skat. [1.9. uzdevumu).

8.3. uzdevums. Piegemsim, ka X ir bezgaliga kopa un 7 ir ko-galiga topologija kopa X.
Pieradit, ka topologiska telpa (X, ;) ir 17 telpa, bet nav Ty, T3, Ty. Pieradit, ka
topologiska telpa (X, 7;) ir antihausdorfa telpa, t.i., jebkuriem punktiem z;,z9 € X
(x1 # x2) un jebkuram o punktu valejam apkartnem Uj (z1) € 7 un Us(z2) € 71 Skelums
Ul(l'l) N U2($2) =0.

8.4. uzdevums. Parbaudit, ka topologiska telpa (R, 7p/n) un (R, 7g) (skat. [1.5.] uzdevumu)
ir T3 un Ty telpa, bet nav 17 un 15 telpa.

8.5. uzdevums. Pieradit, ka atdalamibas aksioma 75 ir mantojama, t.i., ja topologiska telpa
(X, 1) ir Ty telpa, tad jebkura tas apakstelpa (A,74) arT ir Tb telpa. Pieradit, ka manto-
jamas ir atdalamibas aksiomas Ty, 171, T3 un Ty, ka ar1 ipasiba but regularai telpai.
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8.6. uzdevums. Pieradit, ka 1pasiba but normalai topologiskai telpai nav mantojama.
8.7. uzdevums. Pieradit, ka normalas topologiskas telpas slegta apakskopa ir normala telpa.
8.8. uzdevums. Pieradit, ka jebkura metriska telpa ir normala telpa.

8.9. uzdevums. Pieradit, ka regulara topologiska telpa ar sanumurejamu bazi ir normala
telpa.

8.10. uzdevums. Pieradit, ja topologiska telpa vienlaicigi ir Ty, T3, tad ta ir regulara telpa.

8.11. uzdevums. Piegemsim, ka X ir racionalo skaitlu kopa no intervala [0;1], A C X ir to
skaitlu kopa, kurus var izteikt ka 2%, bet B C X ir to skaitlu kopa, kurus var izteikt ka
3%, kur k € Z un n € N. Apakskopu sistéma B sastav no visiem iespéjamajiem intervaliem
(a;b), (a;b) C X, un attiecigi to skelumiem A N (a;b), BN (a;b). Pieradit, ka sistema B ir
kadas topologijas 7 kopa X baze. Pieradit, ka telpa (X, 7) ir Hausdorfa, bet nav regulara
telpa.

8.12. uzdevums. Pieradit, ka Nemicka plakne ir regulara telpa, bet nav normala telpa (skat.
2.7.) uzdevumu).

8.13. uzdevums. Pieradit, ja Hausdorfa telpa (X, 7) neizoleto punktu kopa ir galiga, tad
(X, 7) ir normala telpa.

8.14. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7x) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja jebkuriem diviem punktiem x1,x9 € X (z1 # x2) eksisté tada nepartraukta funkcija f,
kas telpu (X, 7x) attelo par Hausdorfa telpu (Y, 7y ), kurai f(x1) # f(z2).

8.15. uzdevums. Pieradit, ja f ir injektiva nepartraukta funkcija, kas telpu (X, 7x) attelo
par Hausdorfa telpu (Y, 7y ), tad topologiska telpa (X, 7x) ar1 ir Hausdorfa telpa.

8.16. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir Tj telpa tad un tikai tad, ja jebku-
riem diviem punktiem x1,z9 € X (21 # x2) vai nu a1 & {z2}, vai arT xo & {z1}.

8.17. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir T} telpa tad un tikai tad, ja jeb-
kuram punktam z € X ir speka vienadiba () U(z) = {z}, kur U(zx) ir punkta z € X
U(z)er
valeja apkartne.

8.18. uzdevums. Pieradit, ka katra 7 topologiska telpa (X, 7) apmierina sadas Ipasibas:

1. ja kopa A C X un punkts 2 € A%, tad jebkurai punkta x valgjai apkartnei U(x)er
kopa U(x) N A ir bezgaliga;
2. ja kopa A C X ir galiga kopa, tad A ir slegta kopa;
3. ja kopa A C X, tad A ir slegta kopa;
4. ja kopa A C X un punkts x € A, tad x ir kopas A izoletais punkts tad un tikai tad,
kad kopa {z} ir valgja.
8.19. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja jebkuram punktam x € X ir speka vienadiba (] U(z) = {z}, kur U(z) ir punkta
U(z)er
x € X valeja apkartne.

8.20. uzdevums. Pieradit, ka T topologiska telpa (X, 7) ir regulara telpa tad un tikai tad, ja
jebkurai punkta x € X valgjai apkartnei U(z) eksisté punkta x € X tada valeja apkartne
V(z), ka V(z) C U(z). Pieradit, ka apgalvojums paliek speka, ja nosactjumu, ka (X, 7) ir
T) topologiska telpa nomaina ar nosactjumu, ka (X, 7) ir Tj topologiska telpa.
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8.21. uzdevums. Pieradit, ka T} topologiska telpa (X, 7) ir normala telpa tad un tikai tad,
ja katrai slegtai kopai F' C X un katrai kopas F' valgjai apkartnei U(F') eksiste kopas F'

tada valeja apkartne V(F), ka V(F) C U(F).

8.22. uzdevums. Pieradit, ka regulara Lindeleva topologiska telpa (skat. 2.34. uzdevumu)
ir normala telpa.

8.23. uzdevums. Pieradit, ka (R, 7,) (skat. 2.5, uzdevumu) ir normala topologiska telpa.

8.24. uzdevums. Pieradit, ja (X, 7) ir Hausdorfa topologiska telpa un 7 C 7/, tad arT (X, 7")
ir Hausdorfa telpa. Minét piemeru, kas parada, ka dotais apgalvojums ne vienmer ir speka,
ja Hausdorfa telpas vieta apskata regularu telpu (noradijums: apskatit telpu (R, 7445) un
(R, Tgur), skat. 2.28.] uzdevumu).

8.25. uzdevums. Pieradit, ka jebkura normala topologiska telpa katras galigas sistemas, kas
sastav no pa pariem neskelosam slegtam kopam, kopas var atdalit ar pa pariem neskelosam
valejam apkartnem. Pieradit, ka dotais apgalvojumas nav speka, ja apskata bezgaligas
sistemas, kas sastav no pa pariem neskelosam slegtam kopam.

8.26. uzdevums. Pieradit, ka tikai konstants attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7y), kur (X, 7x)
ir antihausdorfa telpa, bet (Y, 7y) ir Hausdorfa topologiska telpa, ir nepartraukts (skat.
8.3. uzdevumu).

8.27. uzdevums. Pienemsim, ka f un g ir nepartraukti attélojumi, kas patvaligu topologisko
telpu (X, 7x) attelo par Hausdorfa topologisko telpu (Y, 7y). Pieradit,

1. ja visur bliva kopa D telpa (X, 7x) attelojumi sakrit f(z) = g(z), tad jebkuriem
punktiem z € X attelojumi sakrit f(z) = g(z);

2. ka kopa F = {x € X / f(x) = g(x)} ir slegta telpa (X, 7x). Vai is apgalvojums ir
speka patvaligai topologiskai telpai (Y, 7y)7

8.28. uzdevums. Parbaudit, vai atdalamibas aksiomas paliek speka nepartrauktu attelojumu
gadijuma (noradijums: apskatit attelojumu, kas telpu (R, 7445) attelo par telpu (R, 74 1)),
kur topologija T, 1) sastav no (), R un visiem iespejamajiem intervaliem (a,+oc), kur
a € R).

8.29. uzdevums. Vai Hausdorfa topologiskas telpas attels ar valgju attelojumu ir Hausdorfa
telpa?

8.30. uzdevums. Pieradit, ka normalas topologiskas telpas attels ar nepartrauktu slegtu
attelojumu ir normala telpa.

8.31. uzdevums. Pieradit, ka, ja topologiskas telpas (X, 7) apakskopas A un B ir funkcionali
atdalitas (A C X, B C X), tad eksiste tadas valejas kopas U, V € 1, kaU D A,V O B
un UNV =0.

8.32. uzdevums. Pieradit, ka, ja topologiskas telpas (X, 7) apakskopas A un B ir funkcionali
atdalitas (A C X, B C X), tad jebkuriem realiem skaitliem a un b (a < b) eksiste tada
nepartraukta skaitliska funkcija f : X — [a;b], ka visiem = € A attels f(z) = a, visiem
x € B attels f(xz) = b un visiem z € X attels a < f(z) <b.

8.33. uzdevums. Neizmantojot lielo Urisona teoremu, pieradit, ka katra metriska telpa ir
pilnigi regulara topologiska telpa.

8.34. uzdevums. Pieradit, ka katra pilnigi regulara topologiska telpa ir regulara telpa.
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8.35. uzdevums. Pieradit, ka katra normala topologiska telpa ir pilnigi regulara telpa.

8.36. uzdevums. Pieradit, ka katras pilnigi regularas topologiskas telpas apakstelpa ir pilnigi
regulara telpa.

8.37. uzdevums. Pieradit, ka T} topologiska telpa (X, 7) ir pilnigi regulara telpa tad un tikai
tad, ja jebkuram punktam xy € X un jebkurai apkartnei Uy = U(zg) € 7 (Uy # X) eksistée
tada nepartraukta skaitliska funkcija f: X — [0;1], ka f(xzg) =0 un f(X \ Uy) = 1.

8.38. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7) ar otro sanumuréjamibas aksiomu ir
metrizejama telpa tad un tikai tad, ja (X, 7) ir regulara telpa.
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9. nodala

Kompaktas telpas

Apskatisim topologisko telpu (X, 7) un patvaligu apakskopu A C X. Ar A\ apzimeésim
topologiskas telpas (X, 7) visu slégto apakskopu saimi.

9.1. definicija. Apakskopu saimi 4 = {U, / a € I; U, C X,} sauc par telpas (X, 7)
parklajumu, ja
UU.=x.

ael

9.2. definicija. Telpas (X, 7) parklajumu U = {U, / o € I; U, C X, } sauc par valeju
parklajumu, ja katram « € I apakskopa U, € 7.

9.3. definicija. Telpas (X, 1) parklajumu U = {U, / a € I; U, C X, } sauc par slegtu
parklajumu, ja katram « € I apakskopa U, € .

9.4. definicija. Par telpas (X,7) parklajuma U apakSparklajumu sauc sistémas U
apakssistemu U’, kas arT ir kopas X parklajums.

9.5. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par kompaktu telpu, ja no jebkura telpas
(X, 7) valeja parklajuma var izdalit galigu apaksparklajumu.

9.6. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par sanumuré&jami kompaktu telpu, ja
no jebkura telpas (X, 7) sanumuréjama valgja parklajuma var izdalit galigu apaksparkla-
jumu.

Skaidrs, ka katra kompakta telpa ir sanumurgjami kompakta telpa, bet ne katra sanu-
murejami kompakta telpa ir kompakta.

9.7. definicija. Kopu A C X sauc par kompaktu (sanumuréjami kompaktu) kopu,
ja apakstelpa (A, 74) ir kompakta (sanumuréjami kompakta) telpa, kur 74 ir induceta
topologija.

9.8. definicija. Topologisko telpu (X, 7) sauc par finali kompaktu telpu, ja no katra
telpas X valeja parklajuma var izdalit ne vairak ka sanumuréjamu apaksparklajumu.

Skaidrs, ka topologiska telpa ir finali kompakta telpa tad un tikai tad, ja ta ir Lindeleva
telpa (skat. 2.34.] uzdevumu), katra kompakta telpa ir finali kompakta telpa.

9.9. definicija. Kopas X apakskopu sistemu {F,} (sanumuréjamu sistemu {F,,,n € N})
sauc par centrétu (sanumuréjami centrétu), ja jebkurs §is sistemas elementu galigs
gkelums ir netuksa kopa.



60

9. nodala. KOMPAKTAS TELPAS

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (R?, 737 y) jebkura bezgaliga apakskopa nav
kompakta. Vai $ads apgalvojums ir speka topologiskai telpai (R? 75) (skat. [1.5.] uzde-
vumu)?

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (R? 7.,.) (skat. [1.5. uzdevumu). Pieradit, ka
jebkura plaknes apakskopa, kas satur nulles punktu O(0;0), ir kompakta kopa Saja telpa.

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (R?, 74,5) un §is telpas apakstelpu (Q,7q) ar
plaknes R? parastas topologijas 744 inducéto topologiju 7Q racionalo skaitlu kopa Q.
Pieradit, ka jebkura Q apakskopa A, kuras iekSiene nav tuksa kopa telpa Q, nav kom-
pakta kopa.

uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga nesanumuréjama kopa un 7; ir ko-galiga
topologija kopa X (skat. 1.9. uzdevumu). Pieradit, ka (X, i) ir kompakta telpa.

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (R™, 7,.) un patvaligu apakskopu F' C R™ (skat.
1.5 uzdevumu). Pieradit kopas F' kompaktibas kriteriju: kopa F' ir kompakta tad un tikai
tad, ja F' ir ierobezota kopa vai ari, ja F' ir neierobezota kopa, kurai eksiste tads punkts
x € F, ka

p(O,x) = sup {p(0,y)},
yeF

kur punkts O € R™ ir kopas R"™ nulle, bet attalumu starp punktiem O uny = (y1,y2. ..., Yn),
y € R, kur y; € R, i = 1,n nosaka sakariba

p(O, y) =

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (R, 7;») un patvaligu apakskopu F' C R (skat.
1.19.) uzdevumu). Atrast kopas F' kompaktibas kriteriju!

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (X,7) un patvaligu apakskopu A, A C X.
Apakskopu saimi U = {U, / a € I; U, C X, } sauc par kopas A valgju parklajumu, ja

U Us D A un U, € 7. Topologiskas telpas (X, 7) kopa A ir kompakta (sanumurejami
ael
kompakta) kopa tad un tikai tad, ja no kopas A jebkura valgja parklajuma (jebkura sanu-

muréjama valgja parklajuma) var izdalit galigu apaksparklajumu.

uzdevums. Apskatisim topologisko telpu (X, 7) un patvaligas apakskopas A, B, kur
A C B C X. Pieradit, ja kopa A ir kompakta kopa topologiskas telpas (X, 7) apakstelpa
(B,7TB), tad kopa A ir kompakta kopa arT topologiska telpa (X, 7)

uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa ir kompakta (sanumuréjami kompakta) tad
un tikai tad, ja jebkurai §is telpas slegtu kopu centrétai sistémai (sanumuréjami centretai
sistemai) eksiste vismaz viens kopigs punkts.

9.10. uzdevums. Pieradit, ja (X, 7) ir patvaliga kompakta (sanumurejami kompakta) telpa,

tad jebkurai kopas X bezgaligai apakskopai A telpa (X,7) eksisté vismaz viens aku-
mulacijas punkts.

9.11. uzdevums. Pieradit, ka

1. topologiska telpa (X, 7) ir sanumuréjami kompakta telpa tad un tikai tad, ja jebku-
rai kopas X bezgaligai apakskopai A telpa (X, 7) eksiste vismaz viens akumulacijas
punkts;



61

2. Ty topologiska telpa (X, 7) ir sanumuréjami kompakta telpa, tad un tikai tad, ja
katrai telpas X elementu virknei eksiste vismaz viens akumulacijas punkts, t.i., katrai
virknei (z,,), , € X (n € N) eksiste punkts zp € X, ka katrai punkta zy apkartnei
pieder bezgaligi daudz dotas virknes elementu.

9.12. uzdevums. Pieradit, ka patvaliga metriska telpa (X, p) ir kompakta telpa tad un tikai
tad, ja jebkurai kopas X bezgaligai apakskopai eksiste vismaz viens akumulacijas punkts
telpa (X, 7) = (X, p).

9.13. uzdevums. Pieradit, ka kompaktas (sanumurejami kompaktas) topologiskas telpas
slegta kopa ir kompakta (sanumurejami kompakta) kopa. Minét piemeru, ka kompak-
tas telpas kompakta apakskopa nav slegta.

9.14. uzdevums. Pieradit, ka kompaktas (sanumuréjami kompaktas) topologiskas telpas
patvaligas slegtu kompaktu kopa sistémas skelums ir kompakta (sanumurejami kompakta)
kopa.

9.15. uzdevums. Pienemsim, ka F ir patvaliga bezgaliga kopa, a un b (a # b) ir divi tadi
patvaligi elementi, ka a ¢ Eunb ¢ E, un X = EU{a,b}. Apskatisim kopas X apakskopu
sistemu

T={0}UXU{E, | Es CE}U{G,s|Gq C X, X \ G, ir galiga kopa}.
Pieradit, ka

1. sistema 7 ir topologija kopa X;

2. kopas A = EU{a} un B = E U {b} ir kompaktas kopas telpa (X, 7);

3. kopu A un B skelums nav kompakta kopa telpa (X, 7).

9.16. uzdevums. Pieradit, ja (X, 7) ir Hausdorfa topologiska telpa,

1. A (A C X) ir telpas (X, 7) kompakta kopa un punkts a € X \ A, tad eksiste tada
kopas A apkartne U(A) un punkta a apkartne U(a), ka U(A)NU(a) = 0;

2. tad kopa A ir telpas (X, 7) kompakta kopa tad un tikai tad, ja kopa A ir slegta kopa
telpa (X, 7).

9.17. uzdevums. Pieradit, ja (X, 7) ir Hausdorfa topologiska telpa un A ir telpas (X, 7) kom-
paktas kopas B apakskopa A C B C X, tad kopa A ir telpas (X, 7) relativi kompakta
kopa, t.i., kopas A slegums A ir kompakta kopa telpa (X, 7).

9.18. uzdevums. Pieradit, ka katra kompakta Hausdorfa topologiska telpa ir regulara telpa.
9.19. uzdevums. Pieradit, ka katra kompakta Hausdorfa topologiska telpa ir normala telpa.

9.20. uzdevums. Piegemsim, ka f : (X,7x) — (Y,7y) ir topologiskas telpas (X, 7x) sir-
jektivs nepartraukts attélojums par telpu (Y, 7y ). Pieradit, ja topologiska telpa (X, 7x) ir
kompakta (sanumuréejami kompakta) telpa,

1. tad (Y, 7y) arl ir kompakta (sanumuréjami kompakta) topologiska telpa;

2. un (Y,7y) ir Hausdorfa topologiska telpa, tad attelojums f : (X,7x) — (Y,7y) ir
slegts attelojums.

9.21. uzdevums. Piegemsim, ka f : (X, 7x) — (Y, 7v) ir topologiskas telpas (X, 7x ) bijektivs
nepartraukts attelojums par telpu (Y, 7y). Pieradit, ja topologiska telpa (X, 7x) ir kom-
pakta telpa un (Y, 7y) ir Hausdorfa topologiska telpa, tad attelojums f : (X, 7x) — (Y, 7v)
ir homeomorfisms.
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9.22. uzdevums. Piengemsim, ka f : (X,7x) — (Y, 7y) ir topologiskas telpas (X, 7x) nepar-
traukts attelojums par topologisku telpu (Y, 7y ). Pieradit, ja kopa A C X ir topologiskas
telpas (X, 7x) kompakta kopa (sanumuréjami kompakta kopa), tad kopa f(A) ir telpas
(Y, 7v) kompakta kopa (sanumuréjami kompakta kopa).

9.23. uzdevums. Pieradit, ka katra topologiskas telpas kompakta kopa nepartraukta reala
funkcija ir ierobezota un sasniedz savu minimalo un maksimalo vertibu.

9.24. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa ir kompakta tad un tikai tad, ja topologiska
telpa ir gan sanumurejami kompakta, gan art finali kompakta telpa.

9.25. uzdevums. Pieradit, ka finali kompaktas topologiskas telpas (X, 7) slegta apakskopa
A ir finali kompakta kopa, t.i., telpas (X, 7) apakstelpa (A, 74) ir finali kompakta telpa.

9.26. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa, kas apmierina otro sanumurejamibas ak-
siomu, ir finali kompakta telpa, bet sanumurejami kompakta topologiska telpa, kas apmie-
rina otro sanumurejamibas aksiomu, ir kompakta telpa.

9.27. uzdevums. Piegemsim, ka topologiskas telpas (X, 7) parklajums W ir ievilkts topo-
logiskas telpas (X, 7) parklajuma U, t.i., katrai kopai V' € W eksiste tada kopa U € U,
ka V C U. Pieradit, ja telpas (X,7) parklajumam WV eksisteé galigs (sanumurejams)
apaksparklajums, tad art parklajumam U var atrast galigu (sanumuréjamu) apaksparkla-
jumu.

9.28. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa ir finali kompakta telpa tad un tikai tad, ja
katra §is telpas valeja parklajuma var ielikt sanumuréejamu parklajumu.

9.29. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (X, 7), kas apmierina otro sanumuréjamibas
aksiomu, katra Sis telpas valeja parklajuma var ielikt sanumurejamu parklajumu, tatad
telpa (X, 7) ir finali kompakta telpa.

9.30. uzdevums. Pienemsim, ka X ir patvaliga nesanumurejama kopa un 7, ir ko-sanumurejama
topologija kopa X (skat. [1.10.] uzdevumu). Pieradit, ka (X, 7.) nav kompakta telpa, telpa
(X, 7c) neeksiste sanumuréjama baze, (X, 7.) nav separabla, bet ir finali kompakta telpa.

9.31. uzdevums. Pieradit, ka nesanumurejama bezgaliga kopa ar diskréto topologiju nav ne
kompakta, ne finali kompakta telpa.

9.32. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (R, 7,) (skat. 2.5. uzdevumu) ir finali kom-
pakta un separabla telpa, bet nav kompakta un neapmierina otro sanumurejamibas ak-
siomu.

9.33. uzdevums. Pieradit, ka katra finali kompakta regulara topologiska telpa ir normala
telpa.

9.34. uzdevums. Pienemsim, ka f : (X,7x) — (Y, 7y) ir topologiskas telpas (X, 7x) sir-
jektivs nepartraukts attelojums par telpu (Y, 7y). Pieradit, ja topologiska telpa (X, 7x) ir
finali kompakta telpa, tad (Y, 7y ) ar1 finali kompakta topologiska telpa.

9.35. uzdevums. Pienemsim, ka f : (X, 7x) — (Y, 7y) ir topologiskas telpas (X, 7x) nepar-
traukts attelojums par topologisku telpu (Y, 7y). Pieradit, ja kopa A C X ir topologiskas
telpas (X, 7x) finali kompakta kopa, tad kopa f(A) ir telpas (Y, 7y) finali kompakta kopa.

9.36. uzdevums. Topologisku telpu (X, 7) sauc par sekvenciali kompaktu telpu, ja katrai
tas elementu virknei (z,), z, € X (n € N), eksiste konvergenta apaksvirkne (z,, ) (k € N).
Pieradit, ka katra kompakta topologiska telpa ir sekvenciali kompakta telpa.
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9.37. uzdevums. Pieradit, ka katra 77 sekvenciali kompakta topologiska telpa ir sanu-
murejami kompakta telpa.

9.38. uzdevums. Pieradit, ka katra 77 sanumuréjami kompakta topologiska telpa, kas ap-
mierina pirmo sanumurejamibas aksiomu, ir sekvenciali kompakta telpa.

9.39. uzdevums. Topologisku telpu (X, 7) sauc par kompaktu telpu Kantora nozime,
ja katrai dilstosai netuksu slegtu kopu virknei (F},), F,, C X:

FirOoFD>...0F,D...,

eksiste vismaz viens kopigs punkts, t.i., [ F,, # (). Pieradit, ka katra sekvencionali kom-

n
pakta topologiska telpa ir kompakta telpa Kantora nozime, bet katra kompakta topologiska
telpa Kantora nozime ir sanumurejami kompakta topologiska telpa.

9.40. uzdevums. Pieradit, ka 77 topologiskai telpai (X, 7), kas apmierina otro sanumurejamibas
aksiomu, sadi apgalvojumi ir ekvivalenti:

,T) ir kompakta topologiska telpa;

X,7)
X, 7) ir sanumuréjami kompakta topologiska telpa;
X, 1) ir sekvenciali kompakta topologiska telpa;

X,7) i

=~ W N =

,T) ir kompakta topologiska telpa Kantora nozime.
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9. nodala.

KOMPAKTAS TELPAS




10. nodala

Topologisko telpu reizinajums

10.1. Topologisko telpu galigs reizinajums

Apskatisim patvaligu topologisku telpu Xi, Xs, ..., X, galigu sistému, kur indeksam

n
i = 1,n atbilstosa topologiska telpa X; = (X;,7;). Pienemsim, ka kopa X = [[ X, ir
i=1

kopu X; (i = 1,n) Dekarta reizinajums.

n
10.1. definicija. Par topologisko telpu X1, Xo, ..., X, reizinajumu sauc kopu X = [] X;
i=1

n
ar reizinajuma topologiju 7 = [] 7;, kuras bazi veido visi iespgjamie telpas X;, i = 1, n,
i=1

n
valeju kopu reizinajumi, t.i., bazi veido kopas G = [] G;, kur kopa G; € 7;, i = 1, n.
i=1

10.1. pieztme. Ja Uy, Us, ..., U, ir atbilstoso telpu X7, Xo, ..., X, valejas kopas, tad
n n

o kopu reizinajums U = [] U; ir valgja kopa topologiska telpa (X,7), kur X = [[ X;
i=1 i=1

n n
un 7 = [][ 7. Tomer ne katra topologiskas telpas X = [] X; valeja kopa U ir izsakama
=1 =1
n

ar reizinajumu U = [] U;, kur U; ir kada telpa X; valeja kopa. Pieméram, valgejs rinkis
i=1
K C R? ir valeja kopa topologiska telpa (R?, 7443), kopu K var izteikt ka valeju taisnstru
apvienojumu, tomer katra no abam telpam (R, 744) nav tadu valeju kopu U un V, ka
K=UXxYV.
n

10.1. teorema. Sistema G = [] G;, kur katram indeksam i = 1,n kopa G; C X; un
i=1

n
G; € T, ir kopas X = ][] X; kadas topologijas 7 baze (skat. [10.1. uzdevumu).
i=1

10.2. definicija. Topologisko telpu X un Y reizinajuma X x Y dabisko attelojumu, kurs
definets ar formulu
P=XxY — X, P((z,y)) ==,

un dabisko attelojumu, kur§ definets ar formulu

P2:XXY—>}/, PZ((:an)):y’

P
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sauc par reizinajuma X xY projektoriem (projekcijam) jeb projicesanas attélojumiem
attiecigi par reizinataju X un reizinataju Y.
Kopu

Pilz)={zx Y,z € X}

sauc par slani virs punkta x, bet kopu
Pyt y) ={X xy,yeY}
sauc par slani virs punkta y reizinajuma X x Y.

10.1. uzdevums. Apskatisim divas topologiskas telpas (X1,71) un (X2,72). Parbaudit, ka
kopu saime
G:{UXV/UGTl,VETQ}

ir kopa X; x X3 reizinajuma topologijas baze.

10.2. uzdevums. Apskatisim gan kopa X; divas topologijas 7 un 71 (77 < 71), gan kopa
X divas topologijas 75 un 72 (75 < 72). Salidzinat telpu (X1, 71) un (X2, 72) reizinajuma
topologiju 71 x 7 ar telpu (X1, 7)) un (X2, 75) reizinajuma topologiju 77 x 75.

10.3. uzdevums. Pieradit, ka topologiskas telpas (74q, R?) parasta topologija T4e realo
skaitlu plakne R? sakrit ar reizinajuma topologiju topologiskas telpas (74qp, R) reizinajumam
ar topologisko telpu (7445, R).

10.4. uzdevums. Pieradit, ja B;, i = 1,2, ir attiecigi topologiskas telpas X;, i = 1,2, baze,
tad kopu saime
{UXV/U€B1,V€BQ}

ir kadas reizinajuma topologijas kopa X; x X baze.

10.5. uzdevums. Pieradit, ka parasta topologija 7445 telpa R™ sakrit gan ar metrisko topologiju
7, kopa R", kur p ir standarta metrika kopa R" (skat. [1.5. uzdevumu), gan ar reizinajuma
topologiju kopa, ko iegust savstarpeji sareizinot n (galiga skaita) topologiskas telpas
(R, Tdap)-

10.6. uzdevums. Katra no abam topologijam 7 = T4 X Tgqp Un ™ = Tg X T4 realo skaitlu
plakné R? atrast slegumu, ieksieni un robezu

1. vienelementa kopai {a}, kur a € R?;
2. valgjai lodei U(a,r), kuras centrs a € R? un radiuss r > 0;
3. slegtas lodes papildinajumam CB(a,r), kur centrs a € R? un radiuss r > 0;
4. kopai (0;1) x {0}.
10.7. uzdevums. Pieradit, ka topologisku telpu X un Y reizinajuma projektori (skat. [10.2.

definiciju) ir nepartraukti valgji attelojumi, bet nav slegti attelojumi (skat. [6.54. un
6.55. uzdevumus).

10.8. uzdevums. Pieradit, ka topologisku telpu X un Y reizinajuma X X Y topologija ir
visvajaka topologija no visam tam telpas X x Y topologijam, kuram projektori P; un P
ir nepartraukti attelojumi.

10.9. uzdevums. Pienemsim, ka X un Y ir topologiskas telpas, bet zg ir fikséts telpas X
punkts. Pieradit, ka attelojuma P sasaurinajums Ps|y <y : o X ¥ — Y ir homeomorfs
attelojums par telpu Y.
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10.10. uzdevums. Apskatisim topologiskas telpas (X, 7x) un (Y, 7y ), ka ar1 patvaligas apaks-
kopas A C X un B C Y. Pieradit, ka topologisko telpu reizinajuma X x Y ir speka
vienadibas

AxB=AxB,

Int(A x B) = IntA x IntB,

Fr(Ax B) = (FrAx B)U (A x FrB).

10.11. uzdevums. Pieradit, ka topologiska telpa (X, 7x) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja kopa X x X ar reizinajuma topologiju diagonale A = {(z;y) € X x X / x = y} ir slegta
kopa.

10.12. uzdevums. Izmantojot 10.11. uzdevumu, pieradit 8.27. 1) uzdevumu, ja f un g ir ne-
partraukti attelojumi, kas patvaligu topologisko telpu (X, 7x ) attélo Hausdorfa topologiska
telpa (Y, 7y), un kopa D = {x € X : f(x) = g(x)} ir visur bliva telpa (X,7x), tad
jebkuriem punktiem x € X ir speka vienadiba f(z) = g(z).

10.13. uzdevums. Izmantojot/10.11./uzdevumu, pieradit, ja f un g ir nepartraukti attélojumi,
kas topologisko telpu (X, 7x) attelo Hausdorfa topologiska telpa (Y, 7y), tad kopa

F={zxeX/ f(z)=g(x)}

ir slegta kopa telpa (X, 7x). Vai sads apgalvojums ir speka patvaligai topologiskai telpai
(Y, 7v) (skat. ar18.27.)2) uzdevumu)?

10.14. uzdevums. Pienemsim, ka X un Y ir topologiskas telpas, bet X x Y ir So topologisko
telpu reizinajums. Pieradit, ja abas topologiskas telpas X un Y

1. apmierina otro sanumurejamibas aksiomu, tad arT topologiska telpa X x Y apmierina
otro sanumurejamibas aksiomu;

2. ir separablas telpas, tad arT topologiska telpa X x Y ir separabla telpa;

3. ir sakarigas telpas, tad ar1 topologiska telpa X x Y ir sakariga telpa;

4. ir lineari sakarigas telpas, tad arT topologiska telpa X x Y ir lineari sakariga telpa;

5. ir kompaktas telpas, tad arT topologiska telpa X x Y ir kompakta telpa.

10.15. uzdevums. Pieradit, ka Hausdorfa topologisko telpu galigs reizinajums ir Hausdorfa
telpa, un regularu telpu galigs reizinajums ir regulara telpa.

10.16. uzdevums. Apskatisim Zorgenfreija topologisko telpu (R, 7) no2.5./uzdevuma. Pieradit,
ka telpa

1. (R, ) ir finali kompakta telpa un normala telpa;

2. (R,7) x (R, 7,) nav normala telpa un nav finali kompakta telpa.

10.17. uzdevums. Piepemsim, ka X un Y ir topologiskas telpas un X x Y ir to reizinajums.
Pieradit, ja Y ir Hausdorfa topologisko telpa, tad attelojuma f: X — Y grafiks

Ly ={(z,y) = (2, f(x)) |z € X}

ir slegta kopa telpa X x Y.
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10.2. Topologisko telpu patvaligs reizinajums

Apskatisim topologisku telpu X, = (Xq4,7a), kur a € I, patvaligu sistemu. ST sistema
{Xo = (X4, 7a)} var bt gan galiga, ja indeksu kopa I ir galiga, gan bezgaliga, ja indeksu
kopa I ir bezgaliga, t.i., sanumuréjama vai nesanumuréjama. Pienemsim, ka X = [[ X,

acl
ir telpu X,, a € I, Dekarta reizinajums, t.i.,

X = [[Xa={f:1—JXa / Vacl:f(a)eX,}.

ael aecl

10.3. definicija. Par topologisku telpu X, (« € I) reizinajumu sauc kopu X = [] X,
a€el
ar reizinajuma topologiju 7, kuras bazi veido visi iespejamie valgjo kopu G, (o € I)
reizinajumi G = [] G,, kur tikai galigam skaitam indeksu « kopa G, € 7, un G, C X,
acl

(galigam skaitam indeksu 7 valgjas kopas var brivi izveleties), bet paréjiem indeksiem «
valejam kopam G, jasakrit ar kopu X, t.i, G, = X,. Topologiju 7 sauc par topologiju
Ta, @ € I, Tihonova reizinajumu vai Tihonova topologiju un apzime

T = || Tas

bet topologisko telpu (X, 7) sauc par topologisko telpu sistemas { (X, 7o), @ € I} Tihonova
reizinajumu.

10.4. definicija. Topologisko telpu X, = (X4, 7a), kur a € I, reizinajuma

X, 7) =[] X [] )

a€cl acl

dabisko attelojumu

Pay: [ Xa — Xag, Pao() = Tay,
ael
kurs jebkuram punktam x € [[ X, definéts ar formulu sauc par projektoru (projekciju)

ael
jeb projicesanas atteélojumu par reizinataju X,,, (Seit indekss ag € I).

10.2. teorema. (Tihonova) Kompaktu topologisku telpu reizinajums ir kompakta topologiska

telpa.

10.5. definicija. Par topologisko telpu X, (a € I) reizinajuma X = T[] X, kastes
a€cl

topologiju sauc topologiju 7, kuras bazi veido visu iespejamo kopu [[{Ga / Ga € T}

acl
sistema, bet topologisko telpu (X, 7) sauc par topologisko telpu sistemas {(Xq,74),a € I}
kastes reizinajumu.

Skaidrs, ja indeksu kopa [ ir galiga, tad kastes topologija un telpas kastes reizinajums
apmierina [10.1.! definiciju un [10.3.! definiciju.

10.18. uzdevums. Pieradit, ka

1. Tihonova topologija 7 ir vajaka no kopas X = ][] X, topologijam, kuram visi
acl
projektori P, = X — X,, kur a € I, ir nepartraukti attelojumi;
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2. katram indeksam « € I projektors P, = X — X, ir telpas X valejs attelojums

telpa X,.
10.19. uzdevums. Pieradit, ka antidiskretu topologisku telpu reizinajums ir antidiskreta
telpa.
10.20. uzdevums. Pieradit, ja katra telpa X,, kur n € N, apmierina otro sanumurejamibas
o0
aksiomu (pirmo sanumuréjamibas aksiomu), tad So telpu reizinajums X = [[ X, ar1
n=1

apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu (pirmo sanumurejamibas aksiomu). Vai ir speka
apgrieztais apgalvojums?

10.21. uzdevums. Pieradit, ka/10.20. uzdevuma apgalvojums nav speka, ja apskata patvaligu

telpu X, (a € I un indeksu kopa I ir nesanumuréjama) reizinajumu X = [] X,. Proti,
acl
Tihonova reizinajums X = ][] X, apmierina otro sanumuréejamibas aksiomu tad un tikai
ael

tad, ja katram indeksam o € I telpa X, apmierina otro sanumurejamibas aksiomu un
visiem indeksiem « € I, izpemot sanumuréjamu indeksu apakskopu I, I’ C I, telpa X, ir
antidiskreta.

10.22. uzdevums. Pieradit, ja visas topologiskas telpas X,, kur n € N, ir separablas, tad
(o)

reizinajums X = [][ X,, ar1 ir separabla telpa. Vai ir speka apgrieztais apgalvojums?
n=1

10.23. uzdevums. Pieradit, ja katram indeksam o« € I kopa F,, F, C X, ir slegta

topologiska telpa X,, tad kopu reizinajums F' = [] Fy, ir slegta kopa topologisko telpu
ael
reizinagjuma X = [] X,.
ael

10.24. uzdevums. Pieradit, ja katram indeksam « € I kopa E,,, E, C X, ir bliva topologiska

telpa X,, tad kopu reizinajums E = [] E, ir bliva kopa topologisko telpu reizinajuma
ael
X = ][ Xa-
a€el

10.25. uzdevums. Pieradit, ja katram indeksam a € I kopa FE, ir topologiskas telpas X,

apakskopa, tad topologisko telpu reizinajuma X = [[ X, ir speka sakaribas
ael

[Ie.- 1%
acl ael

un

int(][ Ba) € ] int(Ea).

a€cl acl

Pieradit, ka vienadiba

int([[ Ea) = ] int(Ea)

acl ael

ir speka tad un tikai tad, ja katram « € I, iznemot tikai galigu skaitu indeksu «, kopa
E., = X,.

10.26. uzdevums. Pieradit, ja katram indeksam « € I topologiska telpa X, ir homeomorfa,

tad reizinajums X = ][] X, arT ir homeomorfa topologiska telpa.
acl
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10.27. uzdevums. Pienemsim, ka X, Y un Z ir topologiskas telpas. Pieradit, ja attelojums
f: X xY — Z ir nepartraukts, tad gan katram yg € Y attelojums fy, = f(z,y0) : X — Z
ir nepartraukts, gan katram zp € X attelojums f,, = f(zo,y) : Y — Z ir nepartraukts.

10.28. uzdevums. Pieradit, ka [10.27.] uzdevuma apgrieztais apgalvojums nav speka: ja
katram punktam z € X un katram punktam y € Y attiecigi attelojumi f, un f, ir
nepartraukti, tad nevar apgalvot, ka attelojums f : X x Y — Z ir nepartraukts.

10.29. uzdevums. Pieradit, ka [10.15. uzdevuma apgalvojums ir speka, ja runa iet par
patvaligu reizinajumu, t.i., topologisko telpu reizinajumu ar Tihonova topologiju.

10.30. uzdevums. Pieradit, ja reizinajums X =[] X, ir Ty, 71 vai T5 telpa, tad to
acl
pasu atdalamibas aksiomu apmierina katrs no reizinatajiem X,, kur indeksi a € I; ja

reizinajums X ir normala telpa, tad katrs no reizinatajiem X, kur a € I, arT ir normala
telpa.

10.31. uzdevums. Piepemsim, ka {X, = (X,,74)} ir topologisku telpu sistema, kur katram

indeksam « € I 7, ir ko-galiga topologija, bet X = (][] Xa,7) ir telpu X4, kur a € I,
acl
reizinajums ar reizinajuma topologiju 7. Pieradit, ja indeksu kopa I ir

1. galiga kopa, tad 7 ar1 ir ko-galiga topologija,
2. bezgaliga kopa un katram indeksam « € I kopa X, satur vairak neka vienu elementu,
tad 7 nav ko-galiga topologija.

10.32. uzdevums. Pienemsim, ka X, = (X,, 7o) katram indeksam « € I ir separabla telpa,
bet X = [] X, ir topologisku telpu patvaligs reizinajums. Pieradit, ka telpas X visu
acl
savstarpeji neskelosu valgju kopu sistema ir ne vairak ka sanumurejama.

10.33. uzdevums. Pieradit, ka kastes topologija kopa X = [] X, ir stipraka par Tihonova
acl
topologiju.

10.34. uzdevums. Pieradit, ka katram indeksam « € [ projektors p, : X — X, ir
nepartraukts un valgjs attelojums, ja X =[] X, ir telpu X, kastes reizinajums.
ael
Noskaidrot, vai kastes topologija ir stipraka no kopas X = ][] X, topologijam, kuram
acl
visi projektori po, o € I, ir valeji attelojumi.

10.35. uzdevums. Piepemsim, ka indeksu kopa I ir bezgaliga, {X,,a € I} ir topologisku
telpu sistéma, pie tam katra topologiska telpa X, (a € I) nav antidiskréta.

1. Pieradit, ka ir ekvivalenti sadi apgalvojumi:
(a) katram indeksam « € I telpa X, ir diskréta telpa;
(b) telpa X = [] X, ar kastes topologiju ir diskréta topologiska telpa;
ael
(c) telpa X =[] X, ar kastes topologiju neapmierina pirmo sanumuréjamibas

acl
aksiomu;

2. Pieradit,ja katram indeksam a € I telpa X, eksiste vismaz divas valejas kopas, kuru

skelums ir tuksa kopa, tad telpa X = ][ X, ar kastes topologiju nav separabla.
acl

3. Pieradit, ka telpa X = ][] X, ar kastes topologiju apmierina otro sanumuréjamibas
acl
aksiomu.
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10.36. uzdevums. Pienemsim, ka indeksu kopa I = N, kopa X,, = R, katram indeksam
oo oo
n € N ir realo skaitlu kopa ar parasto topologiju un kopa X = [[ X, = [[ R = R¥.
n=1
Pieradit, ka

n=1

1. telpa X ar Tihonova topologiju apmierina otro sanumuréjamibas aksiomu un tapec
ir separabla telpa;

2. telpa X ar kastes topologiju neapmierina ne pirmo, ne otro sanumureéjamibas aksiomu
un nav separabla telpa.
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