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2014



2



SATURS

Ievads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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4 SATURS

Ievads

Uzdevumu krājumā ietverts ı̄ss teorijas izklāsts un uzdevumi, kas atbilst šādām “Vispār̄ıgās
topoloǧijas” tēmām: jēdziens par topoloǧisku telpu; topoloǧijas bāze; punktu klasifikācija
attiec̄ıbā pret kopu; topoloǧiskas telpas apakštelpa; virknes konverǧence topoloǧiskās telpās;
nepārtraukti attēlojumi, homeomorfisms; atdalāmı̄bas aksiomas, funkcionālā atdalāmı̄ba; kom-
paktas telpas, sakar̄ıgas un lineāri sakar̄ıgas telpas, topoloǧisku telpu reizinājums. Uzdevumu
krājumā apskat̄ıtie jautājumi atbilst DU studiju kursa “Vispār̄ıgā topoloǧija” programmai
bakalauru un maǧistru l̄ımenim zinātņu nozarē “Matemātika”.

Autori ir apkopojuši uzdevumus, kas ir pašu izveidoti un savākti no dažādiem literatūras
avotiem (skat. literatūras sarakstu).

Literatūras sarakstā kā pamatliteratūra ir [1], [3], [4], [6], [7], [8], [9], [13], [14], [25], [26], bet
kā papildliteratūra - [5], [10], [11], [12], [15], [19], [20], [21], [22], [23].

Uzdevumu krājumu var izmantot pašmāc̄ıbai, tas noderēs visiem interesentiem, kas grib sākt
iepaz̄ıties ar topoloǧijas elementiem, grāmatas [2], [16], [17], [18], [24] no literatūras saraksta ar̄ı
noderēs šim mērķim.



1. nodaļa

Pamatjēdzieni, topoloǧiju
sal̄ıdzināšana, metriskā topoloǧija

Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga netukša kopa.

1.1. defin̄ıcija. Par topoloǧiju kopā X sauc patvaļ̄ıgu kopas X apakškopu saimi τ , kurai
izpildās šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ∅, X ∈ τ ;

2. U, V ∈ τ ⇒ U
⋂

V ∈ τ ;

3. Uα ∈ τ , α ∈ I ⇒ ⋃
α∈I

Uα ∈ τ .

1.2. defin̄ıcija. Par topoloǧisku telpu sauc patvaļ̄ıgu netukšu kopu X ar kādu topoloǧiju τ .

Apz̄ımēsim
(X, τ)− topoloǧiska telpa.

1.3. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa. Katru kopu U ∈ τ sauc par š̄ıs telpas
vaļēju kopu.

1.4. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa. Kopu F ⊂ X sauc par š̄ıs telpas slēgtu
kopu, ja

CF = X\F ∈ τ.

Ar λ apz̄ımēsim topoloǧiskās telpas (X, τ) visu slēgto apakškopu saimi.

1.1. teorēma. Topoloǧiskās telpas (X, τ) apakškopu saimei λ izpildās šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ∅, X ∈ λ;

2. F, G ∈ λ ⇒ F
⋃

G ∈ λ;

3. Fα ∈ λ, α ∈ I ⇒ ⋂
α∈I

Fα ∈ λ.

Sal̄ıdzināsim divas topoloǧijas τ1 un τ2, kuras dotas vienā un tajā pašā kopā X.

1.5. defin̄ıcija. Saka, ka topoloǧija τ1 mažorē (ir stiprāka par) topoloǧiju τ2, savukārt,
topoloǧija τ2 minorē (ir vājāka par) topoloǧiju τ1, ja

τ2 ⊂ τ1.
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Atz̄ımēsim, ka ne vienmēr jebkuras divas topoloǧijas ir sal̄ıdzināmas (skat. 1.3. uzdevumu).

Pieņemsim, ka dota metriska telpa (X, ρ). Par vaļēju lodi ar centru punktā a ∈ X un rādiusu
r > 0 sauc kopu

U(a, r) = {x ∈ X / ρ(a, x) < r}.

Metrisku telpu (X, ρ) var apskat̄ıt kā topoloǧiskas telpas ı̄pašu gad̄ıjumu.

1.6. defin̄ıcija. Kopu A ⊂ X sauksim par vaļēju kopu metriskā telpā (X, ρ), ja

∀a ∈ A ∃r > 0, ka U(a, r) ⊂ A.

Var pierād̄ıt, ka vaļējo kopu sistēma metriskā telpā apmierina 1.1. defin̄ıciju1. L̄ıdz ar to
metriskas telpas (X, ρ) visu vaļējo kopu saime

τρ = {G ⊂ X / ∀x ∈ G ∃r > 0 U(x, r) ⊂ G}

veido topoloǧiju kopā X, ko sauc par metrikas noteikto topoloǧiju jeb metrisko topoloǧiju.

1.1. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. Pierād̄ıt, ka kopas X apakškopu
saime

τa = {Ø, X}
ir topoloǧija kopā X. (Topoloǧiju τa sauc par kopas X antidiskrēto jeb triviālo topoloǧiju.)

1.2. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. Pierād̄ıt, ka kopas X apakškopu
saime

τd = {G / G ⊂ X}
ir topoloǧija kopā X. (Topoloǧiju τd sauc par kopas X diskrēto topoloǧiju.)

1.3. uzdevums. Pieņemsim, ka X = {a, b}. Pierād̄ıt, ka kopas X apakškopu saimes

τ1 = {Ø, X, {a}}

τ2 = {Ø, X, {b}}
ir topoloǧijas kopā X. Sal̄ıdzināt kopas X topoloǧijas τa, τd, τ1, τ2.

1.4. uzdevums. Uzrakst̄ıt visas iespējamās topoloǧijas kopā X = {a, b, c}. Sal̄ıdzināt š̄ıs
topoloǧijas, t.i., katram topoloǧiju pārim noteikt, vai tās ir sal̄ıdzināmas, un ja ir, tad
noteikt stiprāko no abām topoloǧijām.

1.5. uzdevums. Apskat̄ısim kopu Rn = {x = (x1;x2; . . . ;xn) / xi ∈ R, i = 1, n}, kurā
attālumu starp punktiem x, y ∈ Rn nosaka formula

ρ(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

(ja n = 1, tad R1 = R un ρ(x, y) = |x− y|, kur x, y ∈ R).

Telpā Rn vaļēju lodi ar rādiusu r ∈ (0;∞) un centru a ∈ Rn apz̄ımēsim ar

U(a, r) = {x ∈ Rn / ρ(a, x) < r}.
1skat. 1.20. uzdevumu
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1. Pierād̄ıt, ka šādas apakškopu saimes ir topoloǧijas kopā Rn:

(a) τdab = {V ⊂ Rn / ∀x ∈ V ∃U(x, r) ⊂ V } (topoloǧiju τdab sauc par kopas Rn

dabisko jeb parasto topoloǧiju).
(b) τMN - kopas Rn visu tādu apakškopu saime, kuras ir simetriskas pret fiksētu

taisni MN ⊂ Rn.
(c) τS - kopas Rn visu tādu apakškopu saime, kuras ir simetriskas pret fiksētu punktu

S ∈ Rn.
(d) τr = {Ø,Rn}⋃{U(O, r) / O ∈ Rn, r > 0}, kur, ja O ∈ Rn (n > 1), tad punkts

O = (0; 0; . . . ; 0)︸ ︷︷ ︸
n

, bet, ja O ∈ R, tad punkts O ir skaitlis nulle.

(e) τcr = {Ø,Rn}⋃{CU(O, r) / O ∈ Rn, r > 0}, kur CU(O, r) ir slēgtas lodes
U(O, r) papildinājums.

2. Apskat̄ısim kopas Rn patvaļ̄ıgu vienelementa apakškopu {x}. Katrā no topoloǧiskajām
telpām (Rn, τdab), (Rn, τMN ), (Rn, τS), (Rn, τr) un (Rn, τcr) (skat. 1.5. uzdevumu 1.)
noteikt, vai kopa {x} ir

(a) vaļēja kopa;
(b) slēgta kopa;
(c) vienlaic̄ıgi vaļēja un slēgta kopa;
(d) nav vaļēja un nav slēgta kopa?

3. Katrā no topoloǧiskajām telpām (R2, τMN ), (R2, τS), (R2, τr), (R2, τcr) minēt kādu
netukšu apakškopu, kura attiec̄ıgajā telpā ir

(a) vaļēja kopa;
(b) slēgta kopa;
(c) vienlaic̄ıgi vaļēja un slēgta kopa.

4. Pārbaud̄ıt apgalvojumu, ka topoloǧisko telpu (R2, τMN ) un (R2, τS) katra vaļēja kopa
ir ar̄ı slēgta.

1.6. uzdevums. Pieņemsim, ka Z -veselo skaitļu kopa. Apz̄ımēsim

Zk = {m ∈ Z / m ≥ k, k ∈ Z}.
Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τ = {Z, Ø} ∪ {Zk, k ∈ Z}
ir topoloǧija kopā Z. Parād̄ıt, ka katra vienelementa kopa {m}, kur m ∈ Z, nav slēgta
kopa topoloǧiskajā telpā (Z, τ).

1.7. uzdevums. Pieņemsim, ka Z -veselo skaitļu kopa. Nenegat̄ıvo veselo skaitļu kopu
apz̄ımēsim

Z+ = {m ∈ Z,m ≥ 0},
bet katram m ∈ Z+ atbilstošo veselo skaitļu kopu, kas dalās ar 2m, apz̄ımēsim

Um = {a ∈ Z / a
...2m}.

Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τ = {Ø} ∪ {Um / m ∈ Z+}
ir topoloǧija veselo skaitļu kopā Z.
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1.8. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, B -kopas X fiksēta apakškopa,
bet P (B) ir kopas B visu iespējamo apakškopu saime. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τ = {X} ∪ P (B)

1. ir topoloǧija kopā X;

2. ir antidiskrētā topoloǧija kopā X tad un tikai tad, ja B = Ø;

3. ir diskrētā topoloǧija kopā X tad un tikai tad, ja B = X.

1.9. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τk = {Ø, X} ∪ {CG / G ⊂ X,G− gal̄ıga kopa}

ir topoloǧija kopā X. (Topoloǧiju τk sauc par kopas X ko-gal̄ıgo jeb Zariska topoloǧiju.)

1.10. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga bezgal̄ıga kopa. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τc = {Ø, X} ∪ {CG / G ⊂ X,G− ne vairak kā sanumurējama kopa}

ir topoloǧija kopā X. (Topoloǧiju τc sauc par kopas X ko-sanumurējamo topoloǧiju.)

1.11. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. f : X → X ir bijekt̄ıvs
attēlojums, kurš kopu X attēlo sev̄ı. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τf = {U / U ⊂ X, f(U) = U}

ir topoloǧija kopā X.

1.12. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) -patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa. Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu
vaļēju kopu U ⊂ X un slēgtu kopu F ⊂ X. Pierād̄ıt, ka kopa U \ F ir vaļēja, bet F \U ir
slēgta kopa telpā (X, τ).

1.13. uzdevums. {τβ, β ∈ B} -patvaļ̄ıga topoloǧiju saime kopā X. Pierād̄ıt, ka apakškopu
saime

τ =
⋂

β∈B

τβ

ir topoloǧija kopā X.

1.14. uzdevums. Pieņemsim, ka {τβ, β ∈ B} -patvaļ̄ıga topoloǧiju saime kopā X. Vai
apakškopu saime

τ =
⋃

β∈B

τβ

ir topoloǧija kopā X? Kopā X = {a, b, c} atrast divas topoloǧijas, kuru apvienojums nav
topoloǧija kopā X.

1.15. uzdevums. Patvaļ̄ıgā netukšā kopā X apskat̄ısim tādu topoloǧiju τn virkni, kurām
izpildās nosac̄ıjums

τ1 ⊂ τ2 ⊂ . . . ⊂ τn ⊂ τn+1 ⊂ . . . .

Vai apakškopu saime

τ =
∞⋃

n=1

τn

ir topoloǧija kopā X?
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1.16. uzdevums. Pierād̄ıt, ka kopas X katrai apakškopai B eksistē visvājākā topoloǧija kopā
X, kura satur apakškopu B.

1.17. uzdevums. Dotajai reālo skaitļu kopas R apakškopai Bi konstruēt visvājāko topoloǧiju
τi kopā R, kas satur kopu Bi (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6).

1. B1 = {(a; b) / a, b ∈ R; a < b};
2. B2 = {[a; b] / a, b ∈ R; a < b};
3. B3 = {[m;n] / m, n ∈ Z; m < n};
4. B4 = {[a; b) / a, b ∈ R; a < b};
5. B5 = {(a; +∞) / a ∈ R};
6. B6 = {[a; +∞) / a ∈ R}.

1.18. uzdevums. Pierād̄ıt, ka patvaļ̄ıgā netukšā kopā X diskētā topoloǧija τd ir visstiprākā,
bet antidiskētā topoloǧija τa ir visvājākā no visām iespējamajām topoloǧijām kopā X.

1.19. uzdevums. Pieņemsim, ka R -reālo skaitļu kopa un apskat̄ısim R apakškopu saimi

τirr = {Ø,R} ∪ {U / U ⊂ R\Q}.

1. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime τirr ir topoloǧija kopā R.

2. Vai kopā R topoloǧiju τirr var sal̄ıdzināt ar topoloǧijām τdab, τr, τcr, τS?

3. Telpā (R, τirr) minēt vaļējas kopas piemēru un slēgtas kopas piemēru. Vai telpā
(R, τirr) ir vienlaic̄ıgi vaļējas un slēgtas kopas, izņemot Ø un R?

1.20. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, ρ) -metriska telpa, U(a, r) = {x ∈ X / ρ(a, x) < r} ir
vaļēja lode telpā (X, ρ) (skat. 1.6. defin̄ıciju). Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τρ = {G ⊂ X / ∀x ∈ G ∃r > 0 U(x, r) ⊂ G}

ir topoloǧija kopā X.

1.21. uzdevums. Apskat̄ısim kopu X = {a, b} un topoloǧiju τ = {Ø, X, {a}}. Pierād̄ıt, ka
kopā X nevar ieviest metriku ρ tā, lai τρ = τ (metriskā topoloǧija τρ sakristu ar apskat̄ıto
topoloǧiju). Šādā gad̄ıjumā saka, ka topoloǧija τ nav metrizējama kopā X.

1.22. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. f : X → X ir bijekt̄ıvs
attēlojums, kurš kopu X attēlo sev̄ı. τf = {U / U ⊂ X, f(U) = U} ir topoloǧija kopā X
(skat. 1.11. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka topoloǧija τf ir metrizējama kopā X (t.i., kopā X
eksistē tāda metrika ρ, ka metriskā topoloǧija τρ sakr̄ıt ar topoloǧiju τf ).

1.23. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, kura satur vismaz divus pun-
ktus, un šajā kopā dota triviālā metrika

ρ(x, y) =
{

1, x 6= y;
0, x = y.

(1.1)

Pierād̄ıt, ka

1. vaļējā lode ar centru punktā x ∈ X un rādiusu r > 0 ir kopa

U(x, r) =
{ {x}, 0 < r ≤ 1;

X, r > 1.
(1.2)
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2. τρ = τd.

1.24. uzdevums. Pieņemsim, ka X = C[a;b] ir visu nogriezn̄ı [a; b] nepārtrauktu reālā main̄ıgā
reālo funkciju kopa. Kopā X apskat̄ısim divas metrikas:

ρ∞ = max
x∈[a;b]

|f(x)− g(x)|;

ρ2 =

√√√√√
b∫

a

(f(x)− g(x))2dx.

Kāda ǧeometriskā interpretācija ir vaļējai lodei metriskās topoloǧijas telpā (X, τρ∞)?
Parād̄ıt, ka metriskā topoloǧija τρ∞ ir vājāka par metrisko topoloǧiju τρ2 .

1.25. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, ρ) -patvaļ̄ıga metriska telpa. Katram x, y ∈ X noteik-
sim, ka

ρ∗(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
.

Pierād̄ıt, ka ρ∗(x, y) ir metrika kopā X un abas metrikas ρ un ρ∗ nosaka vienu un to pašu
topoloǧiju, t.i., τρ = τρ∗ .

1.26. uzdevums. Reālo skaitļu kopā R sal̄ıdzināt šādas topoloǧijas: τa, τd, τdab un τk.



2. nodaļa

Topoloǧijas bāze

2.1. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa, punkts x ∈ X. Kopu U(x) ⊂ X sauc
par punkta x vaļēju apkārtni, ja

1. x ∈ U(x);

2. U(x) ∈ τ .

Apz̄ımēsim

τ(x)− punkta x visu vaļējo apkārtņu saime topoloǧiskā telpā (X, τ).

2.1. teorēma. Topoloǧiskās telpas (X, τ) punkta x ∈ X vaļējo apkārtņu saimei τ(x) izpildās
šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ∀ x ∈ X saime τ(x) ir netukša, pie tam ∀ U ∈ τ(x) punkts x ∈ U ;

2. U, V ∈ τ(x) ⇒ U ∩ V ∈ τ(x);

3. U ∈ τ(x) un y ∈ U ⇒ U ∈ τ(y).

2.2. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa, punkts x ∈ X. Par punkta x apkārtni
sauc jebkuru tādu kopu A ⊂ X, ja eksistē kopa U(x) ∈ τ(x), kurai U(x) ⊂ A.

Apz̄ımēsim

O(x)− punkta x visu apkārtņu saime topoloǧiskā telpā (X, τ).

Skaidrs, ka punkta vaļējo apkārtņu saimi ar apkārtņu saimi saista šāda sakar̄ıba

∀ x ∈ X : τ(x) ⊂ O(x).

2.2. teorēma. Topoloǧiskās telpas (X, τ) punkta x ∈ X apkārtņu saimei O(x) izpildās šādas
ı̄paš̄ıbas:

1. Ja kopa A ∈ O(x), tad punkts x ∈ A;

2. Ja kopas A1, A2 ∈ O(x), tad A1 ∩A2 ∈ O(x);

3. Ja kopa A ∈ O(x) un A ⊂ B, tad B ∈ O(x).

4. Ja kopa A ∈ O(x), tad eksistē tāda kopa B, B ⊂ A, ka katram punktam y ∈ B kopa
B ∈ O(y).

11
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2.3. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa, x ∈ X. Punkta x vaļējo apkārtņu saimi
B(x) ⊂ τ(x) sauc par topoloǧijas τ lokālo bāzi punktā x, ja katrai punkta x vaļējai apkārtnei
U ∈ τ(x) eksistē tāda kopa V ∈ B(x), ka V ⊂ U .

2.3. teorēma. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, un katram punktam x ∈ X eksistē
lokālā bāze B(x). Tad ir spēkā šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ∀ x ∈ X apakškopu saime B(x) ir netukša, pie tam ∀ U ∈ B(x) punkts x ∈ U ;

2. ∀ x ∈ X un ∀ U, V ∈ B(x) ⇒ ∃ W ∈ B(x), ka W ⊂ U ∩ V ;

3. ∀ x ∈ X un ∀ U ∈ B(x) un ∀y ∈ U ⇒ ∃ V ∈ B(y), ka V ⊂ U .

2.4. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa. Apakškopu saimi B ⊂ τ sauc par
topoloǧijas τ bāzi, ja katrai vaļējai netukšai kopai U ∈ τ un ∀ x ∈ U ∃ V ∈ B, ka x ∈ V ⊂ U .

2.4. teorēma. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa un B ⊂ τ . Apakškopu saime B ir
topoloǧijas τ bāze tad un tikai tad, ja katrai vaļējai netukšai kopai U ∈ τ eksistē tādas kopas
Vα ∈ B, (α ∈ I), ka

U =
⋃

α∈I

Vα.

2.5. teorēma. Dota kopa X un tās apakškopu saime B ⊂ P (X). B ir kopas X kaut kādas
topoloǧijas τ bāze tad un tikai tad, ja:

1. ∀ x ∈ X ⇒ ∃ V ∈ B, ka x ∈ V ;

2. ∀ V1, V2 ∈ B un ∀ x ∈ V1 ∩ V2 ⇒ ∃ V ∈ B, ka x ∈ V ⊂ V1 ∩ V2.

2.5. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa. Kopas X apakškopu saimi C sauc par
topoloǧijas τ priekšbāzi, ja τ ir pati vājākā topoloǧija, kas aptver saimi C.

2.6. defin̄ıcija. Pieņemsim, ka (X, τ)-topoloǧiska telpa. Par raksturu jeb lokālo svaru
punktā x ∈ X sauc minimālās lokālās bāzes punktā x apjomu.

Apz̄ımēsim
χ(x, (X, τ))− raksturs punktā x ∈ X.

2.7. defin̄ıcija. Par topoloǧiskas telpas (X, τ) raksturu sauc lielāko no visiem raksturiem
punktos x ∈ X.

Apz̄ımēsim
χ(X, τ)− topoloǧiskas telpas (X, τ) raksturs.

Tātad
χ(X, τ) = max

x∈X
χ(x, (X, τ)).

2.8. defin̄ıcija. Par topoloǧiskas telpas (X, τ) svaru sauc minimālās bāzes apjomu.

Apz̄ımēsim
s(X, τ)− topoloǧiskas telpas (X, τ) svars.

2.9. defin̄ıcija. Ja χ(X, τ) ≤ ℵo, tad topoloǧiskā telpa (X, τ) apmierina pirmo sanumurēja-
mı̄bas aksiomu.

2.10. defin̄ıcija. Ja s(X, τ) ≤ ℵo, tad topoloǧiskā telpa (X, τ) apmierina otro sanumurēja-
mı̄bas aksiomu.
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Tātad, ja topoloǧijai eksistē gal̄ıga vai sanumurējama bāze, t.i., s(X, τ) ≤ ℵo, tad topoloǧiskā
telpa apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu. Ja katrā punktā x ∈ X eksistē gal̄ıga vai
sanumurējama lokālā bāze B(x), t.i., χ(X, τ) ≤ ℵo, tad topoloǧiskā telpa apmierina pirmo
sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.6. teorēma. Topoloǧiskas telpas (X, τ) raksturs nepārsniedz telpas svaru, t.i.,

χ(X, τ) ≤ s(X, τ).

2.1. sekas. Ja topoloǧiska telpa (X, τ) apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu, tad tā ap-
mierina ar̄ı pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.1. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, punkts x ∈ X. Apskat̄ısim kopas
X apakškopu saimi

τx = {Ø, X, {x}}.
Pierād̄ıt, ka

1. τx ir topoloǧija kopā X;

2. katra apakškopa V ⊂ X, kurai x ∈ V , ir punkta x apkārtne topoloǧiskā telpā (X, τx);

3. kopa {x} ir punkta x vaļēja apkārtne topoloǧiskā telpā (X, τx);

4. katram punktam y ∈ X, kuram y 6= x, tikai kopa X ir š̄ı punkta apkārtne topoloǧiskā
telpā (X, τx).

2.2. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, x ∈ X. Apskat̄ısim kopas X
apakškopu saimi

τ = {Ø, G / G ⊂ X, x ∈ G}.
Pierād̄ıt, ka

1. τ ir topoloǧija kopā X;

2. katra punkta x apkārtne topoloǧiskā telpā (X, τ) ir ar̄ı š̄ı punkta vaļēja apkārtne.

2.3. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, x ∈ X. Apskat̄ısim kopas X
apakškopu saimi

τ = {X, G / G ⊂ X, x ∈ X\G}.
Pierād̄ıt, ka

1. τ ir topoloǧija kopā X;

2. topoloǧiskā telpā (X, τ) katra punktam y ∈ X, kuram y 6= x, kopa {y} ir punkta
y vaļēja apkārtne, bet kopa {x, y} ir punkta y apkārtne, kura nepieder x apkārtņu
saimei O(x).

2.4. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa un katram punktam x ∈ X ek-
sistē kopas X apakškopu saime B(x), kas apmierina 2.3. teorēmā uzskait̄ıtās ı̄paš̄ıbas.
Apskat̄ısim kopas X apakškopu saimi

τ = {Ø, G / G ⊂ X, ∀x ∈ G ∃U ∈ B(x) : U ⊂ G}.

Pierād̄ıt, ka

1. τ ir topoloǧija kopā X;
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2. topoloǧiskā telpā (X, τ) katram punktam x apakškopu saime B(x) ir lokālā bāze
punktā x .

2.5. uzdevums. Pieņemsim, ka R ir reālo skaitļu kopa un katram punktam x ∈ R izveidosim
apakškopu saimi

B(x) = {[x; x + r) / r > 0}.
Pierād̄ıt, ka apakškopu saimei {B(x)}x∈R izpildās 2.3. teorēmā uzskait̄ıtās ı̄paš̄ıbas, un,
saskaņā ar 2.4. uzdevumu, kopas R apakškopu saime

τb = {Ø, G / G ⊂ R, ∀x ∈ G ∃r > 0 : U = [x; x + r) ⊂ G},

ir topoloǧija kopā R. Topoloǧisko telpu (R, τb) sauc par Zorgenfreija telpu jeb bultiņas
topoloǧisko telpu.

2.6. uzdevums. Apskat̄ısim Zorgenfreija telpu (R, τb) (skat. 2.5. uzdevumu).

1. Pierād̄ıt, ka Zorgenfreija topoloǧija τb ir stiprāka par parasto topoloǧiju τdab kopā R,
t.i., τdab ⊂ τb. Minēt piemēru, kas parāda, ka neizpildās sakar̄ıba τb ⊂ τdab.

2. Pierād̄ıt, ka telpā (R, τb), ja a ∈ R un b ∈ R,

(a) intervāls (a; b), kur a ≤ b, ir vaļēja kopa;
(b) intervāli (−∞; a) un [b; +∞) ir vaļējas kopas;
(c) {a} ir slēgta, bet nav vaļēja kopa;
(d) intervāls [a; b), kur a < b, ir vienlaic̄ıgi slēgta un vaļēja kopa;

3. Telpā (R, τb) minēt vaļējas (slēgtas) kopas piemēru, kura nav slēgta (vaļēja) kopa.

2.7. uzdevums. Pieņemsim, ka R2
+ = {(x1, x2) ∈ R2 / x2 > 0} ir plaknes R2 augšējā pus-

plakne. Apz̄ımēsim:
L = {(x1, x2) ∈ R2 / x2 = 0} ir plaknes R2 abscisu ass,
X = R2

+ ∪ L.
Katram kopas X punktam x ∈ X apskat̄ısim apakškopu saimi B(x) = {V(x; ε)}, kura
sastāv no punkta x vaļējām apkārtnēm

V(x, ε) =
{ {x} ∪ U((x1; ε); ε), ε > 0, ja x = (x1; 0) ∈ L;

U(x; ε), 0 < ε ≤ x2, ja x = (x1;x2) ∈ R2
+.

(2.1)

Pierād̄ıt, ka apakškopu saimei B(x) izpildās 2.3. teorēmā uzskait̄ıtās ı̄paš̄ıbas, un, saskaņā
ar 2.4. uzdevumu, kopas X apakškopu saime

τN = {Ø, G / G ⊂ X, ∀x ∈ G ∃ε > 0 : V(x, ε) ⊂ G},

ir topoloǧija kopā X.
Topoloǧisko telpu (X, τN ) sauc par Nemicka plakni.

2.8. uzdevums. Katrai no topoloǧijām τi, kur i = 1, 6, no 1.17. uzdevumu, noteikt, vai
taisnes R apakškopu saime Aj , kur j = 1, 7, ir lokālā bāze punktā 0.

1. A1 = {{0}};
2. A2 = {(ε; +∞), ε > 0};
3. A3 = {(−ε; ε), ε > 0};
4. A4 = {[0; ε), ε > 0};
5. A5 = {(−1; 1)};
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6. A6 = {(− 1
n ; 1

n), n ∈ N};
7. A7 = {R}.

2.9. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa un katram punktam x ∈ X izvei-
dosim divas vaļējo apkārtņu saimes B1(x) un B2(x), τ1 un τ2 ir š̄ım saimēm atbilstošās
topoloǧijas kopā X:

τ1 = {Ø, G / G ⊂ X, ∀x ∈ G ∃U ∈ B1(x) : U ⊂ G};

τ2 = {Ø, G / G ⊂ X, ∀x ∈ G ∃U ∈ B2(x) : U ⊂ G}.
Pierād̄ıt, ka

1. topoloǧija τ2 ir stiprāka par τ1 tad un tikai tad, ja katram punktam x ∈ X un katrai
kopai U1(x) ∈ B1(x) eksistē tāda kopa U2(x) ∈ B2(x), ka U2(x) ⊂ U1(x);

2. kopas X apakškopu saimes {B1(x)}x∈X un {B2(x)}x∈X nosaka vienu un to pašu
topoloǧiju kopā X, tad un tikai tad, ja katram punktam x ∈ X, katrai kopai U1(x) ∈
B1(x) un katrai kopai U2(x) ∈ B2(x) eksistē tādas kopas V1(x) ∈ B1(x) un V2(x) ∈
B2(x), ka V1(x) ⊂ U2(x) un V2(x) ∈ U1(x).

2.10. uzdevums. Pārbaud̄ıt, ka taisnes R apakškopu sistēmas Bi ir kaut kādas topoloǧijas
τi bāze (i = 1, 5), pie tam τ1 = τdab:

1. B1 = {(a; b) | a, b ∈ R, a < b};
2. B2 = {[a; b) | a, b ∈ R, a < b};
3. B3 = B1 ∪ {U \K | U ∈ B1, K = { 1

n , n ∈ N}};
4. B4 = {(a; +∞) | a ∈ R};
5. B5 = {∅,R} ∪ {a | a ∈ R \Q = I};

2.11. uzdevums. Sal̄ıdzināt topoloǧijas τi (i = 1, 5) no 2.10. uzdevuma, τS , τr no 1.5. uzde-
vuma, kā ar̄ı ko-gal̄ıgo topologiju τk no 1.9. uzdevuma. Visas topoloǧijas apskat̄ıt kopā
R.

2.12. uzdevums. Pierād̄ıt, ka

B∗
1 = {(a; b) | a, b ∈ Q, a < b}

ir parastās topoloǧijas τdab kopā R sanumurējama bāze.

2.13. uzdevums. Pierād̄ıt, ka

B = {U(a; r) | a ∈ Qn, r ∈ Q, r > 0}

ir parastās topoloǧijas τdab kopā Rn sanumurējama bāze.

2.14. uzdevums. Atrast minimālo bāzi topoloǧijām τd, τMN un τS kopā Rn no 1.5. uzde-
vuma.

2.15. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧijas τd, τMN , τS kopā Rn no 1.5. uzdevuma apmierina
pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.16. uzdevums. Pārbaud̄ıt, kāda no sanumurējamı̄bas aksiomām izpildās telpā:

1. (R2, τd);
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2. (R2, τa);

3. (R2, τdab);

4. (R2, τr) (skat. 1.5. uzdevumu).

2.17. uzdevums. Pieņemsim, ka N -naturālo skaitļu kopa un τk ko-gal̄ıgā topoloǧija kopā N.

τk = {∅, N, N \ {a1, a2, . . . , as} | ai ∈ N, i = 1, s, s ∈ N}.

1. Pierād̄ıt, ka apakškopu sistēma τk ir sanumurējama, tāpēc topoloǧiskā telpa (N, τk)
apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2. Atrast topoloǧiskās telpas (N, τk) bāzi, kura nesakr̄ıt ar τk.

2.18. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa un τk ko-gal̄ıgā topoloǧija kopā
X (skat. 1.9. uzdevumu). Pierād̄ıt,

1. ka topoloǧiskā telpa (X, τk) apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu tad un tikai
tad, ja X ir sanumurējama vai gal̄ıga kopa;

2. ja X ir nesanumurējama kopa, topoloǧiskā telpa (X, τk) neapmierina ne pirmo, ne otro
sanumurējamı̄bas aksiomu, pie tam kopas X nevienā punktā neeksistē sanumurējama
lokāla bāze.

2.19. uzdevums. Pieņemsim, ka N -naturālo skaitļu kopa un τd diskrētā topoloǧija kopā N.
Pierād̄ıt, ka vienelementu kopu sistēma B = {{1}, {2}, {3}, . . .} ir topoloǧijas τd minimālā
bāze.

2.20. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. Atrast diskrētās topoloǧijas τd

kopā X minimālo bāzi.

2.21. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa. Atrast antidiskrētās topoloǧijas
τa kopā X visas iespējamās bāzes.

2.22. uzdevums. Parād̄ıt, ka sistēma P = {(a; +∞)}∪{(−∞; b)}, kur a, b ∈ R, ir priekšbāze
parastai topoloǧijai τdab kopā R.

2.23. uzdevums. Aplūkosim plaknes punktu kopuR2, kurā izveidota topoloǧija, kuras priekš-
bāze ir visu plaknes taǐsņu kopa. Raksturot š̄ıs topoloǧijas elementus un noteikt, kas ir š̄ı
topoloǧija.

2.24. uzdevums. Aplūkosim plaknes punktu kopu R2, kurā izveidota topoloǧija τl, kuras
priekšbāze ir visu fiksētai taisnei l ∈ R2 paralēlo plaknes taǐsņu saime.

1. Raksturot topoloǧijas τl elementus.

2. Sal̄ıdzināt topoloǧiju τl ar parasto topoloǧiju τdab un 2.23. uzdevumā konstruēto
topoloǧiju kopā R2.

3. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (R2, τl) neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.25. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Zorgenfreija topoloǧiskā telpa (R, τb) no 2.5. uzdevuma apmie-
rina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.26. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga nesanumurējama kopa un ρ -triviālā metrika
kopā X (skat. 1.23. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (X, τρ), kur τρ ir metriskā
topoloǧija, apmierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurē-
jamı̄bas aksiomu.
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2.27. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Nemicka topoloǧiskā telpa (X, τN ) no 2.7. uzdevuma apmierina
pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, bet neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.28. uzdevums. Ar B apz̄ımēsim kopu, kura sastāv no taisnes R visiem vaļējiem intervāliem
parastajā topoloǧijā un vēl šādām kopām

(R \ { 1
n

, n ∈ N}) ∩ (−r; r),

kur r > 0. Pierād̄ıt, ka saime B ir kādas topoloǧijas kopā R bāze. (Šo topoloǧiju apz̄ımēsim
τkur un sauksim par Kuratovska topoloǧiju.)

2.29. uzdevums. Pieņemsim, ka X = R2, katram punktam x ∈ X apskat̄ısim kopu

U(x) = {U(x, ε) \A} ∪ {x},

kur ε > 0 un A ir vaļējā riņķa U(x, ε) vertikālā diametra punktu kopa. Pierād̄ıt, ka

1. saime {U(x)} | ε > 0, x ∈ X} ir kādas topoloǧijas kopā X = R2 bāze (šo topoloǧiju
apz̄ımēsim τ̈ un sauksim par “taureņu” topoloǧiju);

2. katram punktam x ∈ X saime {U(x)} | ε > 0, x ∈ X} ir lokālā bāze šājā punktā x;

3. topoloǧija τ̈ ir stiprāka par parasto topoloǧiju τdab kopā R2;

4. topoloǧiskā telpa (R2, τ̈) apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

2.30. uzdevums. Izmain̄ısim “taureņu” topoloǧiju τ̈ , skat. 2.29. uzdevumu. Katram pun-
ktam x ∈ R2 apskat̄ısim kopu

U ′(x) = {U(x, ε) \A′} ∪ {x},

kur ε > 0 un A′ ir vaļējā riņķa U(x, ε) horizontālā diametra punktu kopa. Pierād̄ıt, ka

1. saime {U ′(x)} | ε > 0, x ∈ R2} ir kādas topoloǧijas kopā R2 bāze (šo topoloǧiju
apz̄ımēsim τ̈ ′ un sauksim par ‘‘apgriezto taureņu” topoloǧiju);

2. katram punktam x ∈ R2 saime {U ′(x)} | ε > 0, x ∈ R2} ir lokālā bāze šajā punktā x;

3. topoloǧijas τ̈ un τ̈ ′ kopā R2 nevar sal̄ıdzināt;

4. kopu saime τ̈ ∩ τ̈ ′ ir parastā topoloǧija kopā R2.

2.31. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, bet B ⊂ P (X) - patvaļ̄ıga kopas
X apakškopu saime. Apz̄ımēsim

B = {U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un | U1, U2, . . . , Un ∈ B},

kur n ∈ N, t.i., B ir saimes B elementu visu gal̄ıgo šķēlumu sistēma, savukārt B̃ =
∪Vα, Vα ∈ B ir sisēmas B elementu visu iespējamo apvienojumu sistēma.

Pierād̄ıt, ka kopu saime

1. τ = {∅, X, B̃} ir topoloǧija kopā X;

2. {X, B} ir topoloǧijas τ = {∅, X, B̃} bāze kopā X;

3. {X,B} ir topoloǧijas τ = {∅, X, B̃} priekšbāze kopā X.

2.32. uzdevums. Pieņemsim, ka kopa X = {a, b, c, α, β, γ,∆}.
1. Pierād̄ıt, ka saime {{∆}, {a,∆}, {b, ∆}, {c, ∆}, {α, b, c,∆}, {β, c, a,∆}, {γ, a, b,∆}} ir

kādas topoloǧijas τ∆ kopā X bāze.
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2. Norād̄ıt, kādas vienelementu kopas topoloǧiskajā telpā (X, τ∆) ir slēgtas.

3. Kāda ir kopu no topoloǧijas τ∆ un slēgtu kopu ǧeometriskā jēga, ja pieņem, ka ∆
apz̄ımē trijstūri plaknē, kura virsotnes ir α, β un γ, bet a, b un c ir atbilstošajām
virsotnēm pretējās malas?

2.33. uzdevums. Apskat̄ısim kopu X, kas sastāv no 15 punktiem, kuri atbilst tetraedram un
tetraedra 4 skaldnēm, 6 šķautnēm un 4 virsotnēm. Vadoties pēc 2.32. uzdevuma parauga,
konstruēt topoloǧisko telpu kopā X.

2.34. uzdevums. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par Lindelēva telpu (jeb telpa X, τ apmierina
Lindelēva ı̄paš̄ıbu), ja no katra vaļeēju kopu sistēmas {Gα, α ∈ I} apvienojuma G =⋃
α∈I

Gα var izdal̄ıt ne vairāk kā sanumurējamu apakšsistēmu {Gn, n ∈ K, K ⊂ N} ar

apvienojumu G, t.i., G =
⋃

n∈K

Gn.

Pierād̄ıt, ka katra topoloǧiska telpa (X, τ) ar otro sanumurējamı̄bas aksiomu ir Lindelēva
telpa. Minēt Lindelēva telpas (X, τ) piemēru, kas neapmierina otro sanumurējamı̄bas
aksiomu.



3. nodaļa

Punktu klasifikācija attiec̄ıbā pret
kopu

Apskat̄ısim topoloǧisku telpu (X, τ) un kopas X patvaļ̄ıgu apakškopu A ⊂ X.

3.1. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A kontaktpunktu, ja punkta x katra vaļēja
apkārtne U šķeļas netukši ar kopu A:

U ∩A 6= ∅.

3.2. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A robežpunktu, ja punkta x katra vaļēja
apkārtne U šķeļas netukši gan ar kopu A, gan tās papildinājumu:

U ∩A 6= ∅;

U ∩ (X \A) 6= ∅.

3.3. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A iekšējo punktu, ja punktam x eksistē tāda
vaļēja apkārtne U , kas ietilpst kopā A:

U ⊂ A.

3.4. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A izolēto punktu, ja punktam x eksistē vaļēja
apkārtne U , kuras šķēlums ar kopu A ir tieši pats punkts x:

U ∩A = {x}.

3.5. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A ārienes punktu, ja punktam x eksistē tāda
vaļēja apkārtne U , kura nešķeļas ar kopu A:

U ∩A = ∅.

3.6. defin̄ıcija. Punktu x ∈ X sauc par kopas A akumulācijas punktu, ja punkta x katra

izdurta vaļēja apkārtne
◦
U (šeit:

◦
U = U \ {x}, kur kopa U ir punkta x vaļēja apkārtne) šķeļas

netukši ar kopu A:
◦
U ∩A 6= ∅.

19
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Katram jēdzienam pēc jēdziena defin̄ıcijas (no 3.7. defin̄ıcijas l̄ıdz 3.11. defin̄ıcijai) uzskait̄ısim
biežāk lietotos apz̄ımējumus.

3.7. defin̄ıcija. Par kopas slēgumu sauc visu š̄ıs kopas kontaktpunktu kopu.

Kopas A slēgumu apz̄ımē cl A, A, [A].

3.8. defin̄ıcija. Par kopas robežu sauc visu š̄ıs kopas robežpunktu kopu.

Kopas A robežu apz̄ımē Fr A, γ A, δA.

3.9. defin̄ıcija. Par kopas iekšieni sauc visu š̄ıs kopas iekšējo punktu kopu.

Kopas A iekšieni apz̄ımē Int A, A0, ]A[.

3.10. defin̄ıcija. Par kopas ārieni sauc visu š̄ıs kopas ārējo punktu kopu.

Kopas A ārieni apz̄ımē Ext A.

3.11. defin̄ıcija. Par kopas atvasināto kopu sauc visu š̄ıs kopas akumulācijas punktu kopu.

Kopas A atvasināto kopu apz̄ımē Ad, A′.

3.12. defin̄ıcija. Kopu A sauc par visur bl̄ıvu, ja A = X.

3.13. defin̄ıcija. Kopu A sauc par nekur nebl̄ıvu, ja Int A = ∅.
3.14. defin̄ıcija. Par topoloǧiskās telpas (X, τ) bl̄ıvumu sauc par minimālās visur bl̄ıvās
apakškopas apjomu.

Apz̄ımēsim
d(X, τ)− topoloǧiskas telpas (X, τ) bl̄ıvums.

3.15. defin̄ıcija. Ja d(X, τ) ≤ ℵo, tad topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par separablu telpu.

3.1. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X, B ⊂ X, bet λ ir
topoloǧiskas telpas (X, τ) visu slēgto apakškopu saime. Pierād̄ıt šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ∅ = ∅;
2. X = X;

3. A ⊂ A;

4. A = ∩{F | F ∈ λ, F ⊃ A};
5. Ja A ⊂ B, tad A ⊂ B;

6. A = A;

7. A ∈ λ tad un tikai tad, ja A = A.

3.2. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X, B ⊂ X, bet λ ir
topoloǧiskas telpas (X, τ) visu slēgto apakškopu saime. Pierād̄ıt šādas ı̄paš̄ıbas:

1. A = A \ Fr A;

2. Fr A = A ∩X \A;

3. Fr (X \A) = FrA;

4. Fr A ⊂ FrA;

5. Fr (IntA) ⊂ FrA;

6. A ∈ τ (kopa A ir vaļēja) tad un tikai tad, ja FrA = A \A;
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7. A ∈ λ (kopa A ir slēgta) tad un tikai tad, ja FrA = A \ intA;

8. Kopa A ir vaļēja un slēgta tad un tikai tad, ja FrA = ∅.

3.3. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X, B ⊂ X. Pierād̄ıt šādas
ı̄paš̄ıbas:

1. int ∅ = ∅;
2. int X = X;

3. intA ⊂ A;

4. intA = ∪{U | U ∈ τ, U ⊂ A};
5. Ja A ⊂ B, tad intA ⊂ intB;

6. int(intA) = intA;

7. intA = X \ (X \A);

8. A ∈ τ (kopa A ir vaļēja) tad un tikai tad, ja A = intA.

3.4. uzdevums. Atrast dotās kopas slēgumu, iekšieni un robežu:

1. topoloǧiskā telpā (R, τdab), kur τdab ir parastā topoloǧija:

(a) (a; b), kur a, b ∈ R un a < b;
(b) [a; b], kur a, b ∈ R un a < b;
(c) [a; b), kur a, b ∈ R un a < b;
(d) [a; +∞), kur a ∈ R;
(e) (−∞; a), kur a ∈ R;
(f) { 1

n | n ∈ N};
(g) {a}, kur a ∈ R;
(h) {a1; a2; . . . ak}, kas sastāv no gal̄ıga punktu skaita k un ai ∈ R, ja i = 1, k.

2. topoloǧiskā telpā (R2, τdab), kur τdab ir parastā topoloǧija:

(a) A1 = U(0; 1) ∪ {(1;−2)};
(b) A2 = {(x; y) | x, y ∈ R, x2 + y2 = 1};
(c) A3 ir patvaļ̄ıga kopas R2 gal̄ıga apakškopa;
(d) A4 = {(x; y) | x ∈ R, 0 < x < y, y = 0};
(e) A5 = CU(0; 2);
(f) A6 = [0; 1]× [0; 1];
(g) A7 = [0; 1)× [0; 1);
(h) A8 = {(x; y) | x ∈ Q, y ∈ R};
(i) A9 = {(x; y) | x, y ∈ Q};
(j) A10 = {(x; y) | x, y ∈ R, x > 0, y 6= 1}.

3. kopai [0; 1] topoloǧiskā telpā (R, τirr) (skat. 1.19. uzdevumu).

3.5. uzdevums. Topoloǧiskā telpā (R2, τdab), kur τdab ir parastā topoloǧija, apskat̄ısim divas
kopas

A = {(x; y) | (x; y) ∈ R2, y = sin
1
x

, 0 < x ≤ π},

B = {(x; y) | (x; y) ∈ R2, x = 0, −1 ≤ y ≤ 1}.
Pārbaud̄ıt, ka A = A ∪B.
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3.6. uzdevums. Katrā no sešām topoloǧiskajām telpām (R2, τS), (R2, τMN ), (R2, τr), (R2, τcr),
(R2, τk), (R2, τd) (skat. 1.2. uzdevumu, 1.5. uzdevumu un 1.9. uzdevumu) noteikt kopas A
slēgumu, iekšieni un robežu:

1. A = {a} vienelementa kopa, kur a ∈ R2;

2. A = {U(a; r) | a ∈ R2, r > 0} vaļēja lode;

3. A = {CB(a; r) | a ∈ R2, r > 0} slēgtas lodes ar centru punktā a ∈ R2 un rādiusu r
papildinājums;

4. A = (0; 1)× {0}.
3.7. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (R2, τr) (skat. 1.5. uzdevumu) katras apakš-

kopas A ⊂ R2, kas nesatur koordinātu sākumpunktu, iekšiene IntA = ∅ (t.i., kopai A nav
iekšējo punktu).

3.8. uzdevums. Topoloǧijām kopā R2

1. τMN ;

2. τS ;

3. τdab;

4. τr.

aprakst̄ıt visas iespējamās apakškopas A ⊂ R2, kuru robeža FrA = ∅: (skat. 1.5. uzde-
vumu).

3.9. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (X, τMN ) apakškopas A ⊂ X iekšiene
IntA = ∅ tad un tikai tad, ja kopa A nešķeļas ar taisni MN un nesatur nevienu tais-
nei MN simetrisku punktu.

3.10. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (X, τk) apakškopas A ⊂ X iekšiene

IntA 6= ∅ tad un tikai tad, ja kopa A ∈ τk.

3.11. uzdevums. Pārbaud̄ıt, vai topoloǧiskā telpā (X, τd) patvaļ̄ıgai apakškopai A ⊂ X
izpildās šādas vienād̄ıbas IntA = A = A un FrA = ∅?

3.12. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) jebkurām apakškopām A,B ⊂ X
izpildās šādi apgalvojumi:

1.
A ∪B = A ∪B;

(A ∪B)d = Ad ∪Bd;

Int(A ∪B) ⊃ IntA ∪ IntB;

Fr(A ∪B) ⊂ FrA ∪ FrB;

2.
A ∩B ⊂ A ∩B;

(A ∩B)d ⊂ Ad ∩Bd;

Int(A ∩B) = IntA ∩ IntB;

Fr(A ∩B) ⊂ FrA ∪ FrB;
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3.
A \B ⊂ A \B;

Ad \Bd ⊂ (A \B)d;

Int(A \B) ⊂ IntA \ IntB;

Fr(A \B) ⊂ FrA ∪ FrB;

4. Ja A ⊂ B, tad
A ⊂ B;

Ad ⊂ Bd;

IntA ⊂ IntB.

3.13. uzdevums. Topoloǧiskā telpā (R, τdab) minēt tādas apakškopas A ⊂ R un B ⊂ R,
kuras pierāda, ka 3.12. uzdevuma apgalvojumos (1.-3.) z̄ımi ⊂ vai ⊃ nevar aizstāt ar
vienād̄ıbas z̄ımi.

3.14. uzdevums. Patvaļ̄ıgā topoloǧiskā telpā (X, τ) minēt tādas apakškopas A un B, kurām
no tā, ka A ⊂ B, neseko FrA ⊂ FrB.

3.15. uzdevums. Topoloǧiskā telpā (X, τ) apskat̄ısim apakškopu saimi {Ai | i ∈ I, Ai ⊂ X}.
Pierād̄ıt, ka izpildās šādi apgalvojumi:

1. ⋃

i∈I

Ai ⊂
⋃

i∈I

Ai;

⋂

i∈I

Ai ⊂
⋂

i∈I

Ai;

2. ⋃

i∈I

IntAi ⊂ Int(
⋃

i∈I

Ai);

Int(
⋂

i∈I

Ai) ⊂
⋂

i∈I

IntAi;

3. ⋃

i∈I

Ad
i ⊂ (

⋃

i∈I

Ai)d;

(
⋂

i∈I

Ai)d ⊂
⋂

i∈I

Ad
i .

3.16. uzdevums. Topoloǧiskā telpā (R, τdab) minēt tādas bezgal̄ıga apjoma apakškopu saimes
{Ai | i ∈ I, Ai ⊂ R}, kurām neizpildās vienād̄ıbas

1. ⋃

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Ai;

2. ⋃

i∈I

Ad
i = (

⋃

i∈I

Ai)d;
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3.
Int(

⋂

i∈I

Ai) =
⋂

i∈I

IntAi.

3.17. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, ρ) - metriska telpa, kur ρ ir triviālā metrika (skat. 1.23.
uzdevumu). Apz̄ımēsim: U(x, 1) - vaļēja lode ar centru punktā x ∈ X un rādiusu 1, bet
B(x, 1) - slēgta lode ar centru punktā x ∈ X un rādiusu 1. Pierād̄ıt, ka

U(x, 1) ⊂ B(x, 1)

un
U(x, 1) ⊂ B(x, 1) = B(x, 1),

taču U(x, 1) 6= B(x, 1).

3.18. uzdevums. Kopā X apskat̄ısim divas tādas topoloǧijas τ1 un τ2, ka topoloǧija τ2 mazorē
τ1, t.i., τ1 ⊂ τ2. Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu kopu A ⊂ X un atbilstoši š̄ıs apakškopas slēgumu
A(1) un iekšieni Int A(1) topoloǧijā τ1, kā ar̄ı š̄ıs kopas slēgumu A(2) un iekšieni Int A(2)

topoloǧijā τ2.

1. Noteikt, kurš no apgalvojumiem (a) un (b) par kopas A slēgumu ir spēkā:

(a) A(1) ⊂ A(2);

(b) A(2) ⊂ A(1).

2. Noteikt, kurš no apgalvojumiem (a) un (b) par kopas A iekšieni ir spēkā:

(a) Int A(1) ⊂ Int A(2);
(b) Int A(2) ⊂ Int A(1).

3.19. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X. Pierād̄ıt, ka Ad = A tad
un tikai tad, kad kopai A nav izolēto punktu.

3.20. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X. Pierād̄ıt, ja kopai A nav
izolēto punktu, tad ar̄ı kopas A slēgumam A nav izolēto punktu.

3.21. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X. Vai kopas A izolētais
punkts var būt š̄ıs kopas:

1. iekšējais punkts;

2. ārējais punkts;

3. robežpunkts?

Minēt atbilstošus piemērus.

3.22. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskas telpas (R2, τMN ) (skat. 1.5. uzdevumu) punkts
x ∈ R2 ir kopas A = R2 izolētais punkts tad un tikai tad, kad punkts x pieder taisnei MN .

3.23. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskajā telpā (R2, τS) (skat. 1.5. uzdevumu) kopas
A = R2 vien̄ıgais izolētais punkts ir pats S.

3.24. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkurā topoloǧiskā telpā, kura apmierina otro sanumurējamı̄-
bas aksiomu, katrai apakškopai var būt ne vairāk kā sanumurējami daudz izolēto punktu.

3.25. uzdevums. Topoloǧiskā telpā (R2, τr) (skat. 1.5. uzdevumu) atrast visur bl̄ıvu kopu,
kura satur tikai vienu punktu.
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3.26. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) jebkurai slēgtai kopai A ⊂ X šādi tr̄ıs
apgalvojumi ir ekvivalenti:

1. kopa A ir nekur nebl̄ıva, t.i., Int A = ∅;
2. kopa X \A ir visur bl̄ıva, t.i., X \A = X;

3. kopai A nav iekšēju punktu, t.i., Int A = ∅.

Vai šie apgalvojumi izpildās patvaļ̄ıgai kopai A ⊂ X?

3.27. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) kopa A ⊂ X šķeļas ar katru kopas X
visur bl̄ıvu apakškopu tad un tikai tad, kad IntA 6= ∅.

3.28. uzdevums. Pieņemsim, ka B ir topoloǧiskās telpas (X, τ) bāze, A ⊂ X. Pierād̄ıt, ka
punkts x ∈ A tad un tikai tad, kad katrai kopai V ∈ B, kura satur punktu x, izpildās
nosac̄ıjums A ∩ V 6= ∅.

3.29. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ X. Pierād̄ıt, ja katra kopas
A apakškopa ir slēgta telpā (X, τ), tad šajā telpā Ad = ∅ (t.i., kopai A nav akumulācijas
punktu telpā (X, τ)).

3.30. uzdevums. Noteikt šādu topoloǧisko telpu bl̄ıvumu:

1. (X, τ), kur X = {a, b, c} un τ = {Ø, X, {a}, {a, c}};
2. (R, τdab);

3. (R, τd).

3.31. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkura antidiskrētas topoloǧiskas telpas (X, τa) apakškopa ir
visur bl̄ıva, l̄ıdz ar to (X, τa) ir separabla telpa.

3.32. uzdevums. Pierād̄ıt, ka diskrēta topoloǧiska telpa (X, τd) ir separabla tad un tikai tad,
ja kopa X ir ne vairāk kā sanumurējama.

3.33. uzdevums. Vai jebkura topoloǧiska telpa (X, τ), kurai kopa X ir gal̄ıga vai sanu-
murējama, ir separabla?

3.34. uzdevums. Pieņemsim, ka B - priekšbāze topoloǧiskai telpai (X, τ), A ⊂ X ir fiksēta
kopa un katrai kopai V ∈ B izpildās nosac̄ıjums A ∩ V 6= ∅. Vai var apgalvot, ka šajā
gad̄ıjumā A ir visur bl̄ıva kopa telpā (X, τ)?

3.35. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Zorgenfreija topoloǧiskā telpa (R, τb) no 2.5. uzdevuma ir sep-
arabla telpa, kura neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu (tātad nav metrizējama
telpa).

3.36. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (X, τρ) = (X, ρ) no 3.17. uzdevuma nav
separabla telpa un neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu.

3.37. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Nemicka topoloǧiskā telpa (R2, τN ) no 2.7. uzdevuma ir se-
parabla telpa, kura neapmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu (tātad nav metrizējama
telpa).

3.38. uzdevums. X - patvaļ̄ıga netukša kopa un τk ko-gal̄ıgā topoloǧija kopā X (skat. 1.9.
uzdevumu). Pierād̄ıt, ka š̄ıs telpas katra bezgal̄ıga kopa ir visur bl̄ıva, l̄ıdz ar to (X, τk) ir
separabla telpa.
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3.39. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkura telpa, kas apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu, ir
separabla. Vai eksistē separabla topoloǧiska telpa, kura neapmierina otro sanumurējamı̄bas
aksiomu? Ja jā, tad minēt šādas telpas piemēru.

3.40. uzdevums. Pierād̄ıt, ka metriska separabla telpa apmierina otro sanumurējamı̄bas ak-
siomu.

3.41. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (R2, τ̈) no 2.29. uzdevuma ir separabla.
Minēt kādu š̄ıs telpas visur bl̄ıvu sanumurējamu apakškopu.

3.42. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, kas apmierina otro sanumurēja-
mı̄bas aksiomu, A ⊂ X. Pierād̄ıt, ja A ir nesanumurējama kopas X apakškopa, tad eksistē
tāds punkts x ∈ A, ka x ∈ Ad.

3.43. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τc) - ko-sanumurējama topoloǧiska telpa (skat. 1.10.
uzdevumu).

1. Noteikt, vai (X, τc)

(a) apmierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu;
(b) apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu;
(c) ir separabla telpa?

2. Pierād̄ıt, ka š̄ıs telpas katra nesanumurējama apakškopa ir visur bl̄ıva.

3.44. uzdevums. Pieņemsim, ka (R, τc) - topoloǧiska telpa ar ko-sanumurējamo topoloǧiju.
Apskat̄ısim kopu E = [0; 1] ⊂ R.

1. Vai E ir slēgta kopa telpā (R, τc)?

2. Noteikt kopu E.

3. Noteikt kopu Int (R \ E).

3.45. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa. Slēgtu kopu F ⊂ X sauc par
kanoniski slēgtu, ja F = Int F . Vaļēju kopu G ⊂ X sauc par kanoniski vaļēju, ja
G = Int G.

1. Minēt vaļējas kopas, kura nav kanoniski vaļēja kopa, piemēru. Minēt slēgtas kopas,
kura nav kanoniski slēgta kopa, piemēru.

2. Pierād̄ıt, ka vaļējas kopas slēgums ir kanoniski slēgta kopa, bet slēgtas kopas iekšiene
ir kanoniski vaļēja kopa.

3. Pierād̄ıt, ka kanoniski vaļējas kopas papildinājums ir kanoniski slēgta kopa, bet ka-
noniski slēgtas kopas papildinājums ir kanoniski vaļēja kopa.

4. Pierād̄ıt, ka gal̄ıga skaita kanoniski slēgtu kopu apvienojums ir kanoniski slēgta kopa.

5. Pierād̄ıt, ka jebkurām divām kopām A1 ⊂ X un A2 ⊂ X kopa Int A1 ∩ Int A2

ir kanoniski slēgta. Vai ar̄ı jebkuru divu kanoniski slēgtu kopu šķēlums vienmēr ir
kanoniski slēgta kopa?

3.46. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, apakškopa F ⊂ X ir slēgta kopa
šajā telpā, bet apakškopa G ⊂ X ir vaļēja kopa šajā telpā.

1) Pierād̄ıt, ka kopa G \G ir nekur nebl̄ıva kopa telpā (X, τ).

2) Pierād̄ıt, ja A ⊂ X ir nekur nebl̄ıva kopa šajā telpā, tad ar̄ı A ir nekur nebl̄ıva kopa
telpā (X, τ).
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3) Pierād̄ıt, ka slēgta kopa F ⊂ X ir nekur nebl̄ıva kopa telpā (X, τ), tad un tikai tad,
ja X \ F ir visur bl̄ıva kopa telpā (X, τ). Vai šis apgalvojums paliek spēkā, ja kopa
F nav slēgta?

4) Pierād̄ıt, ja vaļēja kopa G telpā (X, τ) ir nekur nebl̄ıva, tad G = ∅.
3.47. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, ρ) -metriska telpa, attālums starp punktu y ∈ X un

kopu A ⊂ X:
d(y, A) = inf

x∈A
ρ(y, x).

Katrai kopai A (A ⊂ X) noteiksim operatoru ϕ : A → A, kur

A = ϕ(A) = {y ∈ X | d(y,A) = 0}.

Pierād̄ıt, ka operators ϕ apmierina svar̄ıgākās slēguma operatora ı̄paš̄ıbas:

1. A ⊂ ϕ(A);

2. ϕ(ϕ(A)) = ϕ(A);

3. ϕ(A1 ∪A2) = ϕ(A1) ∪ ϕ(A2), kur A1, A2 ⊂ X;

4. ϕ(∅) = ∅.
3.48. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga netukša kopa. P (x) ir visu kopas X apakškopu

sistēma, bet ϕ : P (x) → P (x) ir operators, kas apmierina ı̄paš̄ıbas:

1) katrai apakškopai A ⊂ X : A ⊂ ϕ(A);

2) katrai apakškopai A ⊂ X : ϕ
(
ϕ(A)

)
= ϕ(A);

3) visām apakškopām A1, A2 ⊂ X : ϕ(A1 ∪A2) = ϕ(A1) ∪ ϕ(A2);

1. ϕ(∅) = ∅.
Apskat̄ısim kopu sistēmas

λ = {A ∈ P (x) : ϕ(A) = A} un τ = {A ∈ P (x) : CA ∈ λ} .

Pierād̄ıt, ka

1. sistēma τ ir topoloǧija kopā X,

2. sistēma λ ir šajā topologijā slēgta kopa sistēmu kopā X,

3. operators ϕ ir slēguma operators topoloǧijā τ , t.i., katrai kopai A ⊂ X : ϕ(A) = A.

3.49. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga netukša kopa, P (x) ir visu kopas X apakškopu
sistēma : P (x) → P (x) ir operators, kas apmierina ı̄paš̄ıbas:

1) katrai apakškopai A ⊂ X : ψ(A) ⊂ A;

2) katrai apakškopai A ⊂ X : ψ
(
ψ(A)

)
= ψ(A);

3) visām apakškopām A1, A2 ⊂ X : ψ(A1 ∩ ψA2) = ψ(A1) ∩ ψ(A2);

1. ψ(X) = X.

Pierād̄ıt, ka

1. sistēma τ : {A ⊂ X : ψ(A) = A} ir topoloǧija kopā X,

2. operators ψ ir iekšienes operators šajā topoloǧijā τ , t.i., katrai apakškopai A ⊂ X :
ψ(A) = intA.
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3.50. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga netukša kopa, B -kopas X fiksēta apakškopa,
bet P (B) ir kopas B visu iespējamo apakškopu saime. Apakškopu saime τ = {X} ∪P (B)
ir topoloǧija kopā X, skat. 1.8. uzdevumu. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ)

1. B = X;

2. izolēto punktu kopa sakr̄ıt ar kopu B, bet akumulācijas punktu kopa sakr̄ıt ar kopu
X \B.

3.51. uzdevums. Pierād̄ıt, ka kopa A ⊂ X ir slēgta topoloǧiskā telpā (X, τ) tad un tikai tad,
ja Ad ⊂ A.

3.52. uzdevums. Minēt topoloǧiskas telpas piemēru un apakškopu A, kurai neizpildās nosa-
c̄ıjums (Ad)d ⊂ Ad (tātad kopa Ad nav slēgta).

3.53. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τρ) - topoloǧiska telpa ar metrisko topoloǧiju, apakškopa
A ⊂ X. Pierād̄ıt, ka (Ad)d ⊂ Ad (tātad kopa Ad ir slēgta).

3.54. uzdevums. Apskat̄ısim šādas topoloǧiskās telpas:

1. (R2, τ̈) (skat. 2.29. uzdevumu);

2. (R2, τb) (skat. 2.5. uzdevumu);

3. (R2, τN ) (skat. 2.7. uzdevumu).

Katrā no š̄ım telpām pierād̄ıt, ka reālās plaknes apakškopa A ⊂ R2 ir

1. visur bl̄ıva tad un tikai tad, ja A ir visur bl̄ıva telpā (R2, τdab);

2. nekur nebl̄ıva tad un tikai tad, ja A ir nekur nebl̄ıva telpā (R2, τdab).

3.55. uzdevums. (X, τ) - topoloǧiska telpa. Pierād̄ıt, ka jebkuras apakškopas A ⊂ X robeža
Fr A ir nekur nebl̄ıva kopa telpā (X, τ).

3.56. uzdevums. Topoloǧiskajā telpā (X, τ∆) (skat. 2.32. uzdevumu) atrast vienelementa,
divelementu utt. kopu slēgumu. Vai telpā (X, τ∆) kādai kopai eksistē izolētie punkti?

3.57. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa. Pierād̄ıt, ja telpā (X, τ)

lim
n→∞xn = x un visiem indeksiem n ∈ N xn ∈ A, tad x ∈ A (skat. 5. nodaļu).

3.58. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir nesanumurējama kopa (|X| > ℵ0), τc ir ko-sanumurējama
topoloǧija (skat. 1.10. uzdevumu) kopā X.

1. Pierād̄ıt, ka telpā (X, τc) konverǧē tikai stacionāras virknes.

2. Pieņemsim, ka x0 ∈ X un A = X\{x0}. Pierād̄ıt, ka x0 ∈ A un telpā (X, τc) neeksistē
virkne (xn), ka xn ∈ A un lim

n→∞xn = x0.

3.59. uzdevums. Pierād̄ıt, ka, ja topoloǧiska telpa (X, τ) apmierina pirmo sanumurējamı̄bas
aksiomu, tad x0 ∈ A (A ⊂ X) tad un tikai tad, ja eksistē tāda virkne (xn), kur xn ∈ A
visiem n ∈ N, ka lim

n→∞xn = x0.

3.60. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir topoloǧiska telpa, A ir kopas X apakškopa un
apskat̄ısim kopu A

s = {x ∈ X : ∃ virkne (xn), xn ∈ A,n ∈ N, ka lim
n→∞xn = x} (ska.

5. nodaļu). Kopu A
s sauc par kopas A sekvenciālu slēgumu. Skaidrs, ka A ⊂ A

s. Ja
A = A

s, tad kopu A sauc par sekvenciāli slēgtu telpā (X, τ).

Pierād̄ıt, ka
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1. jebkurai kopai A ⊂ X izpildās sakar̄ıba A
s ⊂ A;

2. ja A ir slēgta kopa telpā (X, τ), tad A ir ar̄ı sekvenciāli slēgta kopa telpā (X, τ), t.i.,
A = A = A

s.

3.61. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir topoloǧiska telpa (skat. 3.60. uzdevumu).

1. Konstruēt tādu topoloǧiju kopā X un kopas X apakškopu A, ka A 6⊂ A
s.

2. Pierād̄ıt, ka, ja telpa (X, τ) apmierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, tad A
s = A,

t.i., šajā telpā sekvenciāli slēgta kopa ir slēgta kopa.

3. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskai telpai (X, τ), kas apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu
vai kurai topoloǧija τ ir metriskā topoloǧija, apakškopa A, A ⊂ X būtu slēgta tad
un tikai tad, ja kopa A ir sekvenciāli slēgta.
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4. nodaļa

Topoloǧiskas telpas apakštelpa

Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ), kopas X apakškopu M (M ⊂ X) un apakškopu saimi

τM = {M ∩ U, U ∈ τ}. (4.1)

4.1. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisku telpu (X, τ) un apakškopu M ⊂ X. Pierād̄ıt, ka
apakškopu saime τM (skat. (4.1)) ir topoloǧija kopā M .

4.1. defin̄ıcija. τM = {M ∩ U, U ∈ τ} sauc par topoloǧiskās telpas (X, τ) inducēto
topoloǧiju kopā M .

4.2. defin̄ıcija. Kopu M ⊂ X ar tajā inducēto topoloǧiju τM sauc par topoloǧiskās telpas
(X, τ) apakštelpu.

Apz̄ımēsim

(M, τM )− topoloǧiskās telpas (X, τ) apakštelpa, kur M ⊂ X.

4.3. defin̄ıcija. Topoloǧiskās telpas (X, τ) ı̄paš̄ıba ir mantojama, ja tā saglabājas jeb-
kurā telpas (X, τ) apakštelpā (M, τM ).

4.2. uzdevums. Apskat̄ısim reālās taisnes apakškopu A = [−2; 2] ⊂ R. Topoloǧiskās telpas
(R, τdab) apakštelpā (A, τA) noteikt, kuras no kopām Bi (i = 1, 6) ir vaļējas un kuras
slēgtas:

1. B1 = {x | − 1 < x < 1};
2. B2 = {x | − 1

2 < x ≤ −1};
3. B3 = {x | |x| ≤ 1};
4. B4 = {x | 1

2 ≤ |x| ≤ 2};
5. B5 = {x | 0 < x ≤ 2};
6. B6 = {x | x = 1

n , n ∈ N}.
4.3. uzdevums. Apskat̄ısim reālās taisnes apakškopu A = [−2; 2] ⊂ R. Bultiņas topoloǧiskās

telpas (R, τb) (skat. 2.5. uzdevumu) apakštelpā (A, τA) noteikt, kuras kopas Bi (i = 1, 6)
ir vaļējas un kuras slēgtas:
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1. B1 = {x | − 1 < x < 1};
2. B2 = {x | − 1

2 < x ≤ −1};
3. B3 = {x | |x| ≤ 1};
4. B4 = {x | 1

2 ≤ |x| ≤ 2};
5. B5 = {x | 0 < x ≤ 2};
6. B6 = {x | x = 1

n , n ∈ N}.
4.4. uzdevums. Apskat̄ısim reālās plaknes apakškopu A ⊂ R2.

1. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (R2, τdab) apakštelpā (A, τA), ja

(a) A ir patvaļ̄ıga taisne, tad topoloǧija τA sakr̄ıt ar parasto taisnes topoloǧiju τdab

kopā A;
(b) A ir gal̄ıga kopa, tad topoloǧija τA sakr̄ıt ar diskrēto topoloǧiju τd kopā A.

2. Ja A = B(O; r) ir slēgta lode ar centru punktā O(0; 0) un rādiusu r > 0, noteikt,
kuras no kopām Bi (i = 1, 4) ir vaļējas un kuras slēgtas topoloǧiskās telpas (R2, τdab)
apakštelpā (A, τA):

(a) B1 = {x ∈ R2 | ρ(x,O) ≤ 1};
(b) B2 = {x ∈ R2 | 1

2 ≤ ρ(x,O) ≤ 1};
(c) B3 = {x ∈ R2 | 1 < ρ(x,O) ≤ 2};
(d) B4 = {x ∈ R2 | ρ(x,O) < 1}.

4.5. uzdevums. Apskat̄ısim netukšu, ne vienelementa apakškopu A ⊂ R2. Pierād̄ıt, ka to-
poloǧiskās telpas (R2, τMN ) (skat. 1.5. uzdevumu) apakštelpā (A, τA):

1. τA ir diskrētā topoloǧija tad un tikai tad, ja kopa A nesatur nevienu tādu punktu
pāri, kuri ir simetriski pret taisni MN ;

2. τA ir antidiskrētā topoloǧija tad un tikai tad, ja kopa A sastāv tikai no diviem pun-
ktiem, kuri ir savstarpēji simetriski pret taisni MN .

4.6. uzdevums. Apskat̄ısim reālās plaknes apakškopu A ⊂ R2 un topoloǧiskās telpas (R2, τr)
(skat. 1.5. uzdevumu) apakštelpu (A, τA).

1. Ja A ir patvaļ̄ıga taisne, pierād̄ıt, ka inducētā topoloǧija τA sakr̄ıt ar topoloǧiju τS

no 1.5. uzdevuma, kur S ir patvaļ̄ıgs taisnes A punkts.

2. Ja A ir riņķa l̄ınija ar centru punktā (0; 0) un patvaļ̄ıgu fiksētu pozit̄ıvu rādiusu,
raksturot inducēto topoloǧiju τA.

3. Ja A ir gal̄ıga apakškopa, vai inducētā topoloǧija τA sakr̄ıt ar diskrēto topoloǧiju?

4. Atrast nosac̄ıjumus, kad inducētā topoloǧija τA sakr̄ıt ar diskrēto topoloǧiju, un, kad
τA sakr̄ıt ar antidiskrēto topoloǧiju.

4.7. uzdevums. (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ Y ⊂ X. Pierād̄ıt, ka

IntX A ⊂ IntY A.

Vai ir pareizs apgalvojums IntX A ⊃ IntY A?

(IntX A ir kopas A iekšiene telpā (X, τ), bet IntY A ir kopas A iekšiene telpas (X, τ)
apakštelpā (Y, τY )).

4.8. uzdevums. Pierād̄ıt, ka otrā sanumurējamı̄bas aksioma ir mantojama ı̄paš̄ıba. Vai ar̄ı
pirmā sanumurējamı̄bas aksioma ir mantojama ı̄paš̄ıba?
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4.9. uzdevums. Pierād̄ıt, ka separablas topoloǧiskas telpas vaļēja apakškopa ir separabla
apakštelpa.

4.10. uzdevums. Pierād̄ıt, ja topoloǧiskā telpa ir metrizējama, tad telpas separablitāte ir
mantojama ı̄paš̄ıba.

4.11. uzdevums. Pierād̄ıt, ka separablai topoloǧiskai telpai (R2, τ̈) no 2.29. uzdevuma eksistē
neseparablas apakštelpas.

4.12. uzdevums. Apskat̄ısim Nemicka topoloǧisko telpu (R2, τN ) no 2.7. uzdevuma. Pierād̄ıt,
ka

1. kopā L ⊂ R2 inducētā topoloǧija (τN )L sakr̄ıt ar diskrēto topoloǧiju;

2. apakštelpa (L, (τN )L) nav separabla, kaut (R2, τN ) ir separabla telpa.

4.13. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, apakškopa G ⊂ X ir vaļēja kopa,
bet apakškopa A ⊂ X ir visur bl̄ıva (nekur nebl̄ıva) kopa šajā telpā. Pierād̄ıt, ka kopa
A ∩G ir visur bl̄ıva (nekur nebl̄ıva) kopa telpas (X, τ) apakštelpā (G, τG).

4.14. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) - topoloǧiska telpa, A ⊂ B ⊂ X. Pierād̄ıt, ja A ir
visur bl̄ıva kopa apakštelpā (B, τB) un B ir visur bl̄ıva kopa telpā (X, τ), tad ar̄ı A ir visur
bl̄ıva kopa telpā (X, τ).
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5. nodaļa

Virknes konverǧence topoloǧiskās
telpās

Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu (X, τ).

Saka, ka virkne (xn), kur xn ∈ X un n ∈ N, konverǧē uz elementu x ∈ X, ja jebkurai
kopai U ∈ τ(x) (τ(x) ir punkta x vaļējo apkārtņu saime) eksistē N ∈ N, ka visiem n ≥ N
virknes elements xn ∈ U . Raksta lim

n→∞xn = x.

5.1. uzdevums. Raksturot konverǧentas virknes un to robežas topoloǧiskajā telpā (R, τ), kur
topoloǧija

1. τ = τa (antidiskrētā topoloǧija);

2. τ = τd diskrētā topoloǧija;

3. τ = τr (skat. 1.5. uzdevumu);

4. τ = τirr (skat. 1.19. uzdevumu);

5. τ ir topoloǧija, ko nosaka bāze, kas sastāv no intervāliem [n, n + 1], n ∈ N;

6. τ = τi, i = 1, 6 (skat. 1.17. uzdevumu).

5.2. uzdevums. Katrai no sešām topoloǧijām τi (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (skat. 1.7. uzdevumu)
noteikt, vai dotās reālo skaitļu virknes konverǧē atbilstošajā topoloǧiskajā telpā (R, τi):

1. xn = 1
n ;

2. xn = (−1)n

n ;

3. xn = (−1)n

4. xn = n;

5. xn = (−1)nn.

5.3. uzdevums. Atrast visas konverǧentas skaitļu virknes un to robežas šādām topoloǧijām
τ reālo skaitļu kopā R:

1. τ = τa;

2. τ = τd;

3. τ = τr
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4. τ = τirr;

5. τ ir topoloǧija, ko nosaka bāze, kura sastāv no visiem intervāliem [n; n + 1], n ∈ N.

6. τi (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (skat. 1.7. uzdevumu).

5.4. uzdevums. Pierād̄ıt, ka konverǧentas reālo skaitļu virknes topoloǧiskā telpā (R, τc) ir tās
pašas kā topoloǧiskā telpā (R, τd), kaut ko-sanumurējamā topoloǧija τc (skat. 1.10. uzde-
vumu) nesakr̄ıt ar diskrēto topoloǧiju τd (skat. 1.2. uzdevumu) reālo skaitļu kopā R.

5.5. uzdevums. Pieņemsim, ka patvaļ̄ıgā kopā X dotas divas topoloǧijas τ1 un τ2, topoloǧis-
kā telpā (X, τ1) lim

n→∞xn = a, bet topoloǧiskā telpā (X, τ2) lim
n→∞xn = b. Minēt piemēru,

lai a 6= b.

5.6. uzdevums. Minēt netriviālas topoloǧiskas telpas (X, τ) piemēru (topoloǧija τ nesakr̄ıt
ar antidiskrēto topoloǧiju τa) un minēt tādu virkni kopā X, kurai ir vairākas dažādas
robežas.

5.7. uzdevums. Minēt topoloǧiskas telpas (X, τ) un tādas diverǧentas virknes (xn) piemēru
šajā telpā, ka kopai {xn/ n ∈ N} eksistē viens vien̄ıgs akumulācijas punkts telpā (X, τ).

5.8. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga nesanumurējama kopa ar ko-sanumurējamo
topoloǧiju τc (skat. 1.10. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τc)

1. vien̄ıgās konverǧentās virknes ir stacionāras virknes;

2. ja punkts x0 ∈ X un kopa A = X\{x0}, tad

(a) x0 ∈ A;
(b) neviena no virknēm (xn), xn ∈ A, nekonverǧē uz punktu x0.

5.9. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, A ⊂ X ir patvaļ̄ıga kopas
X apakškopa, punkts x0 ∈ A. Parād̄ıt, ja punktā x0 eksistē sanumurējama lokāla apkārtņu
sistēma, tad eksistē virkne (xn), kuras punkti xn ∈ A un kuras robeža ir punkts x0.

5.10. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Eikl̄ıda telpas Rn ar parasto topoloǧiju τdab (skat. 1.5. uzde-
vumu) apakškopa A ⊂ Rn ir slēgta tad un tikai tad, ja katras telpā (Rn, τdab) konverǧentas
virknes (xn), kur xn ∈ A, robeža pieder kopai A.
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Nepārtraukti, slēgti un vaļēji
attēlojumi. Homeomorfisms

Apskat̄ısim topoloǧiskas telpas (X, τX) un (Y, τY ).

6.1. defin̄ıcija. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauc par nepārtrauktu punktā
x0 ∈ X, ja katrai punkta y0 = f(x0) vaļējai apkārtnei U(y0) eksistē tāda punkta x0 vaļēja
apkārtne U(x0), ka

f(U(x0)) ⊂ U(y0).

6.2. defin̄ıcija. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauc par nepārtrauktu, ja attēlojums
f ir nepārtraukts katrā punktā x ∈ X.

6.1. teorēma. Šādi nosac̄ıjumi ir ekvivalenti attēlojumam f : (X, τX) → (Y, τY ):

1. f ir nepārtraukts attēlojums ;

2. jebkuras telpā (Y, τY ) vaļējas kopas pirmtēls ir vaļēja kopa telpā (X, τX), t.i.,

∀ V ∈ τY ⇒ f−1(V ) ∈ τX ;

3. jebkuras telpā (Y, τY ) slēgtas kopas pirmtēls ir slēgta kopa telpā (X, τX), t.i.,

∀ V ∈ λY ⇒ f−1(V ) ∈ λX ;

4. jebkurai apakškopai A ⊂ X izpildās nosac̄ıjums f(A) ⊂ f(A).

6.3. defin̄ıcija. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauc par vaļēju, ja jebkuras vaļējas
kopas telpā (X, τX) attēls ir vaļēja kopa telpā (Y, τY ), t.i.,

∀ V ∈ τX ⇒ f(V ) ∈ τY .

6.4. defin̄ıcija. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauc par slēgtu, ja jebkuras slēgtas
kopas telpā (X, τX) attēls ir slēgta kopa telpā (Y, τY ), t.i.,

∀ V ∈ λX ⇒ f(V ) ∈ λY .
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6.5. defin̄ıcija. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauc par homeomorfismu, ja

1. f ir bijekt̄ıvs attēlojums;

2. f ir nepārtraukts attēlojums;

3. inversais attēlojums f−1 : (Y, τY ) → (X, τX) ir nepārtraukts.

6.2. teorēma. Ja attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts un bijekt̄ıvs, tad šādi
nosac̄ıjumi ir ekvivalenti:

1. f ir homeomorfisms;

2. f ir vaļējs attēlojums;

3. f ir slēgts attēlojums.

6.6. defin̄ıcija. Topoloǧiskas telpas (X, τX) un (Y, τY ) sauc par homeomorfām, ja eksistē
attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ), kas ir homeomorfisms.

6.1. uzdevums. Apskat̄ısim identisko attēlojumu f : (X, τ) → (X, τ̃), t.i., attēlojumam f
katra punkta x ∈ X attēls f(x) = x . Pierād̄ıt, ka

1. f ir nepārtraukts attēlojums tad un tikai tad, ja topoloǧija τ ir stiprāka par topoloǧiju
τ̃ ;

2. f ir homeomorfisms tad un tikai tad, ja topoloǧijas sakr̄ıt τ = τ̃ .

6.2. uzdevums. Apskat̄ısim reālo skaitļu kopu R un divas topoloǧijas

τ1 = {∅;R; {1}},
τ2 = {∅;R; {2}}

kopā R. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (R, τ1) un (R, τ2) ir homeomorfas, lai gan ap-
skat̄ıtās topoloǧijas nesakr̄ıt τ1 6= τ2.

6.3. uzdevums. Apskat̄ısim bijekt̄ıvu attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ). Pierād̄ıt, ka inver-
sais attēlojums f−1 : (Y, τY ) → (X, τX) ir nepārtraukts tad un tikai tad, ja

f : (X, τX) → (Y, τY ) ir vaļējs attēlojums (f : (X, τX) → (Y, τY ) ir slēgts attēlojums).

6.4. uzdevums. Apskat̄ısim attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ).

1. Pierād̄ıt, ka attēlojums f ir nepārtraukts tad un tikai tad, kad katrai kopai A, A ⊂ X
izpildās nosac̄ıjums f(A) ⊂ f(A);

2. Vai ir patiess apgalvojums, ja f ir nepārtraukts attēlojums un punkts x ir kopas
A, A ⊂ X, akumulācijas punkts telpā (X, τX), tad punkts f(x) ir kopas f(A) aku-
mulācijas punkts telpā (Y, τY )?

6.5. uzdevums. Apskat̄ısim attēlojumu

f : ((−1; 1), τind) → (R, τdab),

kur attēlojumu f katram punktam x ∈ (−1; 1) definē pēc formulas

f(x) =
x

1− x2
,

bet τind ir reālās taisnes R parastās topoloǧijas τdab inducētā topoloǧija intervālā (−1; 1).
Noskaidrot, vai attēlojums f ir homeomorfisms?
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6.6. uzdevums. Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ka katram attēlo-
jumam f : X → Y eksistē visvājākā topoloǧija τX kopā X, kurai f : (X, τX) → (Y, τY )
ir nepārtraukts attēlojums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (X, τX) ir diskrēta tad un tikai
tad, ja jebkurš attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts attēlojums.

6.7. uzdevums. Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu (X, τX). Pierād̄ıt, ka katram attēlo-
jumam f : X → Y eksistē visstiprākā topoloǧija τY kopā Y , kurai f : (X, τX) → (Y, τY ) ir
nepārtraukts attēlojums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (Y, τY ) ir antidiskrēta tad un tikai
tad, ja jebkurš attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts attēlojums.

6.8. uzdevums. Apskat̄ısim nepārtrauktu skaitlisku funkciju f : (X, τ) → (R, τdab).

1. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) jebkuriem skaitļiem

(a) α, β ∈ R (α ≤ β) šādas kopas ir slēgtas:

F1 = {x ∈ X | f(x) ≤ α},

F2 = {x ∈ X | f(x) ≥ α},
F3 = {x ∈ X | α ≤ f(x) ≤ β},

(b) α, β ∈ R (α < β) šādas kopas ir vaļējas:

G1 = {x ∈ X | f(x) < α},

G2 = {x ∈ X | f(x) > α},
G3 = {x ∈ X | α < f(x) < β}.

(c) Vai (a) un (b) punktos apskat̄ıtajām kopām izpildās sakar̄ıbas G1 = F1, G2 = F2

un G3 = F3?

2. Pierād̄ıt, ja kāda punkta x0 ∈ X attēls f(x0) = α 6= 0, tad eksistē punkta x0 tāda
apkārtne V (x0), ka visiem punktiem x ∈ V (x0) attēls f(x) 6= 0 (f(x) > 0, ja α > 0,
un f(x) < 0, ja α < 0).

6.9. uzdevums. Apskat̄ısim nepārtrauktas skaitliskas funkcijas f, g : (X, τ) → (R, τdab).

1. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) šādas kopas ir

(a) slēgtas:
F1 = {x ∈ X | f(x) ≤ g(x)},
F2 = {x ∈ X | f(x) ≥ g(x)},
F3 = {x ∈ X | f(x) = g(x)};

(b) vaļējas:
G1 = {x ∈ X | f(x) < g(x)},
G2 = {x ∈ X | f(x) > g(x)}.

2. Vai izpildās sakar̄ıbas G1 = F1 un G2 = F2?

6.10. uzdevums. Apskat̄ısim divas kopas X = Y = R. Pieņemsim, ka kopā Y dota topoloǧija
τS , kur punkts S = 0, bet kopā X - parastā topoloǧija τdab (skat. 1.5. uzdevumu).

1. Pierād̄ıt, ka katrā punktā x ∈ X = R funkcija y = x + 3 ir pārtraukta.

2. Noteikt, vai funkcijas y = x3 un y = cosx ir nepārtrauktas.
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3. Minēt tādas nepārtrauktas funkcijas piemēru, kura nav konstanta.

6.11. uzdevums. Apskat̄ısim divas kopas X = Y = R. Pieņemsim, ka kopā X dota
topoloǧija τS , kur S = 0, bet kopā Y dota parastā topoloǧija τdab (skat. 1.5. uzdevumu).

1. Pierād̄ıt, ka jebkura pāra funkcija f : (X, τS) → (Y, τdab) ir nepārtraukta. Pierād̄ıt,
ka šāds apgalvojums ir spēkā pat, ja kopā Y dota patvaļ̄ıga topoloǧija.

2. Noteikt, vai jebkura nepāra funkcija g : (X, τS) → (Y, τdab) ir nepārtraukta.

6.12. uzdevums. Pieņemsim, ka kopā R dota topoloǧija τS , kur punkts S = 0 (skat. 1.5.
uzdevumu).

1. Pierād̄ıt, ka jebkura pāra un jebkura nepāra funkcija f : (R, τS) → (R, τS) ir
nepārtraukta.

2. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai

f : (R, τS) → (R, τS).

6.13. uzdevums. Pieņemsim, ka kopā X = R dota patvaļ̄ıga topoloǧija τ , bet kopā Y = R
dota topoloǧija τirr (skat. 1.19. uzdevumu).

1. Pierād̄ıt, ka jebkura funkcija f : (X, τ) → (Y, τirr), kuras vērt̄ıbas ir racionāli skaitļi
(t.i., f(x) ∈ Q, x ∈ X), ir nepārtraukta.

2. Ja τ = τdab, minēt nepārtrauktas funkcijas piemēru, kuras vērt̄ıbas ir gan racionāli,
gan irracionāli skaitļi.

3. Noteikt, vai ir nepārtrauktas šādas funkcijas

f : (R, τdab) → (R, τirr) :

(a) f(x) = [x] (šeit [x] ir reāla skaitļa x veselā daļa);
(b) f(x) = x2 + x− 3;
(c) f(x) = cosx;
(d) f(x) =

√
2x;

(e) f(x) = signx.

6.14. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τirr) → (R, τirr).

(Topoloǧiju τirr skat. 1.5. uzdevumā).

1. Pierād̄ıt, ka funkcija f ir nepārtraukta tad un tikai tad, ja izpildās implikācija:
ja funkcijas vērt̄ıba ir irracionāls skaitlis, tad ar̄ı atbilstošā argumenta vērt̄ıba ir
irracionāls skaitlis, t.i., ja f(x) ∈ R \Q, tad x ∈ R \Q.

2. Noteikt, vai funkcija f(x) = xn, kur n > 1 un n ∈ N, ir nepārtraukta.

6.15. uzdevums. Atrast kaut kādu nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai f :

1. f : (R, τdab) → (R, τirr);

2. f : (R, τirr) → (R, τdab).
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6.16. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τdab) → (R, τk)

(šeit: τk ir Zariska jeb ko-gal̄ıgā topoloǧija, skat. 1.9. uzdevumu).

1. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai f .

2. Pierād̄ıt, ka jebkurš polinoms f(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, ai ∈ R, ir

nepārtraukta funkcija.

3. Pierād̄ıt, ka funkcija f(x) = cosx ir nepārtraukta.

6.17. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga bezgal̄ıga kopa. Apskat̄ısim Zariska topolo-
ǧisko telpu (X, τk) (skat. 1.9. uzdevumu) un parasto topoloǧiju τdab kopā Y = R. Pierād̄ıt,
ka funkcija

f : (X, τk) → (R, τdab)

ir nepārtraukta funkcija tad un tikai tad, ja f ir konstanta funkcija.

6.18. uzdevums. Pieņemsim, ka X = Y = (R, τk) ir reālo skaitļu taisnes ar Zariska topolo-
ǧiju.

1. Minēt kādas nepārtrauktas funkcijas f : X → Y un kādas pārtrauktas funkcijas
g : X → Y piemēru.

2. Vai ir spēkā apgalvojums, ka katra stingi monotona funkcija f : X → Y ir nepārtraukta,
bet katra periodiska funkcija f : X → Y ir pārtraukta?

3. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai

f : (R, τk) → (R, τk).

6.19. uzdevums. Noteikt, vai ir nepārtrauktas šādas funkcijas

f : (R, τr) → (R, τr)

(topoloǧiju τr skat. 1.5. uzdevumā):

1. f(x) = x2;

2. f(x) = cosx.

6.20. uzdevums. Noteikt, vai attēlojums

f : (R, τr) → (R, τS),

kur punkts S = 0, (topoloǧijas τr un τS skat. 1.5. uzdevumā) ir nepārtraukts, ja funkcija
f(x) = cosx.

6.21. uzdevums. Noteikt, vai attēlojums

f : (R, τS) → (R, τr),

kur punkts S = 0, (topoloǧijas τr un τS skat. 1.5. uzdevumā) ir nepārtraukts, ja funkcija
f(x) = sinx.

6.22. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir reālo skaitļu kopa ar parasto topoloǧiju τdab, bet Y ir
reālo skaitļu kopa ar Zorgenfreija topoloǧiju τb (skat. 2.5. uzdevumā).
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1. Noteikt, vai dotās funkcijas f : X → Y ir nepārtrauktas punktā x = 0:

(a) y = f(x) = x2;
(b) y = f(x) = x3;

(c) y = f(x) =
{

0, x = 0;
1, x 6= 0.

2. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai f : (R, τdab) → (R, τb).

3. Noteikt, vai dotās funkcijas g : Y → X ir nepārtrauktas punktā y = 0:

(a) x = g(y) = sign y;
(b) x = g(y) = [y] (šeit [y] reālā skaitļa y veselā daļa).

4. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai f : (R, τb) → (R, τdab).

6.23. uzdevums. Reālo skaitļu kopā R apskat̄ısim topoloǧiju τ4, kuras bāze ir sistēma

B4 = {(a; +∞) | a ∈ R}

(skat. 2.10. uzdevumu).

1. Noteikt, vai dotās funkcijas f : (R, τdab) → (R, τ4) ir nepārtrauktas punktā x = 0:

(a) f(x) =
{

1
x , x 6= 0;
1, x = 0.

(b) f(x) =
{ 1

|x| , x 6= 0;
1, x = 0.

(c) f(x) =
{

1, x ∈ Q;
c, x ∈ I (šeit c ir fiksēts reāls skaitlis).

2. Atrast nepārtraukt̄ıbas kritēriju funkcijai

f : (R, τdab) → (R, τ4).

6.24. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τdab) → (R, τdab),

kuras anal̄ıtiskā izteiksme ir
f(x) =

x

1 + x2
.

Pierād̄ıt, ka f ir nepārtraukts attēlojums, taču nav ne vaļējs, ne slēgts attēlojums.

6.25. uzdevums. Apskat̄ısim tādu funkciju f : R2 → R, ka katram punktam (x1; x2) ∈ R2

attēls f((x1; x2)) = x1. Pierād̄ıt, ja

1. funkcija
f : (R2, τdab) → (R, τdab),

tad f ir nepārtraukts un vaļējs attēlojums, bet nav slēgts attēlojums.

2. funkcija
f : (R2, τc) → (R, τk),

tad f ir vaļējs attēlojums, bet nav slēgts un nav nepārtraukts attēlojums.

(Parasto topoloǧiju τdab skat. 1.5. uzdevumā, ko-gal̄ıgo topoloǧiju τk skat. 1.9. uzdevumā
un ko-sanumurējamo topoloǧiju τc skat. 1.10. uzdevumā.)
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6.26. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τdab) → ([0; 1], τind),

kur

f(x) =





0, x ≤ 0;
x, 0 ≤ x ≤ 1;
1, x ≥ 1,

bet τind ir taisnes R parastās topoloǧijas τdab inducētā topoloǧija kopā [0; 1]. Pierād̄ıt, ka
f ir nepārtraukts un slēgts attēlojums, bet nav vaļējs attēlojums.

6.27. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τb) → ({0; 1}, τ1),

kur

f(x) =
{

0, x < 0;
1, x ≥ 0,

bet topoloǧija τ1 = {∅, {0; 1}, {0}} un τb ir Zorgenfreija topologija (skat. 2.5. uzdevumu).

Pierād̄ıt, ka f nav vaļējs, nav slēgts un nav nepārtraukts attēlojums.

6.28. uzdevums. Pierād̄ıt, ka slēgtu (vaļēju) attēlojumu kompoz̄ıcija ir slēgts (vaļējs) attēlojums.

6.29. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τb) → (R, τb),

kuras anal̄ıtiskā izteiksme ir
f(x) = ax, x ∈ R

(šeit a ir fiksēts reāls skaitlis). Pierād̄ıt, ka

1. attēlojums f ir homeomorfisms, ja a ir reāls pozit̄ıvs skaitlis;

2. attēlojums f pat nav nepārtraukts attēlojums, ja a ir reāls negat̄ıvs skaitlis.

6.30. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (R, τ) → (R, τ),

kuras anal̄ıtiskā izteiksme ir
f(x) = ax, x ∈ R

(šeit a ir fiksēts reāls skaitlis). Noteikt, vai f ir nepārtraukts attēlojums un homeomorfisms,
ja

1. τ = τdab (parastā topoloǧija),

2. τ = τd (diskrētā topoloǧija),

3. τ = τa (antidiskrētā topoloǧija),

4. τ = τk (ko-gal̄ıgā topoloǧija).

6.31. uzdevums. Apskat̄ısim funkciju

f : (N, τk) → (R, τdab).

Pierād̄ıt, ka f ir nepārtraukts attēlojums tad un tikai tad, ja f ir konstants attēlojums.
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6.32. uzdevums. Pierād̄ıt, ka no visiem attēlojumiem, kas reālo skaitļu taisni ar parasto
topoloǧiju attēlo par diskrētu topoloǧisku telpu, tikai konstants attēlojums ir nepārtraukts.

6.33. uzdevums. Apskat̄ısim šādas topoloǧiskas telpas (R, τd), (R, τa), (R, τk), (R, τb), (R, τdab),
kur τd ir diskrētā topoloǧija, τa - antidiskrētā topoloǧija, τk - ko-gal̄ıgā topoloǧija, τb -
bultiņas topoloǧija, bet τdab ir parastā topoloǧija kopā R. Ievērosim, ka

τa ⊂ τb ⊂ τdab ⊂ τk ⊂ τd.

Apskat̄ısim identiskos attēlojumus fi(x) = id(x) = x, kur i = 1, 8, kas kopu R attēlo sev̄ı:

(R, τd)
f1−→ (R, τb)

f2−→ (R, τdab)
f3−→ (R, τk)

f4−→ (R, τa);

(R, τd) ←−
f8

(R, τb) ←−
f7

(R, τdab) ←−
f6

(R, τk) ←−
f5

(R, τa).

Pierād̄ıt, ka attēlojumi f1, f2, f3, f4 un to kompoz̄ıcijas ir nepārtraukti, savukārt,
attēlojumi f5, f6, f7, f8 un to kompoz̄ıcijas nav nepārtraukti attēlojumi.

6.34. uzdevums. Pieņemsim, ka Y = (Y, τY ) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, X ir patvaļ̄ıga
netukša kopa, bet f : X → Y ir patvaļ̄ıgs attēlojums.

1. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τ = {f−1(V ) / V ∈ τY }

ir topoloǧija kopā X (šo topoloǧiju kopā X sauc par iniciālo topoloǧiju).

2. Pierād̄ıt, ka iniciālā topoloǧija τ = {f−1(V ) / V ∈ τY } ir visvājākā starp visām
topoloǧijām τX kopā X, kurām attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts.

3. Kopā X = R konstruēt iniciālo topoloǧiju, ja Y = (R, τdab) un attēlojums:

(a) f(x) = x2;
(b) f(x) = sinx;
(c) f(x) = signx;

(d) f(x) =
{

1, x ∈ Q;
0, x ∈ I.

6.35. uzdevums. Pieņemsim, ka Yα = (Y, τα), kur α ∈ I, ir patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu
saime, X ir patvaļ̄ıga netukša kopa, bet fα : X → Yα, kur α ∈ I, ir patvaļ̄ıgu attēlojumu
saime. Pierād̄ıt, ka eksistē tāda visvājākā topoloǧija kopā X, kurā visi attēlojumi fα, kur
α ∈ I, ir nepārtraukti (šo topoloǧiju kopā X sauc par vispārināto iniciālo topoloǧiju).

6.36. uzdevums. Pieņemsim, ka X = (X, τX) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, Y ir patvaļ̄ıga
netukša kopa, bet f : X → Y ir patvaļ̄ıgs attēlojums.

1. Pierād̄ıt, ka apakškopu saime

τ = {G / G ∈ Y, f−1(G) ∈ τX}

ir topoloǧija kopā Y (šo topoloǧiju kopā Y sauc par finālo topoloǧiju).

2. Pierād̄ıt, ka finālā topoloǧija τ = {G / G ∈ Y, f−1(G) ∈ τX} ir visstiprākā no visām
tām topoloǧijām τY kopā Y , kurām attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts.

3. Kopā Y = R konstruēt finālo topoloǧiju, ja X = (R, τdab) un attēlojums:
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(a) f(x) = x2;
(b) f(x) = sinx;
(c) f(x) = signx;

(d) f(x) =
{

1, x ∈ Q;
0, x ∈ I.

6.37. uzdevums. Pieņemsim, ka Xα = (X, τα), kur α ∈ I, ir patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu
saime, Y ir patvaļ̄ıga netukša kopa, bet fα : Xα → Y , kur α ∈ I, ir patvaļ̄ıgu attēlojumu
saime. Pierād̄ıt, ka eksistē tāda visstiprākā topoloǧija kopā Y , kurā visi attēlojumi fα,
kur α ∈ I, ir nepārtraukti (šo topoloǧiju kopā X sauc par vispārināto finālo topoloǧiju).

6.38. uzdevums. Vai vispārinātā iniciālā (vispārinātā finālā) topoloǧija kļūs stiprāka vai
vājāka, ja tiks paplašināta attēlojumu fα : X → Y , kur α ∈ I, saime {fα, α ∈ I}?

6.39. uzdevums. Pieņemsim, ka kopa X = Y = R. Noskaidrot, kuri no attēlojumiem f(x)
ir homeomorfismi:

1. f : (X, τk) → (Y, τk), ja f(x) = x3;

2. f : (X, τirr) → (Y, τirr), ja f(x) = x3;

3. f : (X, τr) → (Y, τr), ja f(x) = tg x;

4. f : (X, τS) → (Y, τS), ja f(x) = tg x un punkts S = 0.

6.40. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir patvaļ̄ıgs bijekt̄ıvs nepārtraukts telpas (X, τX)
attēlojums par telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ka šādi tr̄ıs nosac̄ıjumi ir ekvivalenti:

1. f ir vaļējs attēlojums;

2. f ir slēgts attēlojums;

3. f ir homeomorfs attēlojums.

6.41. uzdevums. Konstruēt nehomeomorfas topoloǧiskas telpas X un Y , katra no kurām
būtu homeomorfa otras telpas kādai apakštelpai.

6.42. uzdevums. Konstruēt nehomeomorfas topoloǧiskas telpas X un Y , katru no kurām,
izmantojot bijekt̄ıvu nepārtrauktu funkciju, var attēlot par otru telpu.

6.43. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkura metriska telpa ir homeomorfa metriskai telpai ar gal̄ıgu
diametru. (Norād̄ıjums, skat. 1.25. uzdevumu, izmantot attēlojumu id : (X, ρ) → (X, ρ∗),
t.i., id(x) = x katram punktam x ∈ X).

6.44. uzdevums. Attēlojumu f : (X, τX) → (Y, τY ) sauksim par sekvencionāli nepārtrauktu,
ja katrai virknei (xn) (xn ∈ X un n ∈ N), kuras robeža lim

n→∞xn = a, š̄ıs virknes attēlu

robeža lim
n→∞ f(xn) = f(a).

1. Pierād̄ıt, ka attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir sekvencionāli nepārtraukts tad un
tikai tad, ja jebkuras telpas Y sekvencionāli slēgtas apakškopas B pirmtēls f−1(B) ir
sekvencionāli slēgta apakškopa telpā (X, τX) (skat. 3.60. uzdevumu).

2. Pierād̄ıt, ja attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts, tad šis attēlojums ir
ar̄ı sekvencionāli nepārtraukts.

3. Pierād̄ıt, ja topoloǧiskā telpa (X, τX) apmierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, un
attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir sekvencionāli nepārtraukts, tad šis attēlojums ir
nepārtraukts.
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4. Pierād̄ıt, ja topoloǧiskā telpa (X, τX) apmierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu
vai telpa (X, τX) ir metriska telpa (τX = τρ metriskā topoloǧija), tad attēlojums
f : (X, τX) → (Y, τY ) ir nepārtraukts, tad un tikai tad, ja šis attēlojums ir sekven-
cionāli nepārtraukts.

6.45. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir patvaļ̄ıgs slēgts attēlojums, Φ ⊂ Y un
F = f−1(Φ), bet U ir patvaļ̄ıga vaļēja kopa telpā X, kura satur kopu F . Pierād̄ıt, ka
telpā Y eksistē tāda vaļēja kopa V , ka Φ ⊂ V un f−1(V ) ⊂ U .

6.46. uzdevums. Pierād̄ıt, ka attēlojums f : X → Y ir slēgts tad un tikai tad, ja katram
punktam y ∈ Y un katrai kopas f−1(y) apkārtnei U eksistē tāda punkta y apkārtne V ,
kurai f−1(V ) ⊂ U .

6.47. uzdevums. Vai eksistē topoloǧiska telpa, kuras jebkurš vaļējs attēlojums uz citu topoloǧisku
telpu ir slēgts?

6.48. uzdevums. Pierād̄ıt, ka attēlojums f : X → Y ir vaļējs tad un tikai tad, ja

1. katrai kopai B ⊂ Y ir spēkā apgalvojums f−1(B) ⊂ f−1(B);

2. katrai kopai B ⊂ Y ir spēkā apgalvojums f−1(FrB) ⊂ Fr[f−1(B)]. (Šeit B ir kopas
B slēgums, bet FrB ir kopas B robeža).

6.49. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir vaļējs attēlojums, kas topoloǧisko telpu X
attēlo uz topoloǧisko telpu Y . Kopa X ′ = f−1(Y ′) ir apakškopas Y ′ ⊂ Y pirmtēls ar
attēlojumu f . Pierād̄ıt, ka attēlojums f ′ : X ′ → Y ′ ir vaļējs attēlojums, ja f ′ = f

∣∣
X′ ir

attēlojuma f sašaurinājumskopā X ′.

6.50. uzdevums. Pierād̄ıt, ka attēlojums f : X → Y ir vaļējs tad un tikai tad, ja topoloǧiskās
telpas X katras bāzes kopas attēls ar f ir vaļēja kopa topoloǧiskā telpā Y .

6.51. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir nepārtraukts vaļējs attēlojums, kas topoloǧisko
telpu X attēlo uz topoloǧisko telpu Y . Pierād̄ıt, ka telpas Y svars nepārsniedz telpas X
svaru.

6.52. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir vaļējs attēlojums, apakškopa X ′ ⊂ X un
katram punktam y ∈ Y pirmtēls f−1(y) = X ′ ∩ f−1(y). Pierād̄ıt, ka attēlojuma f
sašaurinājums kopā X ′ f ′ = f

∣∣
X′ : X ′ → Y ir vaļējs attēlojums.

6.53. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, bet X ′ patvaļ̄ıga apakškopa
X ′ ⊂ X. Pierād̄ıt, ka inducētā topoloǧija kopā X ′ ir vismazākā no visām iespējamajām
topoloǧijām kopā X ′, kurai attēlojums id : X ′ → X ir nepārtraukts (šeit id : X → X ′

ir identiskais attēlojums), kurš katram punktam x ∈ X ′ piekārto to pašu punktu, t.i.,
id(x) = x.

6.54. uzdevums. Pieņemsim, ka kopa X ⊂ R2 ir kvadrāts ar savu robežu, bet kopa Y ⊂ R
ir viena no kvadrāta malām, attēlojums f : X → Y ir kopas X projekcija uz Y . Pierād̄ıt,
ka f : (X, τdab) → (Y, τdab), kur τdab ir parastā topoloǧija, ir nepārtraukts, vaļējs un slēgts
attēlojums.

6.55. uzdevums. Pieņemsim, ka kopa X ir kvadrāts bez savas robežas, bet kopa Y ir viena
no kvadrāta malām (nogrieznis bez galapunktiem), attēlojums f : X → Y ir kopas X
projekcija uz Y . Pierād̄ıt, ka f : (X, τdab) → (Y, τdab), kur τdab ir parastā topoloǧija, ir
nepārtraukts, vaļējs, bet nav slēgts attēlojums.
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6.56. uzdevums. Pieņemsim, ka X un Y ir patvaļ̄ıgas topoloǧiskas telpas, f : X → Y ir
patvaļ̄ıgs attēlojums, bet Y ′ ⊂ Y ir patvaļ̄ıga telpas Y apakštelpa, kurai f(X) ⊂ Y ′.
Pierād̄ıt, ja

1. attēlojums f : X → Y ir nepārtraukts, tad ar̄ı f : X → Y ′ ir nepārtraukts attēlojums;

2. attēlojums f : X → Y ir vaļējs, tad ar̄ı f : X → Y ′ ir vaļējs attēlojums;

3. attēlojums f : X → Y ir slēgts, tad ar̄ı f : X → Y ′ ir slēgts attēlojums.

6.57. uzdevums. Pieņemsim, ka X un Y ir patvaļ̄ıgas topoloǧiskas telpas, f : X → Y ir
nepārtraukts attēlojums, bet X ′ ⊂ X ir patvaļ̄ıga telpas X apakštelpa, Y ′ = f(X ′) un
f ′ = f

∣∣
X′ . Vai pareizi ir šādi apgalvojumi?

1. f ′ : X ′ → Y ′ ir nepārtraukts attēlojums;

2. Ja X ′ ir slēgta telpas X apakškopa un f : X → Y ir slēgts attēlojums, tad ar̄ı
f ′ : X ′ → Y ′ ir slēgts attēlojums;

3. Ja X ′ ir vaļēja kopas X apakškopa un f : X → Y ir vaļējs attēlojums, tad ar̄ı
f ′ : X ′ → Y ′ ir vaļējs attēlojums.
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7. nodaļa

Sakar̄ıgas un lineāri sakar̄ıgas telpas

Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ) un patvaļ̄ıgu apakškopu A ⊂ X. Ar λ apz̄ımēsim topoloǧiskās
telpas (X, τ) visu slēgto apakškopu saimi.

7.1. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par nesakar̄ıgu, ja eksistē tādas netukšas vaļējas
kopas U ∈ τ un V ∈ τ , kurām izpildās nosac̄ıjumi:

1. X = U ∪ V ;

2. U ∩ V = ∅.

7.2. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par sakar̄ıgu, ja š̄ı telpa nav nesakar̄ıga.

7.3. defin̄ıcija. Topoloǧiskas telpas (X, τ) kopu A sauc par sakar̄ıgu, ja telpas (X, τ) attiec̄ıgā
apakštelpa (A, τA) ir sakar̄ıga.

7.1. teorēma. Topoloǧiskā telpa (X, τ) ir nesakar̄ıga tad un tikai tad, ja

1. eksistē tādas netukšas slēgtas kopas U ∈ λ un V ∈ λ, kurām izpildās nosac̄ıjumi:

X = U ∪ V un U ∩ V = ∅.

2. eksistē netukša un no pašas kopas X atšķir̄ıga apakškopa, kas ir vienlaic̄ıgi slēgta un vaļēja,
t.i., eksistē kopa U ⊂ X, ka:

U ∈ τ ; U ∈ λ;

U 6= ∅; U 6= X.

7.4. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par lineāri sakar̄ıgu, ja jebkuriem diviem pun-
ktiem x1 ∈ X un x2 ∈ X eksistē tāds nepārtraukts attēlojums f : ([0; 1], τdab) → (X, τ), ka

f(0) = x1 un f(1) = x2.

7.2. teorēma. Lineāri sakar̄ıga topoloǧiska telpa ir sakar̄ıga.

7.5. defin̄ıcija. Par punkta x ∈ X sakar̄ıgo komponenti sauc lielāko sakar̄ıgo kopu Kx ⊂ X,
kurai x ∈ Kx, t.i., ja A ⊂ X, x ∈ A, A-sakar̄ıga kopa telpā (X, τ), tad A ⊂ Kx.

7.6. defin̄ıcija. Par telpas (X, τ) sakar̄ıgo komponenti sauc lielāko netukšo sakar̄ıgo apakškopu
K ⊂ X, t.i., ja A ⊂ X, A-sakar̄ıga kopa telpā (X, τ), A ∩K 6= ∅, tad A ⊂ K.

7.7. defin̄ıcija. Par punkta x ∈ X lineāri sakar̄ıgo komponenti sauc lielāko lineāri sakar̄ıgo
kopu Lx ⊆ X, kurai x ∈ LXx, t.i., ja A ⊂ X, x ∈ A, A - lineāri sakar̄ıga kopa telpā (X, τ), tad
A ⊂ Lx.
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7.1. uzdevums. Noskaidrot, vai šādas topoloǧiskās telpas ir sakar̄ıgas:

1. (R, τd) (skat. 1.2. uzdevumu);

2. (R, τb) (skat. 2.5. uzdevumu);

3. (R, τirr) (skat. 1.19. uzdevumu);

4. (R, τcr) (skat. 1.5. uzdevumu).

7.2. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (R2, τMN ) un (R2, τS) ir nesakar̄ıgas (skat.
1.5. uzdevumu).

7.3. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir nesakar̄ıga tad un tikai tad, ja eksistē
netukša no kopas X atšķir̄ıga apakškopa A, A ⊂ X, kurai nav robežas, t.i., FrA = ∅.

7.4. uzdevums. Izmantojot 7.3. uzdevuma apgalvojumu, pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (Rn, τr)
ir sakar̄ıga.

7.5. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa. Pierād̄ıt, ka sakar̄ıgas
apakškopas A ⊂ X slēgums A ar̄ı ir sakar̄ıga kopa.

7.6. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa. Pierād̄ıt, ja šajā telpā
eksistē sakar̄ıga visur bl̄ıva apakškopa A ⊂ X, tad pati telpa (X, τ) ir sakar̄ıga.

7.7. uzdevums. Minēt piemēru, ka topoloǧiskas telpas (X, τ) sakar̄ıgas apakškopas A ⊂ X
iekšiene IntA ne vienmēr ir sakar̄ıga kopa.

7.8. uzdevums. Minēt piemēru, ka topoloǧiskas telpas (X, τ) sakar̄ıgas apakškopas A ⊂ X
robeža FrA ne vienmēr ir sakar̄ıga kopa.

7.9. uzdevums. Noskaidrot, vai topoloǧiskās telpas (R, τdab) (skat. 1.5. uzdevumu) racionālo
skaitļu apakškopa Q ⊂ R ir sakar̄ıga kopa?

7.10. uzdevums. Pieņemsim, ka X -patvaļ̄ıga nesanumurējama kopa un τk ko-gal̄ıgā topoloǧija
kopā X (skat. 1.9. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka (X, τk) ir sakar̄ıga telpa.

7.11. uzdevums. Pieņemsim, ka S0 = {−1; 1} ir nulldimensionāla sfēra topoloǧiskā telpā
(R, τdab). Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā (X, τ) ir nesakar̄ıga tad un tikai tad, ja eksistē
nepārtraukts sirjekt̄ıvs attēlojums f : X → S0.

7.12. uzdevums. Izmantojot 7.11. uzdevuma apgalvojumu, pierād̄ıt, ka jebkurš nogrieznis
[a; b], kur −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞, ir sakar̄ıga kopa topoloǧiskā telpā (R, τdab).

7.13. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, A ⊂ X patvaļ̄ıga
apakškopa, bet B ⊂ X sakar̄ıga apakškopa. Pierād̄ıt, ja B ∩ A 6= ∅ un B ∩ (X\A) 6= ∅,
tad B ∩ FrA 6= ∅.

7.14. uzdevums. Noskaidrot, kuras no dotajām topoloǧiskajām telpām ir lineāri sakar̄ıgas:

1. (X, τ1), kur kopa X = {a; b} un topoloǧija τ1 = {∅; X; {a}};
2. (R, τdab) (skat. 1.5. uzdevumu);

3. (R, τa) (skat. 1.1. uzdevumu);

4. (R, τr) (skat. 1.5. uzdevumu);

5. (R, τk) (skat. 1.9. uzdevumu);

6. (R, τirr) (skat. 1.19. uzdevumu).
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7.15. uzdevums. Minēt tādas sakar̄ıgas telpas piemēru, kura nav lineāri sakar̄ıga telpa.

7.16. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir topoloǧiska telpa un punkti a, b ∈ X, a 6= b.
Pierād̄ıt, ka šo punktu atbilstošās sakar̄ıgās komponentes Ka un Kb vai nu nešķeļas, vai
nu sakr̄ıt.

7.17. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir sakar̄ıga topoloǧiska telpa un katram punktam
x ∈ X eksistē lineāri sakar̄ıga apkārtne U (x ∈ U , U ∈ τ). Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa
(X, τ) ir lineāri sakar̄ıga topoloǧiska telpa.

7.18. uzdevums. Izmantojot 7.17. uzdevuma apgalvojumu, pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpā
(Rn, τdab) jebkurai vaļējai kopai G, G ⊂ Rn, sakar̄ıgums un lineārais sakar̄ıgums ir ekviva-
lentas ı̄paš̄ıbas, tai skaitā telpa (Rn, τdab) ir vienlaic̄ıgi sakar̄ıga un lineāri sakar̄ıga.

7.19. uzdevums. Vai vienmēr topoloǧiskas telpas sakar̄ıgā komponente (punkta sakar̄ıgā
komponente) ir

1. slēgta kopa;

2. vaļēja kopa?

7.20. uzdevums. Atrast sakar̄ıgo komponenti šādām topoloǧiskām telpām:

1. (X, τ1), kur kopa X = {a; b; c} un topoloǧija τ1 = {∅;X; {a}; {b; c}};
2. (R, τdab) (skat. 1.5. uzdevumu);

3. (R, τa) (skat. 1.1. uzdevumu);

4. (R, τr) (skat. 1.5. uzdevumu);

5. (R, τk) (skat. 1.9. uzdevumu).

7.21. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧiskās telpas (R2, τdab) apakštelpu (E, τE) ar inducēto

topoloǧiju τE , ja E =
∞⋃

n=1
Mn ∪ {A} ∪ {B}, kur kopa

Mn = {(x, 0) ∈ R2 : f(x) ∈ [0; 1], y = 1
n}, (n ∈ N) un A = (0; 0), B = (1; 0) ir kopas R2

punkti. Atrast kopas E punktu sakar̄ıgās komponentes.

7.22. uzdevums. Pieņemsim, ka (X, τ) ir patvaļ̄ıga topoloǧiska telpa, punkts x ∈ X, bet Kx

un Lx ir attiec̄ıgi punkta x sakar̄ıgā komponente un lineāri sakar̄ıgā komponente.

1. Pierād̄ıt, ka kopa Kx ir vienmēr slēgta, taču ne vienmēr kopa Lx ir slēgta.

2. Pierād̄ıt, ka vienmēr spēkā ir nosac̄ıjums Lx ⊂ Kx, taču ne vienmēr paliek spēkā
nosac̄ıjums Kx ⊂ Lx.

3. Ja topoloǧiskās telpas (X, τ) katram punktam eksistē lineāri sakar̄ıga apkārtne,
tad jebkura lineāri sakar̄ıgā komponente Lx ir vienlaic̄ıgi vaļēja un slēgta kopa un
Lx = Kx.

7.23. uzdevums. Pieņemsim, ka {Xα, α ∈ I} ir topoloǧiskas telpas (X, τ) sakar̄ıgu (lineāri
sakar̄ıgu) kopu sistēma. Pierād̄ıt, ka, ja šķēlums

⋂
α

Xα 6= ∅, tad apvienojums
⋃
α

Xα ir

sakar̄ıga (lineāri sakar̄ıga) kopa telpā (X, τ).

7.24. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir nepārtraukts sirjekt̄ıvs attēlojums, kas attēlo
topoloǧisko telpu (X, τX) par topoloǧisko telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ka, ja topoloǧiska telpa
(X, τX) ir sakar̄ıga (lineāri sakar̄ıga), tad topoloǧiska telpa (Y, τY ) ar̄ı ir sakar̄ıga (lineāri
sakar̄ıga).
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7.25. uzdevums. Pieņemsim, ka f : X → Y ir nepārtraukts attēlojums, kas attēlo topoloǧisku
telpu (X, τX) topoloǧiskā telpā (Y, τY ). Pierād̄ıt, ka, ja A ir topoloǧiskas telpas (X, τX)
sakar̄ıga (lineāri sakar̄ıga) kopa, tad kopa f(A) ar̄ı ir sakar̄ıga (lineāri sakar̄ıga) topoloǧiskā
telpā (Y, τY ).

7.26. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir sakar̄ıga tad un tikai tad, ja topoloǧiskā
telpā (X, τ) ir tikai no viena sakar̄ıgā komponente.

7.27. uzdevums. Pieņemsim, ka topoloǧiska telpa (X, τ) apmierina ı̄paš̄ıbu, ka katra punkta
a ∈ X sakar̄ıgā komponente sastāv tikai no viena punkta, t.i., Ka = {a}. Šajā gad̄ıjumā
topoloǧisku telpu (X, τ) sauc par piln̄ıgi nesakar̄ıgu telpu. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskas telpas
(R, τdab) apakštelpa (Q, τdab) (Q ir racionālo skaitļu kopa, ir reālo skaitļu kopa) apmierina
šādas ı̄paš̄ıbas:

1. (Q, τdab) nav diskrēta telpa;

2. (Q, τdab) ir piln̄ıgi nesakar̄ıga telpa.

7.28. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir sakar̄ıga tad un tikai tad, ja jebku-
riem diviem punktiem x1 ∈ X un x2 ∈ X eksistē topoloǧiskas telpas (X, τ) sakar̄ıga kopa
A, kas satur šos punktus x1 un x2.

7.29. uzdevums. Topoloǧiskas telpas (X, τ) kopas A un B sauc par atdal̄ıtām viena no otras,
ja A∩B = ∅ un A∩B = ∅. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir nesakar̄ıga tad un tikai
tad, kad kopu X var izteikt kā divu netukšu, vienu no otras atdal̄ıtu kopu apvienojumu.

7.30. uzdevums. Pieņemsim, ka A un B ir divas netukšas slēgtas kopas topoloǧiskā telpā
(X, τ), kurām šķēlums A∩B un apvienojums A∪B ir sakar̄ıgas kopas telpā (X, τ). Pierād̄ıt,
ka A un B ir sakar̄ıgas kopas telpā (X, τ).

7.31. uzdevums. Atrast kontrpiemēru, kas parāda, ka 7.30. uzdevuma apgalvojums nav pa-
tiess, ja kopas A un B nav slēgtas kopas, bet šķēlums A ∩ B un apvienojums A ∪ B ir
sakar̄ıgas kopas.



8. nodaļa

Atdalāmı̄bas aksiomas, funkcionālā
atdalāmı̄ba

Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ). Par kopas F ⊂ X vaļēju apkārtni sauksim kopu

U(F ) = {G ∈ τ, G ⊃ F}.

Punkta x ∈ X vaļējas apkārtnes jēdzienu skat. 2.1. defin̄ıciju.

8.1. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T0 telpu jeb Kolmogorova telpu, ja jeb-
kuriem punktiem x, y ∈ X (x 6= y) eksistē vai nu punkta x vaļēja apkārtne U(x), kas nesatur
punktu y, vai nu punkta y vaļēja apkārtne U(y), kas nesatur punktu x:

∃U(x) 63 y vai ∃U(y) 63 x.

8.2. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T1 telpu jeb Freše telpu, ja jebkuriem
punktiem x, y ∈ X (x 6= y) eksistē punkta x vaļēja apkārtne U(x), kas nesatur punktu y, un
eksistē punkta y vaļēja apkārtne U(y), kas nesatur punktu x:

∃U(x) 63 y un ∃U(y) 63 x.

8.3. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T2 telpu jeb Hausdorfa telpu, ja jebkuriem
punktiem x, y ∈ X (x 6= y) eksistē punkta x vaļēja apkārtne U(x) un punkta y vaļēja apkārtne
U(y), kas nešķeļas:

∃U(x) un ∃U(y) : U(x) ∩ U(y) = ∅.

8.4. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T3 telpu, ja jebkuram punktam x ∈ X un
jebkurai slēgtai kopai F ⊂ X, kur x 6∈ F , eksistē punkta x vaļēja apkārtne U(x) un kopas F
vaļēja apkārtne U(F ), kas nešķeļas:

∃U(x) un ∃U(F ) : U(x) ∩ U(F ) = ∅.

8.5. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T4 telpu, ja jebkurām slēgtām kopām
F, G ⊂ X, kur F ∩G = ∅, eksistē kopas F vaļēja apkārtne U(F ) un kopas G vaļēja apkārtne
U(G), kas nešķeļas:

∃U(F ) un ∃U(G) : U(F ) ∩ U(G) = ∅.

T0, T1, T2, T3 un T4 telpas defin̄ıcijas sauc ar̄ı par atdalāmı̄bas aksiomām.
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8.6. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par regulāru telpu, ja (X, τ) ir T1 un T3 telpa.

8.7. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par normālu telpu, ja (X, τ) ir T1 un T4 telpa.

8.1. teorēma. Normāla telpa ⇒ regulāra telpa ⇒ T2 telpa ⇒ T1 telpa ⇒ T0 telpa.

8.8. defin̄ıcija. Topoloǧiskas telpas (X, τ) apakškopas A un B (A ⊂ X, B ⊂ X) sauc par
funkcionāli atdal̄ıtām kopām, ja eksistē nepārtraukta skaitliska funkcija f : X → [0; 1],
kurai 0 ≤ f(x) ≤ 1, ja x ∈ X, bet f(x) = 0, ja x ∈ A, un f(x) = 1, ja x ∈ B.

8.9. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par T3 1
2

telpu, ja jebkurš punkts x0 ∈ X un
jebkura slēgta kopa F ⊂ X, kurai F 6= ∅ un x0 6∈ F , ir funkcionāli atdal̄ıtas kopas, t.i., eksistē
nepārtraukta skaitliska funkcija f : X → [0; 1], ka f(x0) = 0 un f(F ) = {1}, f(X) ⊂ [0; 1].

8.10. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par piln̄ıgi regulāru telpu jeb Tihonova
telpu, ja (X, τ) ir T1 un T3 1

2
telpa.

8.2. teorēma. (Mazā Urisona lemma) T1 topoloǧiska telpa (X, τ) ir normāla telpa tad un tikai
tad, ja jebkurai slēgtai kopai F ⊂ X un jebkurai vaļējai kopai U ⊂ X , kurai F ⊂ U , eksistē
vaļēja kopa V ⊂ X, ka F ⊂ V , V ∈ τ , kurai ir spēkā iekļaušana V ⊂ U .

8.3. teorēma. (Lielā Urisona lemma) Ja A un B ir normālas topoloǧiskas telpas (X, τ) divas
slēgtas kopas (A ⊂ X, B ⊂ X, A ∩B = ∅), tad kopas A un B ir funkcionāli atdal̄ıtas kopas.

8.4. teorēma. (Pirmā Urisona metrizācijas teorēma) Topoloǧiska telpa (X, τ), kas apmierina
otro sanumurējamı̄bas aksiomu, ir metrizējama tad un tikai tad, ja (X, τ) ir normāla telpa.

8.1. uzdevums. Apskat̄ısim kopu X1 = {a, b} un X2 = {a, b, c}, kā ar̄ı atbilstošās topoloǧijas
τ1 = {∅, X1, {a}} un τ2 = {∅, X2, {a}}. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (X1, τ1) ir T0 un
T4 telpa, taču nav T1, T2, T3 telpa, nav regulāra un nav normāla telpa. Pierād̄ıt, ka
topoloǧiskā telpa (X2, τ2) ir tikai T4 telpa, taču nav T0, T1, T2, T3 telpa, nav regulāra un
nav normāla telpa.

8.2. uzdevums. Pārbaud̄ıt, kādas atdalāmı̄bas aksiomas apmierina šādas topoloǧiskas telpas,
kur R ir reālo skaitļu kopa:

1. (R, τdab) (skat. 1.5. uzdevumu);

2. (R, τa) (skat. 1.1. uzdevumu);

3. (R, τirr) (skat. 1.19. uzdevumu);

4. (R, τr) (skat. 1.5. uzdevumu);

5. (R, τcr) (skat. 1.5. uzdevumu);

6. (R, τk) (skat. 1.9. uzdevumu).

8.3. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir bezgal̄ıga kopa un τk ir ko-gal̄ıgā topoloǧija kopā X.
Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τk) ir T1 telpa, bet nav T2, T3, T4. Pierād̄ıt, ka
topoloǧiska telpa (X, τk) ir antihausdorfa telpa, t.i., jebkuriem punktiem x1, x2 ∈ X
(x1 6= x2) un jebkurām šo punktu vaļējām apkārtnēm U1(x1) ∈ τk un U2(x2) ∈ τk šķēlums
U1(x1) ∩ U2(x2) = ∅.

8.4. uzdevums. Pārbaud̄ıt, ka topoloǧiska telpa (R, τMN ) un (R, τS) (skat. 1.5. uzdevumu)
ir T3 un T4 telpa, bet nav T1 un T2 telpa.

8.5. uzdevums. Pierād̄ıt, ka atdalāmı̄bas aksioma T2 ir mantojama, t.i., ja topoloǧiska telpa
(X, τ) ir T2 telpa, tad jebkura tās apakštelpa (A, τA) ar̄ı ir T2 telpa. Pierād̄ıt, ka manto-
jamas ir atdalāmı̄bas aksiomas T0, T1, T3 un T4, kā ar̄ı ı̄paš̄ıba būt regulārai telpai.
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8.6. uzdevums. Pierād̄ıt, ka ı̄paš̄ıba būt normālai topoloǧiskai telpai nav mantojama.

8.7. uzdevums. Pierād̄ıt, ka normālas topoloǧiskas telpas slēgta apakškopa ir normāla telpa.

8.8. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkura metriska telpa ir normāla telpa.

8.9. uzdevums. Pierād̄ıt, ka regulāra topoloǧiska telpa ar sanumurējamu bāzi ir normāla
telpa.

8.10. uzdevums. Pierād̄ıt, ja topoloǧiska telpa vienlaic̄ıgi ir T0, T3, tad tā ir regulāra telpa.

8.11. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir racionālo skaitļu kopa no intervāla [0; 1], A ⊂ X ir to
skaitļu kopa, kurus var izteikt kā k

2n , bet B ⊂ X ir to skaitļu kopa, kurus var izteikt kā
k
3n , kur k ∈ Z un n ∈ N. Apakškopu sistēma B sastāv no visiem iespējamajiem intervāliem
(a; b), (a; b) ⊂ X, un attiec̄ıgi to šķēlumiem A∩ (a; b), B ∩ (a; b). Pierād̄ıt, ka sistēma B ir
kādas topoloǧijas τ kopā X bāze. Pierād̄ıt, ka telpa (X, τ) ir Hausdorfa, bet nav regulāra
telpa.

8.12. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Nemicka plakne ir regulāra telpa, bet nav normāla telpa (skat.
2.7. uzdevumu).

8.13. uzdevums. Pierād̄ıt, ja Hausdorfa telpā (X, τ) neizolēto punktu kopa ir gal̄ıga, tad
(X, τ) ir normāla telpa.

8.14. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τX) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja jebkuriem diviem punktiem x1, x2 ∈ X (x1 6= x2) eksistē tāda nepārtraukta funkcija f ,
kas telpu (X, τX) attēlo par Hausdorfa telpu (Y, τY ), kurai f(x1) 6= f(x2).

8.15. uzdevums. Pierād̄ıt, ja f ir injekt̄ıva nepārtraukta funkcija, kas telpu (X, τX) attēlo
par Hausdorfa telpu (Y, τY ), tad topoloǧiska telpa (X, τX) ar̄ı ir Hausdorfa telpa.

8.16. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir T0 telpa tad un tikai tad, ja jebku-
riem diviem punktiem x1, x2 ∈ X (x1 6= x2) vai nu x1 6∈ {x2}, vai ar̄ı x2 6∈ {x1}.

8.17. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir T1 telpa tad un tikai tad, ja jeb-
kuram punktam x ∈ X ir spēkā vienād̄ıba

⋂
U(x)∈τ

U(x) = {x}, kur U(x) ir punkta x ∈ X

vaļēja apkārtne.

8.18. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra T1 topoloǧiska telpa (X, τ) apmierina šādas ı̄paš̄ıbas:

1. ja kopa A ⊂ X un punkts x ∈ Ad, tad jebkurai punkta x vaļējai apkārtnei U(x) ∈ τ
kopa U(x) ∩A ir bezgal̄ıga;

2. ja kopa A ⊂ X ir gal̄ıga kopa, tad A ir slēgta kopa;
3. ja kopa A ⊂ X, tad Ad ir slēgta kopa;
4. ja kopa A ⊂ X un punkts x ∈ A, tad x ir kopas A izolētais punkts tad un tikai tad,

kad kopa {x} ir vaļēja.

8.19. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja jebkuram punktam x ∈ X ir spēkā vienād̄ıba

⋂
U(x)∈τ

U(x) = {x}, kur U(x) ir punkta

x ∈ X vaļēja apkārtne.

8.20. uzdevums. Pierād̄ıt, ka T1 topoloǧiska telpa (X, τ) ir regulāra telpa tad un tikai tad, ja
jebkurai punkta x ∈ X vaļējai apkārtnei U(x) eksistē punkta x ∈ X tāda vaļēja apkārtne
V (x), ka V (x) ⊂ U(x). Pierād̄ıt, ka apgalvojums paliek spēkā, ja nosac̄ıjumu, ka (X, τ) ir
T1 topoloǧiska telpa nomaina ar nosac̄ıjumu, ka (X, τ) ir T0 topoloǧiska telpa.
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8.21. uzdevums. Pierād̄ıt, ka T1 topoloǧiska telpa (X, τ) ir normāla telpa tad un tikai tad,
ja katrai slēgtai kopai F ⊂ X un katrai kopas F vaļējai apkārtnei U(F ) eksistē kopas F
tāda vaļēja apkārtne V (F ), ka V (F ) ⊂ U(F ).

8.22. uzdevums. Pierād̄ıt, ka regulāra Lindelēva topoloǧiska telpa (skat. 2.34. uzdevumu)
ir normāla telpa.

8.23. uzdevums. Pierād̄ıt, ka (R, τb) (skat. 2.5. uzdevumu) ir normāla topoloǧiska telpa.

8.24. uzdevums. Pierād̄ıt, ja (X, τ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa un τ ⊂ τ ′, tad ar̄ı (X, τ ′)
ir Hausdorfa telpa. Minēt piemēru, kas parāda, ka dotais apgalvojums ne vienmēr ir spēka,
ja Hausdorfa telpas vietā apskata regulāru telpu (norād̄ıjums: apskat̄ıt telpu (R, τdab) un
(R, τkur), skat. 2.28. uzdevumu).

8.25. uzdevums. Pierād̄ıt, ka jebkurā normālā topoloǧiskā telpā katras gal̄ıgas sistēmas, kas
sastāv no pa pāriem nešķeļošām slēgtām kopām, kopas var atdal̄ıt ar pa pāriem nešķeļošām
vaļējām apkārtnēm. Pierād̄ıt, ka dotais apgalvojumas nav spēkā, ja apskata bezgal̄ıgas
sistēmas, kas sastāv no pa pāriem nešķeļošām slēgtām kopām.

8.26. uzdevums. Pierād̄ıt, ka tikai konstants attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ), kur (X, τX)
ir antihausdorfa telpa, bet (Y, τY ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa, ir nepārtraukts (skat.
8.3. uzdevumu).

8.27. uzdevums. Pieņemsim, ka f un g ir nepārtraukti attēlojumi, kas patvaļ̄ıgu topoloǧisko
telpu (X, τX) attēlo par Hausdorfa topoloǧisko telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt,

1. ja visur bl̄ıvā kopā D telpā (X, τX) attēlojumi sakr̄ıt f(x) = g(x), tad jebkuriem
punktiem x ∈ X attēlojumi sakr̄ıt f(x) = g(x);

2. ka kopa F = {x ∈ X / f(x) = g(x)} ir slēgta telpā (X, τX). Vai šis apgalvojums ir
spēkā patvaļ̄ıgai topoloǧiskai telpai (Y, τY )?

8.28. uzdevums. Pārbaud̄ıt, vai atdalāmı̄bas aksiomas paliek spēkā nepārtrauktu attēlojumu
gad̄ıjumā (norād̄ıjums: apskat̄ıt attēlojumu, kas telpu (R, τdab) attēlo par telpu (R, τ(a,+∞)),
kur topoloǧija τ(a,+∞) sastāv no ∅, R un visiem iespējamajiem intervāliem (a, +∞), kur
a ∈ R).

8.29. uzdevums. Vai Hausdorfa topoloǧiskas telpas attēls ar vaļēju attēlojumu ir Hausdorfa
telpa?

8.30. uzdevums. Pierād̄ıt, ka normālas topoloǧiskas telpas attēls ar nepārtrauktu slēgtu
attēlojumu ir normāla telpa.

8.31. uzdevums. Pierād̄ıt, ka, ja topoloǧiskas telpas (X, τ) apakškopas A un B ir funkcionāli
atdal̄ıtas (A ⊂ X, B ⊂ X), tad eksistē tādas vaļējas kopas U, V ∈ τ , ka U ⊃ A, V ⊃ B
un U ∩ V = ∅.

8.32. uzdevums. Pierād̄ıt, ka, ja topoloǧiskas telpas (X, τ) apakškopas A un B ir funkcionāli
atdal̄ıtas (A ⊂ X, B ⊂ X), tad jebkuriem reāliem skaitļiem a un b (a < b) eksistē tāda
nepārtraukta skaitliska funkcija f : X → [a; b], ka visiem x ∈ A attēls f(x) = a, visiem
x ∈ B attēls f(x) = b un visiem x ∈ X attēls a ≤ f(x) ≤ b.

8.33. uzdevums. Neizmantojot lielo Urisona teorēmu, pierād̄ıt, ka katra metriska telpa ir
piln̄ıgi regulāra topoloǧiska telpa.

8.34. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra piln̄ıgi regulāra topoloǧiska telpa ir regulāra telpa.
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8.35. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra normāla topoloǧiska telpa ir piln̄ıgi regulāra telpa.

8.36. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katras piln̄ıgi regulāras topoloǧiskas telpas apakštelpa ir piln̄ıgi
regulāra telpa.

8.37. uzdevums. Pierād̄ıt, ka T1 topoloǧiska telpa (X, τ) ir piln̄ıgi regulāra telpa tad un tikai
tad, ja jebkuram punktam x0 ∈ X un jebkurai apkārtnei U0 = U(x0) ∈ τ (U0 6= X) eksistē
tāda nepārtraukta skaitliska funkcija f : X → [0; 1], ka f(x0) = 0 un f(X \ U0) = 1.

8.38. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (X, τ) ar otro sanumurējamı̄bas aksiomu ir
metrizējama telpa tad un tikai tad, ja (X, τ) ir regulāra telpa.
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9. nodaļa

Kompaktas telpas

Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ) un patvaļ̄ıgu apakškopu A ⊂ X. Ar λ apz̄ımēsim
topoloǧiskās telpas (X, τ) visu slēgto apakškopu saimi.

9.1. defin̄ıcija. Apakškopu saimi U = {Uα / α ∈ I; Uα ⊂ X, } sauc par telpas (X, τ)
pārklājumu, ja ⋃

α∈I

Uα = X.

9.2. defin̄ıcija. Telpas (X, τ) pārklājumu U = {Uα / α ∈ I; Uα ⊂ X, } sauc par vaļēju
pārklājumu, ja katram α ∈ I apakškopa Uα ∈ τ .

9.3. defin̄ıcija. Telpas (X, τ) pārklājumu U = {Uα / α ∈ I; Uα ⊂ X, } sauc par slēgtu
pārklājumu, ja katram α ∈ I apakškopa Uα ∈ λ.

9.4. defin̄ıcija. Par telpas (X, τ) pārklājuma U apakšpārklājumu sauc sistēmas U
apakšsistēmu U ′, kas ar̄ı ir kopas X pārklājums.

9.5. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par kompaktu telpu, ja no jebkura telpas
(X, τ) vaļēja pārklājuma var izdal̄ıt gal̄ıgu apakšpārklājumu.

9.6. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par sanumurējami kompaktu telpu, ja
no jebkura telpas (X, τ) sanumurējama vaļēja pārklājuma var izdal̄ıt gal̄ıgu apakšpārklā-
jumu.

Skaidrs, ka katra kompakta telpa ir sanumurējami kompakta telpa, bet ne katra sanu-
murējami kompakta telpa ir kompakta.

9.7. defin̄ıcija. Kopu A ⊂ X sauc par kompaktu (sanumurējami kompaktu) kopu,
ja apakštelpa (A, τA) ir kompakta (sanumurējami kompakta) telpa, kur τA ir inducētā
topoloǧija.

9.8. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par fināli kompaktu telpu, ja no katra
telpas X vaļēja pārklājuma var izdal̄ıt ne vairāk kā sanumurējamu apakšpārklājumu.

Skaidrs, ka topoloǧiska telpa ir fināli kompakta telpa tad un tikai tad, ja tā ir Lindelēva
telpa (skat. 2.34. uzdevumu), katra kompakta telpa ir fināli kompakta telpa.

9.9. defin̄ıcija. Kopas X apakškopu sistēmu {Fα} (sanumurējamu sistēmu {Fn, n ∈ N})
sauc par centrētu (sanumurējami centrētu), ja jebkurš š̄ıs sistēmas elementu gal̄ıgs
šķēlums ir netukša kopa.
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9.1. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskās telpas (R2, τMN ) jebkura bezgal̄ıga apakškopa nav
kompakta. Vai šāds apgalvojums ir spēkā topoloǧiskai telpai (R2, τS) (skat. 1.5. uzde-
vumu)?

9.2. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (R2, τcr) (skat. 1.5. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka
jebkura plaknes apakškopa, kas satur nulles punktu O(0; 0), ir kompakta kopa šajā telpā.

9.3. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (R2, τdab) un š̄ıs telpas apakštelpu (Q, τQ) ar
plaknes R2 parastās topoloǧijas τdab inducēto topoloǧiju τQ racionālo skaitļu kopā Q.
Pierād̄ıt, ka jebkura Q apakškopa A, kuras iekšiene nav tukša kopa telpā Q, nav kom-
pakta kopa.

9.4. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga nesanumurējama kopa un τk ir ko-gal̄ıga
topoloǧija kopā X (skat. 1.9. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka (X, τk) ir kompakta telpa.

9.5. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (Rn, τr) un patvaļ̄ıgu apakškopu F ⊂ Rn (skat.
1.5. uzdevumu). Pierād̄ıt kopas F kompakt̄ıbas kritēriju: kopa F ir kompakta tad un tikai
tad, ja F ir ierobežota kopa vai ar̄ı, ja F ir neierobežota kopa, kurai eksistē tāds punkts
x ∈ F , ka

ρ(O, x) = sup
y∈F

{ρ(O, y)},

kur punkts O ∈ Rn ir kopas Rn nulle, bet attālumu starp punktiem O un y = (y1, y2. . . . , yn),
y ∈ Rn, kur yi ∈ R, i = 1, n nosaka sakar̄ıba

ρ(O, y) =

√√√√
n∑

i=1

y2
i .

9.6. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (R, τirr) un patvaļ̄ıgu apakškopu F ⊂ R (skat.
1.19. uzdevumu). Atrast kopas F kompakt̄ıbas kritēriju!

9.7. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ) un patvaļ̄ıgu apakškopu A, A ⊂ X.
Apakškopu saimi U = {Uα / α ∈ I; Uα ⊂ X, } sauc par kopas A vaļēju pārklājumu, ja⋃
α∈I

Uα ⊃ A un Uα ∈ τ . Topoloǧiskas telpas (X, τ) kopa A ir kompakta (sanumurējami

kompakta) kopa tad un tikai tad, ja no kopas A jebkura vaļēja pārklājuma (jebkura sanu-
murējama vaļēja pārklājuma) var izdal̄ıt gal̄ıgu apakšpārklājumu.

9.8. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧisko telpu (X, τ) un patvaļ̄ıgas apakškopas A, B, kur
A ⊂ B ⊂ X. Pierād̄ıt, ja kopa A ir kompakta kopa topoloǧiskas telpas (X, τ) apakštelpā
(B, τB), tad kopa A ir kompakta kopa ar̄ı topoloǧiskā telpā (X, τ)

9.9. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa ir kompakta (sanumurējami kompakta) tad
un tikai tad, ja jebkurai š̄ıs telpas slēgtu kopu centrētai sistēmai (sanumurējami centrētai
sistēmai) eksistē vismaz viens kop̄ıgs punkts.

9.10. uzdevums. Pierād̄ıt, ja (X, τ) ir patvaļ̄ıga kompakta (sanumurējami kompakta) telpa,
tad jebkurai kopas X bezgal̄ıgai apakškopai A telpā (X, τ) eksistē vismaz viens aku-
mulācijas punkts.

9.11. uzdevums. Pierād̄ıt, ka

1. topoloǧiska telpa (X, τ) ir sanumurējami kompakta telpa tad un tikai tad, ja jebku-
rai kopas X bezgal̄ıgai apakškopai A telpā (X, τ) eksistē vismaz viens akumulācijas
punkts;
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2. T1 topoloǧiska telpa (X, τ) ir sanumurējami kompakta telpa, tad un tikai tad, ja
katrai telpas X elementu virknei eksistē vismaz viens akumulācijas punkts, t.i., katrai
virknei (xn), xn ∈ X (n ∈ N) eksistē punkts x0 ∈ X, ka katrai punkta x0 apkārtnei
pieder bezgal̄ıgi daudz dotās virknes elementu.

9.12. uzdevums. Pierād̄ıt, ka patvaļ̄ıga metriska telpa (X, ρ) ir kompakta telpa tad un tikai
tad, ja jebkurai kopas X bezgal̄ıgai apakškopai eksistē vismaz viens akumulācijas punkts
telpā (X, τ) = (X, ρ).

9.13. uzdevums. Pierād̄ıt, ka kompaktas (sanumurējami kompaktas) topoloǧiskas telpas
slēgta kopa ir kompakta (sanumurējami kompakta) kopa. Minēt piemēru, ka kompak-
tas telpas kompakta apakškopa nav slēgta.

9.14. uzdevums. Pierād̄ıt, ka kompaktas (sanumurējami kompaktas) topoloǧiskas telpas
patvaļ̄ıgas slēgtu kompaktu kopa sistēmas šķēlums ir kompakta (sanumurējami kompakta)
kopa.

9.15. uzdevums. Pieņemsim, ka E ir patvaļ̄ıga bezgal̄ıga kopa, a un b (a 6= b) ir divi tādi
patvaļ̄ıgi elementi, ka a 6∈ E un b 6∈ E, un X = E ∪{a, b}. Apskat̄ısim kopas X apakškopu
sistēmu

τ = {∅} ∪X ∪ {Eα | Eα ⊂ E} ∪ {Gα | Gα ⊂ X, X \Gα ir gal̄ıga kopa}.
Pierād̄ıt, ka

1. sistēma τ ir topoloǧija kopā X;
2. kopas A = E ∪ {a} un B = E ∪ {b} ir kompaktas kopas telpā (X, τ);
3. kopu A un B šķēlums nav kompakta kopa telpā (X, τ).

9.16. uzdevums. Pierād̄ıt, ja (X, τ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa,

1. A (A ⊂ X) ir telpas (X, τ) kompakta kopa un punkts a ∈ X \ A, tad eksistē tāda
kopas A apkārtne U(A) un punkta a apkārtne U(a), ka U(A) ∩ U(a) = ∅;

2. tad kopa A ir telpas (X, τ) kompakta kopa tad un tikai tad, ja kopa A ir slēgta kopa
telpā (X, τ).

9.17. uzdevums. Pierād̄ıt, ja (X, τ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa un A ir telpas (X, τ) kom-
paktas kopas B apakškopa A ⊂ B ⊂ X, tad kopa A ir telpas (X, τ) relat̄ıvi kompakta
kopa, t.i., kopas A slēgums A ir kompakta kopa telpā (X, τ).

9.18. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra kompakta Hausdorfa topoloǧiska telpa ir regulāra telpa.

9.19. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra kompakta Hausdorfa topoloǧiska telpa ir normāla telpa.

9.20. uzdevums. Pieņemsim, ka f : (X, τX) → (Y, τY ) ir topoloǧiskas telpas (X, τX) sir-
jekt̄ıvs nepārtraukts attēlojums par telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ja topoloǧiska telpa (X, τX) ir
kompakta (sanumurējami kompakta) telpa,

1. tad (Y, τY ) ar̄ı ir kompakta (sanumurējami kompakta) topoloǧiska telpa;
2. un (Y, τY ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa, tad attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY ) ir

slēgts attēlojums.

9.21. uzdevums. Pieņemsim, ka f : (X, τX) → (Y, τY ) ir topoloǧiskas telpas (X, τX) bijekt̄ıvs
nepārtraukts attēlojums par telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ja topoloǧiska telpa (X, τX) ir kom-
pakta telpa un (Y, τY ) ir Hausdorfa topoloǧiska telpa, tad attēlojums f : (X, τX) → (Y, τY )
ir homeomorfisms.
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9.22. uzdevums. Pieņemsim, ka f : (X, τX) → (Y, τY ) ir topoloǧiskas telpas (X, τX) nepār-
traukts attēlojums par topoloǧisku telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ja kopa A ⊂ X ir topoloǧiskas
telpas (X, τX) kompakta kopa (sanumurējami kompakta kopa), tad kopa f(A) ir telpas
(Y, τY ) kompakta kopa (sanumurējami kompakta kopa).

9.23. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra topoloǧiskas telpas kompaktā kopā nepārtraukta reāla
funkcija ir ierobežota un sasniedz savu minimālo un maksimālo vērt̄ıbu.

9.24. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa ir kompakta tad un tikai tad, ja topoloǧiska
telpa ir gan sanumurējami kompakta, gan ar̄ı fināli kompakta telpa.

9.25. uzdevums. Pierād̄ıt, ka fināli kompaktas topoloǧiskas telpas (X, τ) slēgta apakškopa
A ir fināli kompakta kopa, t.i., telpas (X, τ) apakštelpa (A, τA) ir fināli kompakta telpa.

9.26. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa, kas apmierina otro sanumurējamı̄bas ak-
siomu, ir fināli kompakta telpa, bet sanumurējami kompakta topoloǧiska telpa, kas apmie-
rina otro sanumurējamı̄bas aksiomu, ir kompakta telpa.

9.27. uzdevums. Pieņemsim, ka topoloǧiskas telpas (X, τ) pārklājums W ir ievilkts topo-
loǧiskas telpas (X, τ) pārklājumā U , t.i., katrai kopai V ∈ W eksistē tāda kopa U ∈ U ,
ka V ⊂ U . Pierād̄ıt, ja telpas (X, τ) pārklājumam W eksistē gal̄ıgs (sanumurējams)
apakšpārklājums, tad ar̄ı pārklājumam U var atrast gal̄ıgu (sanumurējamu) apakšpārklā-
jumu.

9.28. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa ir fināli kompakta telpa tad un tikai tad, ja
katrā š̄ıs telpas vaļējā pārklājumā var ielikt sanumurējamu pārklājumu.

9.29. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskas telpas (X, τ), kas apmierina otro sanumurējamı̄bas
aksiomu, katrā š̄ıs telpas vaļējā pārklājumā var ielikt sanumurējamu pārklājumu, tātad
telpa (X, τ) ir fināli kompakta telpa.

9.30. uzdevums. Pieņemsim, ka X ir patvaļ̄ıga nesanumurējama kopa un τc ir ko-sanumurējama
topoloǧija kopā X (skat. 1.10. uzdevumu). Pierād̄ıt, ka (X, τc) nav kompakta telpa, telpā
(X, τc) neeksistē sanumurējama bāze, (X, τc) nav separabla, bet ir fināli kompakta telpa.

9.31. uzdevums. Pierād̄ıt, ka nesanumurējama bezgal̄ıga kopa ar diskrēto topoloǧiju nav ne
kompakta, ne fināli kompakta telpa.

9.32. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiska telpa (R, τb) (skat. 2.5. uzdevumu) ir fināli kom-
pakta un separabla telpa, bet nav kompakta un neapmierina otro sanumurējamı̄bas ak-
siomu.

9.33. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra fināli kompakta regulāra topoloǧiska telpa ir normāla
telpa.

9.34. uzdevums. Pieņemsim, ka f : (X, τX) → (Y, τY ) ir topoloǧiskas telpas (X, τX) sir-
jekt̄ıvs nepārtraukts attēlojums par telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ja topoloǧiska telpa (X, τX) ir
fināli kompakta telpa, tad (Y, τY ) ar̄ı fināli kompakta topoloǧiska telpa.

9.35. uzdevums. Pieņemsim, ka f : (X, τX) → (Y, τY ) ir topoloǧiskas telpas (X, τX) nepār-
traukts attēlojums par topoloǧisku telpu (Y, τY ). Pierād̄ıt, ja kopa A ⊂ X ir topoloǧiskas
telpas (X, τX) fināli kompakta kopa, tad kopa f(A) ir telpas (Y, τY ) fināli kompakta kopa.

9.36. uzdevums. Topoloǧisku telpu (X, τ) sauc par sekvenciāli kompaktu telpu, ja katrai
tās elementu virknei (xn), xn ∈ X (n ∈ N), eksistē konverǧenta apakšvirkne (xnk

) (k ∈ N).
Pierād̄ıt, ka katra kompakta topoloǧiska telpa ir sekvenciāli kompakta telpa.
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9.37. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra T1 sekvenciāli kompakta topoloǧiska telpa ir sanu-
murējami kompakta telpa.

9.38. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katra T1 sanumurējami kompakta topoloǧiska telpa, kas ap-
mierina pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu, ir sekvenciāli kompakta telpa.

9.39. uzdevums. Topoloǧisku telpu (X, τ) sauc par kompaktu telpu Kantora noz̄ımē,
ja katrai dilstošai netukšu slēgtu kopu virknei (Fn), Fn ⊂ X:

F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . ,

eksistē vismaz viens kop̄ıgs punkts, t.i.,
⋂
n

Fn 6= ∅. Pierād̄ıt, ka katra sekvencionāli kom-

pakta topoloǧiska telpa ir kompakta telpa Kantora noz̄ımē, bet katra kompakta topoloǧiska
telpa Kantora noz̄ımē ir sanumurējami kompakta topoloǧiska telpa.

9.40. uzdevums. Pierād̄ıt, ka T1 topoloǧiskai telpai (X, τ), kas apmierina otro sanumurējamı̄bas
aksiomu, šādi apgalvojumi ir ekvivalenti:

1. (X, τ) ir kompakta topoloǧiska telpa;

2. (X, τ) ir sanumurējami kompakta topoloǧiska telpa;

3. (X, τ) ir sekvenciāli kompakta topoloǧiska telpa;

4. (X, τ) ir kompakta topoloǧiska telpa Kantora noz̄ımē.
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10. nodaļa

Topoloǧisko telpu reizinājums

10.1. Topoloǧisko telpu gal̄ıgs reizinājums

Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu topoloǧisku telpu X1, X2, . . . , Xn gal̄ıgu sistēmu, kur indeksam

i = 1, n atbilstošā topoloǧiskā telpa Xi = (Xi, τi). Pieņemsim, ka kopa X =
n∏

i=1
Xi ir

kopu Xi (i = 1, n) Dekarta reizinājums.

10.1. defin̄ıcija. Par topoloǧisko telpu X1, X2, . . . , Xn reizinājumu sauc kopu X =
n∏

i=1
Xi

ar reizinājuma topoloǧiju τ =
n∏

i=1
τi, kuras bāzi veido visi iespējamie telpās Xi, i = 1, n,

vaļēju kopu reizinājumi, t.i., bāzi veido kopas G =
n∏

i=1
Gi, kur kopa Gi ∈ τi, i = 1, n.

10.1. piez̄ıme. Ja U1, U2, . . . , Un ir atbilstošo telpu X1, X2, . . . , Xn vaļējas kopas, tad

šo kopu reizinājums U =
n∏

i=1
Ui ir vaļēja kopa topoloǧiskā telpā (X, τ), kur X =

n∏
i=1

Xi

un τ =
n∏

i=1
τi. Tomēr ne katra topoloǧiskas telpas X =

n∏
i=1

Xi vaļēja kopa U ir izsakāma

ar reizinājumu U =
n∏

i=1
Ui, kur Ui ir kāda telpā Xi vaļēja kopa. Piemēram, vaļējs riņķis

K ⊂ R2 ir vaļēja kopa topoloǧiska telpā (R2, τdab), kopu K var izteikt kā vaļēju taisnstūru
apvienojumu, tomēr katrā no abām telpām (R, τdab) nav tādu vaļēju kopu U un V , ka
K = U × V .

10.1. teorēma. Sistēma G =
n∏

i=1
Gi, kur katram indeksam i = 1, n kopa Gi ⊂ Xi un

Gi ∈ τi, ir kopas X =
n∏

i=1
Xi kādas topoloǧijas τ bāze (skat. 10.1. uzdevumu).

10.2. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu X un Y reizinājuma X × Y dabisko attēlojumu, kurš
definēts ar formulu

P1 = X × Y −→ X, P1((x, y)) = x,

un dabisko attēlojumu, kurš definēts ar formulu

P2 = X × Y −→ Y, P2((x, y)) = y,

65
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sauc par reizinājuma X×Y projektoriem (projekcijām) jeb projicēšanas attēlojumiem
attiec̄ıgi par reizinātāju X un reizinātāju Y .

Kopu
P−1

1 (x) = {x× Y, x ∈ X}
sauc par slāni virs punkta x, bet kopu

P−1
2 (y) = {X × y, y ∈ Y }

sauc par slāni virs punkta y reizinājumā X × Y .

10.1. uzdevums. Apskat̄ısim divas topoloǧiskas telpas (X1, τ1) un (X2, τ2). Pārbaud̄ıt, ka
kopu saime

G = {U × V / U ∈ τ1, V ∈ τ2}
ir kopā X1 ×X2 reizinājuma topologijas bāze.

10.2. uzdevums. Apskat̄ısim gan kopā X1 divas topoloǧijas τ∗1 un τ1 (τ∗1 ≤ τ1), gan kopā
X2 divas topoloǧijas τ∗2 un τ2 (τ∗2 ≤ τ2). Sal̄ıdzināt telpu (X1, τ1) un (X2, τ2) reizinājuma
topoloǧiju τ1 × τ2 ar telpu (X1, τ

∗
1 ) un (X2, τ

∗
2 ) reizinājuma topoloǧiju τ∗1 × τ∗2 .

10.3. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskas telpas (τdab,R2) parastā topoloǧija τdab reālo
skaitļu plaknē R2 sakr̄ıt ar reizinājuma topoloǧiju topoloǧiskās telpas (τdab,R) reizinājumam
ar topoloǧisko telpu (τdab,R).

10.4. uzdevums. Pierād̄ıt, ja Bi, i = 1, 2, ir attiec̄ıgi topoloǧiskās telpas Xi, i = 1, 2, bāze,
tad kopu saime

{U × V / U ∈ B1, V ∈ B2}
ir kādas reizinājuma topoloǧijas kopā X1 ×X2 bāze.

10.5. uzdevums. Pierād̄ıt, ka parastā topoloǧija τdab telpā Rn sakr̄ıt gan ar metrisko topoloǧiju
τρ kopā Rn, kur ρ ir standarta metrika kopā Rn (skat. 1.5. uzdevumu), gan ar reizinājuma
topoloǧiju kopā, ko iegūst savstarpēji sareizinot n (gal̄ıgā skaitā) topoloǧiskas telpas
(R, τdab).

10.6. uzdevums. Katrā no abām topoloǧijām τ1 = τd × τdab un τ2 = τS × τirr reālo skaitļu
plaknē R2 atrast slēgumu, iekšieni un robežu

1. vienelementa kopai {a}, kur a ∈ R2;

2. vaļējai lodei U(a, r), kuras centrs a ∈ R2 un rādiuss r > 0;

3. slēgtas lodes papildinājumam CB(a, r), kur centrs a ∈ R2 un rādiuss r > 0;

4. kopai (0; 1)× {0}.
10.7. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧisku telpu X un Y reizinājuma projektori (skat. 10.2.

defin̄ıciju) ir nepārtraukti vaļēji attēlojumi, bet nav slēgti attēlojumi (skat. 6.54. un
6.55. uzdevumus).

10.8. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧisku telpu X un Y reizinājuma X × Y topoloǧija ir
visvājākā topoloǧija no visām tām telpas X × Y topoloǧijām, kurām projektori P1 un P2

ir nepārtraukti attēlojumi.

10.9. uzdevums. Pieņemsim, ka X un Y ir topoloǧiskas telpas, bet x0 ir fiksēts telpas X
punkts. Pierād̄ıt, ka attēlojuma P2 sašaurinājums P2|x0×Y : x0 × Y −→ Y ir homeomorfs
attēlojums par telpu Y .
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10.10. uzdevums. Apskat̄ısim topoloǧiskas telpas (X, τX) un (Y, τY ), kā ar̄ı patvaļ̄ıgas apakš-
kopas A ⊂ X un B ⊂ Y . Pierād̄ıt, ka topoloǧisko telpu reizinājumā X × Y ir spēkā
vienād̄ıbas

A×B = A×B,

Int(A×B) = IntA× IntB,

Fr(A×B) = (FrA×B) ∪ (A× FrB).

10.11. uzdevums. Pierād̄ıt, ka topoloǧiskā telpa (X, τX) ir Hausdorfa telpa tad un tikai tad,
ja kopā X×X ar reizinājuma topoloǧiju diagonāle ∆ = {(x; y) ∈ X×X / x = y} ir slēgta
kopa.

10.12. uzdevums. Izmantojot 10.11. uzdevumu, pierād̄ıt 8.27. 1) uzdevumu, ja f un g ir ne-
pārtraukti attēlojumi, kas patvaļ̄ıgu topoloǧisko telpu (X, τX) attēlo Hausdorfa topoloǧiskā
telpā (Y, τY ), un kopa D = {x ∈ X : f(x) = g(x)} ir visur bl̄ıva telpā (X, τX), tad
jebkuriem punktiem x ∈ X ir spēkā vienād̄ıba f(x) = g(x).

10.13. uzdevums. Izmantojot 10.11. uzdevumu, pierād̄ıt, ja f un g ir nepārtraukti attēlojumi,
kas topoloǧisko telpu (X, τX) attēlo Hausdorfa topoloǧiskā telpā (Y, τY ), tad kopa

F = {x ∈ X / f(x) = g(x)}

ir slēgta kopa telpā (X, τX). Vai šāds apgalvojums ir spēkā patvaļ̄ıgai topoloǧiskai telpai
(Y, τY ) (skat. ar̄ı 8.27. 2) uzdevumu)?

10.14. uzdevums. Pieņemsim, ka X un Y ir topoloǧiskas telpas, bet X×Y ir šo topoloǧisko
telpu reizinājums. Pierād̄ıt, ja abas topoloǧiskās telpas X un Y

1. apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu, tad ar̄ı topoloǧiskā telpa X×Y apmierina
otro sanumurējamı̄bas aksiomu;

2. ir separablas telpas, tad ar̄ı topoloǧiskā telpa X × Y ir separabla telpa;

3. ir sakar̄ıgas telpas, tad ar̄ı topoloǧiskā telpa X × Y ir sakar̄ıga telpa;

4. ir lineāri sakar̄ıgas telpas, tad ar̄ı topoloǧiskā telpa X × Y ir lineāri sakar̄ıga telpa;

5. ir kompaktas telpas, tad ar̄ı topoloǧiskā telpa X × Y ir kompakta telpa.

10.15. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Hausdorfa topoloǧisko telpu gal̄ıgs reizinājums ir Hausdorfa
telpa, un regulāru telpu gal̄ıgs reizinājums ir regulāra telpa.

10.16. uzdevums. Apskat̄ısim Zorgenfreija topoloǧisko telpu (R, τb) no 2.5. uzdevuma. Pierād̄ıt,
ka telpa

1. (R, τb) ir fināli kompakta telpa un normāla telpa;

2. (R, τb)× (R, τb) nav normāla telpa un nav fināli kompakta telpa.

10.17. uzdevums. Pieņemsim, ka X un Y ir topoloǧiskas telpas un X ×Y ir to reizinājums.
Pierād̄ıt, ja Y ir Hausdorfa topoloǧisko telpa, tad attēlojuma f : X → Y grafiks

Γf = {(x, y) = (x, f(x)) / x ∈ X}

ir slēgta kopa telpā X × Y .
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10.2. Topoloǧisko telpu patvaļ̄ıgs reizinājums

Apskat̄ısim topoloǧisku telpu Xα = (Xα, τα), kur α ∈ I, patvaļ̄ıgu sistēmu. Š̄ı sistēma
{Xα = (Xα, τα)} var būt gan gal̄ıga, ja indeksu kopa I ir gal̄ıga, gan bezgal̄ıga, ja indeksu
kopa I ir bezgal̄ıga, t.i., sanumurējama vai nesanumurējama. Pieņemsim, ka X =

∏
α∈I

Xα

ir telpu Xα, α ∈ I, Dekarta reizinājums, t.i.,

X =
∏

α∈I

Xα = {f : I −→
⋃

α∈I

Xα / ∀α ∈ I : f(α) ∈ Xα}.

10.3. defin̄ıcija. Par topoloǧisku telpu Xα (α ∈ I) reizinājumu sauc kopu X =
∏
α∈I

Xα

ar reizinājuma topoloǧiju τ , kuras bāzi veido visi iespējamie vaļējo kopu Gα (α ∈ I)
reizinājumi G =

∏
α∈I

Gα, kur tikai gal̄ıgam skaitam indeksu α kopa Gα ∈ τα un Gα ⊂ Xα

(gal̄ıgam skaitam indeksu η vaļējās kopas var br̄ıvi izvēlēties), bet pārējiem indeksiem α
vaļējām kopām Gα jāsakr̄ıt ar kopu Xα, t.i, Gα = Xα. Topoloǧiju τ sauc par topoloǧiju
τα, α ∈ I, Tihonova reizinājumu vai Tihonova topoloǧiju un apz̄ımē

τ =
∏

α∈I

τα,

bet topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par topoloǧisko telpu sistēmas {(Xα, τα), α ∈ I} Tihonova
reizinājumu.

10.4. defin̄ıcija. Topoloǧisko telpu Xα = (Xα, τα), kur α ∈ I, reizinājuma

(X, τ) = (
∏

α∈I

Xα,
∏

α∈I

τα)

dabisko attēlojumu
Pα0 :

∏

α∈I

Xα −→ Xα0 , Pα0(x) = xα0 ,

kurš jebkuram punktam x ∈ ∏
α∈I

Xα definēts ar formulu sauc par projektoru (projekciju)

jeb projicēšanas attēlojumu par reizinātāju Xα0 , (šeit indekss α0 ∈ I).

10.2. teorēma. (Tihonova) Kompaktu topoloǧisku telpu reizinājums ir kompakta topoloǧiska
telpa.

10.5. defin̄ıcija. Par topoloǧisko telpu Xα (α ∈ I) reizinājuma X =
∏
α∈I

Xα kastes

topoloǧiju sauc topoloǧiju τ , kuras bāzi veido visu iespējamo kopu
∏
α∈I

{Gα / Gα ∈ τα}
sistēma, bet topoloǧisko telpu (X, τ) sauc par topoloǧisko telpu sistēmas {(Xα, τα), α ∈ I}
kastes reizinājumu.

Skaidrs, ja indeksu kopa I ir gal̄ıga, tad kastes topoloǧija un telpas kastes reizinājums
apmierina 10.1. defin̄ıciju un 10.3. defin̄ıciju.

10.18. uzdevums. Pierād̄ıt, ka

1. Tihonova topoloǧija τ ir vājākā no kopas X =
∏
α∈I

Xα topoloǧijām, kurām visi

projektori Pα = X −→ Xα, kur α ∈ I, ir nepārtraukti attēlojumi;
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2. katram indeksam α ∈ I projektors Pα = X −→ Xα ir telpas X vaļējs attēlojums
telpā Xα.

10.19. uzdevums. Pierād̄ıt, ka antidiskrētu topoloǧisku telpu reizinājums ir antidiskrēta
telpa.

10.20. uzdevums. Pierād̄ıt, ja katra telpa Xn, kur n ∈ N, apmierina otro sanumurējamı̄bas

aksiomu (pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu), tad šo telpu reizinājums X =
∞∏

n=1
Xn ar̄ı

apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu (pirmo sanumurējamı̄bas aksiomu). Vai ir spēkā
apgrieztais apgalvojums?

10.21. uzdevums. Pierād̄ıt, ka 10.20. uzdevuma apgalvojums nav spēkā, ja apskata patvaļ̄ıgu
telpu Xα (α ∈ I un indeksu kopa I ir nesanumurējama) reizinājumu X =

∏
α∈I

Xα. Proti,

Tihonova reizinājums X =
∏
α∈I

Xα apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu tad un tikai

tad, ja katram indeksam α ∈ I telpa Xα apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu un
visiem indeksiem α ∈ I, izņemot sanumurējamu indeksu apakškopu I ′, I ′ ⊂ I, telpa Xα ir
antidiskrēta.

10.22. uzdevums. Pierād̄ıt, ja visas topoloǧiskās telpas Xn, kur n ∈ N, ir separablas, tad

reizinājums X =
∞∏

n=1
Xn ar̄ı ir separabla telpa. Vai ir spēkā apgrieztais apgalvojums?

10.23. uzdevums. Pierād̄ıt, ja katram indeksam α ∈ I kopa Fα, Fα ⊂ Xα ir slēgta
topoloǧiskā telpā Xα, tad kopu reizinājums F =

∏
α∈I

Fα ir slēgta kopa topoloǧisko telpu

reizinājumā X =
∏
α∈I

Xα.

10.24. uzdevums. Pierād̄ıt, ja katram indeksam α ∈ I kopa Eα, Eα ⊂ Xα ir bl̄ıva topoloǧiskā
telpā Xα, tad kopu reizinājums E =

∏
α∈I

Eα ir bl̄ıva kopa topoloǧisko telpu reizinājumā

X =
∏
α∈I

Xα.

10.25. uzdevums. Pierād̄ıt, ja katram indeksam α ∈ I kopa Eα ir topoloǧiskas telpas Xα

apakškopa, tad topoloǧisko telpu reizinajumā X =
∏
α∈I

Xα ir spēkā sakar̄ıbas

∏

α∈I

Eα =
∏

α∈I

Eα

un
int(

∏

α∈I

Eα) ⊂
∏

α∈I

int(Eα).

Pierād̄ıt, ka vienād̄ıba
int(

∏

α∈I

Eα) =
∏

α∈I

int(Eα)

ir spēka tad un tikai tad, ja katram α ∈ I, izņemot tikai gal̄ıgu skaitu indeksu α, kopa
Eα = Xα.

10.26. uzdevums. Pierād̄ıt, ja katram indeksam α ∈ I topoloǧiska telpa Xα ir homeomorfa,
tad reizinājums X =

∏
α∈I

Xα ar̄ı ir homeomorfa topoloǧiska telpa.
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10.27. uzdevums. Pieņemsim, ka X, Y un Z ir topoloǧiskas telpas. Pierād̄ıt, ja attēlojums
f : X×Y → Z ir nepārtraukts, tad gan katram y0 ∈ Y attēlojums fy0 = f(x, y0) : X → Z
ir nepārtraukts, gan katram x0 ∈ X attēlojums fx0 = f(x0, y) : Y → Z ir nepārtraukts.

10.28. uzdevums. Pierād̄ıt, ka 10.27. uzdevuma apgrieztais apgalvojums nav spēkā: ja
katram punktam x ∈ X un katram punktam y ∈ Y attiec̄ıgi attēlojumi fx un fy ir
nepārtraukti, tad nevar apgalvot, ka attēlojums f : X × Y → Z ir nepārtraukts.

10.29. uzdevums. Pierād̄ıt, ka 10.15. uzdevuma apgalvojums ir spēkā, ja runa iet par
patvaļ̄ıgu reizinājumu, t.i., topoloǧisko telpu reizinājumu ar Tihonova topoloǧiju.

10.30. uzdevums. Pierād̄ıt, ja reizinājums X =
∏
α∈I

Xα ir T0, T1 vai T2 telpa, tad to

pašu atdalāmı̄bas aksiomu apmierina katrs no reizinātājiem Xα, kur indeksi α ∈ I; ja
reizinājums X ir normāla telpa, tad katrs no reizinātājiem Xα, kur α ∈ I, ar̄ı ir normāla
telpa.

10.31. uzdevums. Pieņemsim, ka {Xα = (Xα, τα)} ir topoloǧisku telpu sistēma, kur katram
indeksam α ∈ I τα ir ko-gal̄ıgā topoloǧija, bet X = (

∏
α∈I

Xα, τ) ir telpu Xα, kur α ∈ I,

reizinājums ar reizinājuma topoloǧiju τ . Pierād̄ıt, ja indeksu kopa I ir

1. gal̄ıga kopa, tad τ ar̄ı ir ko-gal̄ıgā topoloǧija,

2. bezgal̄ıga kopa un katram indeksam α ∈ I kopa Xα satur vairāk nekā vienu elementu,
tad τ nav ko-gal̄ıgā topoloǧija.

10.32. uzdevums. Pieņemsim, ka Xα = (Xα, τα) katram indeksam α ∈ I ir separabla telpa,
bet X =

∏
α∈I

Xα ir topoloǧisku telpu patvaļ̄ıgs reizinājums. Pierād̄ıt, ka telpas X visu

savstarpēji nešķeļošu vaļēju kopu sistēma ir ne vairāk kā sanumurējama.

10.33. uzdevums. Pierād̄ıt, ka kastes topoloǧija kopā X =
∏
α∈I

Xα ir stiprāka par Tihonova

topoloǧiju.

10.34. uzdevums. Pierād̄ıt, ka katram indeksam α ∈ I projektors pα : X −→ Xα ir
nepārtraukts un vaļējs attēlojums, ja X =

∏
α∈I

Xα ir telpu Xα kastes reizinājums.

Noskaidrot, vai kastes topoloǧija ir stiprākā no kopas X =
∏
α∈I

Xα topoloǧijām, kurām

visi projektori pα, α ∈ I, ir vaļēji attēlojumi.

10.35. uzdevums. Pieņemsim, ka indeksu kopa I ir bezgal̄ıga, {Xα, α ∈ I} ir topoloǧisku
telpu sistēma, pie tam katra topoloǧiska telpa Xα (α ∈ I) nav antidiskrēta.

1. Pierād̄ıt, ka ir ekvivalenti šādi apgalvojumi:

(a) katram indeksam α ∈ I telpa Xα ir diskrēta telpa;
(b) telpa X =

∏
α∈I

Xα ar kastes topoloǧiju ir diskrēta topoloǧiska telpa;

(c) telpa X =
∏
α∈I

Xα ar kastes topoloǧiju neapmierina pirmo sanumurējamı̄bas

aksiomu;

2. Pierād̄ıt,ja katram indeksam α ∈ I telpā Xα eksistē vismaz divas vaļējas kopas, kuru
šķēlums ir tukša kopa, tad telpa X =

∏
α∈I

Xα ar kastes topoloǧiju nav separabla.

3. Pierād̄ıt, ka telpa X =
∏
α∈I

Xα ar kastes topoloǧiju apmierina otro sanumurējamı̄bas

aksiomu.
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10.36. uzdevums. Pieņemsim, ka indeksu kopa I = N, kopa Xn = R, katram indeksam

n ∈ N ir reālo skaitļu kopa ar parasto topoloǧiju un kopa X =
∞∏

n=1
Xn =

∞∏
n=1

R = Rℵ0 .

Pierād̄ıt, ka

1. telpa X ar Tihonova topoloǧiju apmierina otro sanumurējamı̄bas aksiomu un tāpēc
ir separabla telpa;

2. telpa X ar kastes topoloǧiju neapmierina ne pirmo, ne otro sanumurējamı̄bas aksiomu
un nav separabla telpa.
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