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Prieksvards

Piedavatais macibu lidzeklis dod prieksstatu par fazes plaknes metodi. ST
metode ir viena no parasto diferencialvienadojumu petisanas kvalitativajam
metodem. Ta ir pielietojama divu dimensiju autonomu sistemu petisanai
un pamatojas uz sistemu kritisko (nekustigo) punktu rakstura analizes. Li-
nearam sistéemam 81 analize ir algebriska. Tapec sakuma tiek sniegta ne-
pieciesama informacija par matricam, matricu ipasvertibam, matricu lidzibu.
Apskatiti jautajumi par Eiklida telpas R? lineariem parveidojumiem. De-
talizeti apskatits jautajums par linearu sistemu reducesanu uz kanoniskam
formam. Samera liels vingrinajumu skaits palidz apgut materialu. Apskatitas
nelinearas sistémas, kuram var but vairaki kritiskie (nekustigie) punkti. Tiek
aprakstita nelinearo sistemu linearizacija kritiska (nekustiga) punkta apkar-
tne. Skarts jautajums par kvadratiskiem un kubiskiem oscilatoriem. Dota
attiecigo sistemu atrisinajumu uzvedibas mehaniska interpretacija un, uz ta
pamata, konstrueti fazes portreti.

Macibu Iidzeklis ir paredzets matematikas un datorikas specialitates stu-
dentiem. To var pozicionet ka pirmo soli skaistaja matematisko telu pasaule,
kas slepjas aiz formalam sakaribam, kas tiek aprakstitas ar parastiem dife-
rencialvienadojumiem.

Macibu lidzeklis ir uzrakstits Daugavpils Universitates Matematikas ka-
tedra. Pateicamies kolegiem, kas iedvesmoja un palidzeja to istenot, it 1pasi
Armandam Gricanam, kas parskatija manuskriptu un ieverojami uzlaboja ta
noformejumu.

Macibu Iidzeklt tika izmantota ESF projekta

“Informativa un tehniska aprikojuma modernizacija matematikas un tas pielietojumu
studijam Daugavpils Universitate”
(Nr. 2006/0245/VPD1/ESF/PIAA/06/APK/3.2.3.2./0053/0065)

ietvaros iegadata literatura [3], [4], [6] un [7].



Ievads

Pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistemas

{ﬁzﬁmw% (0.1)

1',2 = f2(331,332)a

atrisinajumu uzvedibas analize liela loma ir fazes plaknu apskatei, t.i., liknu,
kas atbilst atrisinajumu trajektorijam, uzvedibai plakne (xq, z3).

0.1. definicija. Par sistemas (0.1) stacionaro punktu sauc tadu punktu
(21,22), ka fi(21,22) =0, fa(21,22) = 0.

Fazes plaknu analize sakas ar linearu homogenu vienadojumu sistemas

(0.2)

Ty = a1 + ats,
.%‘/2 = 211 + a92T9
stacionaro punktu klasifikaciju. Sistemu (0.2) var parrakstit matricu forma

X' = AX, (0.3)

A— ai; a2 X = T '
Qo1 (22 L2
Ja izpildas nosacijums det A # 0, tad vienigais sistemas ((.2)) stacionarais

punkts ir (0, 0).
St jautajuma izklasta pamatojamies uz gramatas [2, 2. nodala] materialu.



1. Linearo autonomo diferencialo sistemu sta-
cionaro punktu klasifikacija

Apskatisim sistemu (0.2), pienemot, ka det A # 0. Tad Sis sistémas vienigais
stacionars punkts ir punkts (0, 0).

1.1. NepiecieSamas zinasanas par matricu teoriju

Apskatisim kvadratisku matricu A ar kartu n.
Par matricas A inverso matricu sauc tadu matricu A=, ka AA™! = E,
kur

1 0 ... 0
0 1 0
E=| .............
0 1 0
0 0 1

ir vienibas matrica.
Ja matricai A eksisté inversa matrica, tad matricu A sauc par nesingularu.
Ja det A # 0, tad matrica A ir nesingulara (un otradi).

1.1. vingrinajums. Atrast matricu M}, ja M = ( 1 _i ) .

Katra nesingulara matrica A uzdod telpas R" linearu parveidojumu.
Par matricas A rakstursaknem sauc vienadojuma

aip — A ai12 e QA1n
asy agy — A N QAon,
det | oo =0
anfl,l anfl,nfl - A anfl,n
an1 Qp n—1 Qppn — A

saknes.

ST vienadojuma kreisa puse ir polinoms no A, kuru sauc par matricas A
raksturigo polinomu.

Matricas A un J sauc par lidzigam, ja eksisté tada nesingulara matrica
M, ka J = M~'AM. Lidzibas 1pasiba ir savstarpeja (ja J ir lidziga A, tad A
ir lidziga J). Lidzibas 1paSiba sadala kvadratisko matricu kopu klases.

Lidzigam matricam ir vienadi raksturigie polinomi un tatad tam ir vienas
un tas pasas rakstursaknes [8, §33].

Ka zinams, kvadratiska matrica uzdod linearo parveidojumu telpa R™.
Visas lidzigas matricas uzdod vienu un to pasu parveidojumu, tacu dazadas
bazes.

Pienemsim, ka kada baze nedegenereta matrica A uzdod telpas linearu
parveidojumu. Ja eksisté tads nenulles vektors © = (uq,...,u,), ka Au =



Au, tad saka, ka u ir ipasvektors, bet atbilstoso realo skaitli A sauc par
lineara parveidojuma pasvéertibu. Ekvivalenti, 1pasvektori un 1pasvertibas
tiek definetas ar atbilstibu

(A— \E)a = 0. (1.1)

Atbilstiba (1.1) ir lineara homogena vienadojumu sistéma attieciba pret uy, . . .

up,. Sai sistémai eksisté netriviali (nav vienadi ar nulli) atrisinajumi tad un
tikai tad, ja det(A — AF) = 0. Vienadibas kreisa puse ir matricas A rak-
sturigais polinoms. Tadeél matricas A realas rakstursaknes sakrit ar lineara
parveidojuma, kas uzdots ar matricas A palidzibu, Tpasvertibam.

Ja tiek dotas vienada izmera kvadratiskas matricas A un J un ir jano-
skaidro, vai tas ir lidzigas, tad ir jaatrod tada nesingulara matrica M, ka

J=M"'TAM vai MJ=AM. (1.2)

1.1. piemers. Noskaidrot, vai matricas J = ( (?; Z1’> ) un A = ( _(2) _; )

ir lidzigas.

Atrisinajums. Meklesim tadu nesingularu matricu M = | 11 712
Mo1  MM22
ka MJ = AM. Sareizinot M ar J un A ar M, iegusim sistemu
3myy = —2my;,
mip + 3mis = —2myqo,
3may = —2my;,
Mot + 3may = —2my.

0

00 ) un tatad matricas

S1s sistemas vienigais atrisinajums ir M = (
J un A nav Iidzigas.

Cits atrisinajums. Atradisim matricu J un A Tpasvertibas un par-
liecinasimies, ka tas nesakrit. TieSam, vienadojumiem (3 — \)? = 0 un
(=2 — A\)? = 0 ir dazadas saknes.

1.2. piemers. Noskaidrot, vai matricas A = < é ; ) un B = ( (1) (2) ) ir

lidzigas.
mir Mig

Atrisinajums. Meklesim tadu nesingularu matricu M =
Moy M2

ka AM = M B. Sareizinot divas matricas, iegusim:
AM — ( may + 2mar mag + 2mag ) . MB-— ( mip 2mag ) '

2ma 2may Mo 2Mao

Pielidzinot vienadus elementus, iegtistam sistemu

my + 2mgr = myy,
miz + 2moy = 2mys,
2ma = Mo,
2m22 = 277122.



Pedeja rinda ir identitate. No pargjam trim iegtstam, ka mo; = 0,
2mas = My, my - jebkurs skaitlis, kas nav vienads ar nulli (ja my; =

0, tad matrica M ir degeneréta). Pieméram, mi; = 1, mgy = 1
un mis = 2. Viegli parbaudit, ka matricai M = (1) ? ) izpildas

vienadiba AM = M B un tapéc matricas A un B ir Iidzigas.

1.2. Mainigo linears parveidojums
Ja X = (z1,22), Y = (y1,2) un
X = MY,

kur M ir nesingulara 2 x 2 matrica, tad saka, ka ir dots plaknes linears
parveidojums. Lai iegtitu vienkarsaku sistéemu, izmanto mainigo parveidojumu
diferencialvienadojumos.

1.3. piemers. Pierakstit sistemu
Ty = T,
(4 2= .
ar mainigo (y1,y2) palidzibu, izmantojot plaknes linearo parveidojumu

. 1 1
ar matricu M = ( 1 1 )

0

Atrisinajums. A = ( 10

) ir sistemas (1.3) koeficientu matrica.

[egusim:
AX = AMY) = AMY = MY' = AMY =Y' = M *AMY.

1 0

Nemot vera, ka M 1AM = 0 —1

> (sk. 1.1)vingrinajumu), sistema
(1.3) tiek parveidota forma

/ —
{42 (1.4

Yo = —Ya.

1.2. vingrinajums. Pierakstit sistemu

{x’l = 3x1 — X9,

rh = 1+

(1.5)

1
mainigo (y1, yo) forma, pielietojot plaknes X = MY linearo parveidojumu

alrIrlatlricu]M:(1 1).

vektoru forma X' = AX, kur X = col (z;,29), A = < 3 _1 > , vai
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1.1. piezime. Apzimejumu X = col (z;, z») izmanto tad, kad X = ( il )
2

neerti pierakstit stabina veida.

1.4. piemers. Dots plaknes X = MY linears parveidojums ar parveidojuma

) 1
matricu M = ( 1 1

()=o) ()

Ka izskatisies jaunas koordinatu asis (y1,y2) vecajas (1, xa)?

) . Izversta forma

Atrisinajums.Pienemsim, ka jaunajas koordinatas (y;,y2) y1 ass ir
vertikala, bet y, ass ir horizontala. Pienemsim, ka ¢, = (1,0) un
éy = (0, 1) ir atbilstosie vienibas vektori plakné (i, y2). Plakneé (z1, x5)
vektoriem €; = (1,0) un é; = (0, 1) atbilst vektori

un
1 1 0 1
yl x1
3 2 y
25
2 u2=M e2 ul=M el
15
X2
el
A
05
e2
- y2
05 1 15 2 25 3
1.1. zim. 1.2. zim.

1.3. Lidzibas parveidojumi

Par matricas A lidzibas parveidojumu sauc parveidojumu M ~*AM, kurs
dod matricu J lidzigu matricai A.

N - I . 2 1
1.3. vingrinajums. Atrast lidzibas parveidojumu, kas matricu A = 9 4 )

parveido matrica J = ( i’ _zl)) ) .



1.4. Kanoniskas formas

Apskatisim sadas matricas:

A0 Ao 0 Ao 1 a —f
@y n) oy ) oy ) @)
kur visi elementi ir realie skaitli un Ay > A9, 5 > 0.

1.1. teorema. [2.2.1 apgalvojums no [2]] Pienemsim, ka A ir 2 x 2 matrica
ar realiem elementiem, bet A\; un Ao ir raksturvienadojuma

det(A—AE)=0
saknes. Tad:

1) ja raksturvienadojuma diskriminants D ir pozitivs, tad eksiste di-
vas rakstursaknes A\ > Ay un tada nesingulara matrica M, ka

A0
— Af-1 _ 1 .
J=M AM—(O )\2),

2) ja diskriminants D ir vienads ar nulli, tad Ay = Ay = Ao un eksiste
tada nesingulara matrica M, ka J = M~YAM = ( /BO )(\) ) vai
0
Ao 1
_ Af-1 _ 0 .
J=M AM—( 0 )\0),

3) ja diskriminants D ir negativs, tad \y = a+i8, o = a—if (B >
0) un eksiste tada nesingulara matrica M, ka J = M'AM =

(5.

Tada veida no jebkuras nesingularas matricas A ar nesingularu par-
veidojumu M~YAM wvar iegut vienu no augstak minetajiem tipiem (a),

(b), (¢), (d).

Qg1 G22
vajag atrast tas ipasvertibas A; un Ag, tadel nepieciesams sastadit rakstur-

vienadojumu
dot L TA a2 ) g
a1 Az — A

A —tr AN +det A = 0, (1.6)

Lai noteiktu, kada kansoniska forma tiek parveidota matrica A = ( @i e ) ,

val

kur tr A = ay; + agy (no varda trace - peda), det A = aj1a20 — aq12a91.
Pieradijums. Apskatisim 1. gadijumu. Pienemsim, ka raksturvienado-
juma det(A — AE) = 0 diskriminants

D = (tl" A)2 —4det A = (CLH - CL22)2 + 4@12@21 (17)
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ir pozitivs. Tad raksturvienadojuma saknes ir

tr A ++/D trA—+/D
= > \yg= ———,

M 2 2

(1.8)
Pienemsim, ka @ = (uy,us) un o = (v, vy) ir Ipasvektori, kuri atbilst rak-
sturigam saknem (Ipasvertibam) A; un Ag:

A= \a, A= M0

val

(an a12><u1>_<)\1u1) (an a12><v1)_</\2v1)
a1 a2 uy )\ Mug ) Q21 Q22 vy )\ Awp )
(1.9)
uy v
U2 V3
gadijuma det M = 0, bet tas nozime, ka matricas stabini vai, kas ir tas pats,
vektori  un v ir lineari atkarigi. Paradisim, ka tas ta nav. Ja @ un o ir
lineari atkarigi, tad var atrast tadu skaitli p # 0, ka v = pu. Tad Av = pAu
un Av = Mo = pAsAu. No Sejienes Au = Ayu. No citas puses Au = \u.
Atnemot no iepriekspedejas vienadibas pedejo vienadibu, iegtistam

Sastadisim matricu M = ) . Si matrica ir nesingulara, jo pretéja

Alu—u) =A0 =0 = (A — A1),

kur © = col (0, 0). leguta pretruna pierada, ka vektori u, v ir lineari neatkarigi
un matricai M eksisté inversa matrica.

Paradisim, ka MJ = AM, kur J = A0

0 X

A ar nesingularu parveidojumu var novest forma .J.

Tad \ \
o ur v A 00 U1 AgUp
MJ = < U2 Vo ) ( 0 )\2 ) N ( )\1’&2 )\2’1}2 ) '

No otras puses

AM = < ail a2 ) ( ur U1 ) = (izmantojot (1.9)) = ( AUy Ay ) .

Q21 A22 Uz V2 AU AgUg

) . Tas nozime, ka matricu

1. gadijums ir pieradits.
Apskatisim 2. gadijumu. Raksturvienadojuma diskriminants

D = (tr A)2 —4det A = (an — (l22)2 + 4@12@21 (110)

ir vienads ar nulli un vienadojumam ir viena divkarsa sakne, kuru apzimesim
ar )\0.

Ao

0 X
jebkurai nesingularai matricai M izpildas MJ = AM, kur J = A.

Apskatisim divas iespejas. Ja A = ( ir diagonales matrica, tad



Pienemsim, ka A nav diagonales matrica. Tad jebkura matrica M; =
Uz Ma2
un meoy tiek izveleti ta, ka M, ir nesingulara matrica, kurai piemit 1pasiba:

Ao € , kur C ir kada konstante.
0 Ao

Uy MmMmi2 _ . . . .
( , kur @ = (uy,us) ir matricas A 1pasvektors, bet elementi mo

matricu reizinajums M; 'AM; = (

Pieradijums atrodams [2, § 2.2]. Tad matricai M = M, ( é 00—1 ) piemit
Ao 1
0 Ao

Apskatisim 3. gadijumu. Raksturvienadojuma diskriminants

Ipasiba: M 1AM = ( ) . Tadejadi matrica M ir meklejama.
D = (tr A)2 —4det A = (an — 022)2 + 4(112(121 (111)

ir negativs un raksturvienadojumam ir divas kompleksi saistitas saknes \; =
a+ fBiun Ay = a — Fi, kur

1 1
o= §(a11 +awn), (= 5\/—4%2&21 — (@11 — ag2)?. (1.12)

[everosim, ka no nosacijuma D < 0 seko 4ajza9; < 0. Tad abi skaitli a2 un
agy ir atskirigi no nulles.
Spriezot ka [2, § 2.2] var secinat, ka matrica M = ( Glz— @ _06 ) ir
21
«

meklejama, t.i., ta apmierina sakartbu AM = M < 3

aﬂ ) . To var pieradit
art ar tiesiem skaitlojumiem.
Tiesam, matricas AM pirmais elements ir

1

a1 (a1 —a)+apa = an (a11—§(a11+a22))+a12a21 = 56111(@11—@22)—1‘@12@21-

(67

No otras puses, matricas MJ, J = ( 3

aﬁ ) , pirmais elements ir

1 1
(a1; — o)a — 52 =ajpa—a’ — ﬁQ = ap1=(ann + axn) — —(an + 6122)2‘1‘

2 4
1
+ 1 [46112@21 + (a1, — a22)2} = §a11(a11 — 92) + a12G2;.
Analogiski var parbaudit matricu AM un M J parejo triju elementu vie-
nadibu. Matrica M ir nesingulara, jo det M = —a 8 un abi reizinataji nav

vienadi ar nulli.

Matrica M nosaka plaknes (x1,x2) linearo parveidojumu sevi (jaunas
koordinatas ir (y1,y2)). Atbilstosi lineara diferenciala sistema ((.2)) vai ma-
tricas forma ((.3)) parveidojas taja pasa sistéma ar jaunam koordinatam

{ Y1 = buiya + b12ye, (1.13)

Yo = bary1 + by

10



val matricu forma

Y' = JY, (1.14)
kuar X = MY, X' = AX = MY' = MJY = MJM~'X un, tatad A =
MJMYun J=M"1AM.

1.5. piemers. Pierakstisim sistemu

/ —
{xl = T + 219, (1.15)

xh r1+ X
kanoniska forma.
1 2
11
mam A\ — 2\ — 1 = 0 ir divas dazadas realas saknes:

)\1:1+\/§>/\2:1—\/§.
Tatad tas ir (a) gadijums, kanoniska matrica
S (M 0N _[(1+v2 0
L0 A ) 0 1-V2

un sistema (1.15) parveidojas sada veida

{ yi = (1+V2)y,
Yo = (1= V2)y,.

Parveidojuma X = MY matrica M var but atrasta tiesi no sakaribas

Atrisinajums. Sistemas matrica A = < ) . Raksturvienadoju-

(1.16)

MJ = AM.

Meginasim konstruet matricu M, sekojot teoremas pieradijumam. Mat-

rica M = ( zl Zl ) , kur @ = (uq,uz) un o = (vy,v9) ir Tpasvektori,
2 U2

kas atbilst rakstursaknem (ipasvertibam) A; un \o. Ipasvektoru @ =
(u1,us), kas atbilst A\; = 1+ V/2, var atrast no sakaribas

Au = \u

(o) ()= (avam)

Kaut gan atrasanas sistema (uq, us) ir lineara un homogena, tas deter-
minants ir vienads ar nulli un, tatad eksisté netriviali atrisinajumi,

piemeéram, u; = 1, us = ‘/75 No sakaribas Av = M0 tiek atrasts
v = (v1,vy). Atrisinajums, pieméram, ir v; = 1, vy = —‘/75. Matrica

1 1
M = ( V3 V3 ) ir nesingulara matrica.
2 L

Tiesa parbaude rada, ka
1+v2 1-+v2
MJ =AM = )
( 1+ 1-¢ >

T2

11



1.4.1. Pirma kanoniska forma

Apskatisim kanonisko sistemu (1.14), kur J = ( )(\)1 )(\) ) , A1 un A ir
2
tadi realie skaitli, ka A\; > .
1. gadijums. A\; > Ay > 0.
Sistema (1.14) izskatas sadi
Y1 = Ay,
1.17
{ yé = Aalo. ( )

Tas atrisinajumi tiek uzdoti ar formulam vy, = CieMt, yo = Che?t, kur O
un Cy ir patvaligas konstantes. Izteiksim y; caur ys:

A
C,C52 M C M M
A1t 1V ot 1 Aot 5 X
y1 = Cre™' = —5—e™ e = —(Coe™') %2 = Oy,
A2 A2
Cy s

kur C ir jauna patvaliga konstante. Liknes y; = Cy3, ja A > 1, C € R,
izskatas ka “parabolu” saime, kas pieskaras asij ys.

Vektorfunkcija y; = 0, yo = Che?! ari ir atrisinajums. Tai atbilst laba
pusass 1o, ja Cs > 0 un kreisa pusass 1y, ja Cy < 0. Analogiski vektor-
funkcijam y; = CieM?t, y, = 0, kas ir atrisinajums, atbilst augseja pusass ¥,
ja C1 > 0, un apakseja pusass yi, ja C; < 0.

At Aot

1.2. piezime. Nemot vera, ka gadijuma A; > Ay > 0 funkcijas e™* un e
aug, ja aug t, punkta (y1 (1), yg(t)) kustiba notiek no stacionara punkta
(0,0). ST iemesla dé] saka, ka stacionars punkts §aja gadijuma ir nesta-
bils.

Tad stacionara punkta (0,0) tips ir nestabils mezgls.
2. gadijums 0 > A\ > .

Sini gadijuma, izsakot y; caur y,, iegistam
A1

y = Cys?,

kur 0 < 42 < 1. Liknes veida y; = Oy, ja 0 < A < 1, C € R izskatas ka
Iiknu saime, kas pieskaras asij v .

1.3. piezime. Ja 0 > )\ > )y, tad funkcijas e*! un e*! dilst, ja aug
t, punkta (y1(f),y=(t)) kustiba notiek virziena uz stacionaro punktu

(0,0), ja t aug. Tad saka, ka stacionars punkts ir stabils.
Stni gadijuma stacionars punkts (0,0) ir stabils mezgls.

12
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1.3. ztim. Nestabils mezgls, ja f\‘—; > 1. 1.4. zim. Stabils mezgls, ja
0< <L

3. gadijums. \; > 0 > \o.

Sistemas (1.17) atrisinajumi tiek uzdoti ar formulam y; = CieMt, yp =
Coe?t kur C) un C, ir patvaligas konstantes.
Pienemsim, ka C'; > 0 un C5 > 0. Ieverosim, ka

A1 A1 A A1
X Xy Mot(—5E ) -
iy, 2 = CreMC, e %) = CiCy 2eMt Mt = O

M
kur C' ir jauna patvaliga konstante. Liknes veida 3y, > = C, ja & < 0,

C > 0, izskatas ka “hiperbolu” saime. »
Gadijumi C; > 0,05 < 0, C; < 0,Cy > 0un € < 0,C5y < 0 tiek apskatiti
analogiski.
Stacionara punkta apkartne trajektoriju uzvediba fazes plakne ir paradita
Zlmejuma.

1.5. zim. Stacionara punkta tips “sedlu punkts”.

SinT gadijuma stacionara punkta (0,0) tips ir sedlu punkts. Viena virziena
Sis punkts ir stabils, bet cita ne.

1.4.2. Otra kanoniska forma

Apskatisim kanonisku sistemu (1.14), kur J = < /BO )(\) > , Ao > 0.
0

Sistemas atrisinajumi

yll = Ao¥1,
1.18
{ Yy = Aoy2 ( )

13



tiek uzdoti ar formulam gy, = C1e*, yo = Cye™t, kur C un C, ir patvaligas
konstantes. Ja C; = Cy = 0, tad sistemas atbilstosais atrisinajums ir y; =
0, yo = 0. Tam atbilst fazes plaknes punkts (0,0).
Atrisinajumam ar Cy = 0, y; = C; atbilst pusasis {yo = 0, y; > 0} un
{yQ = 07 Y < O}
Ja Cy # 0, tad
yl(t) . Clert . Cl
yg(t) N CQ@Aot a CQ,

no kurienes seko, ka y,(t) = Cys(t).
Atbilstosas fazes trajektorijas ir paraditas zimejuma.

1.6. zim. Stacionara punkta tips “zvaigznes (dikritisks) mezgls”.

SinT gadijuma stacionara punkta (0,0) tips ir speciala veida mezgls, t.i.,
zvaigznes (dikritisks) mezgls jeb dikritisks mezgls. Stacionars punkts (0, 0)
ir stabils, ja A\g < 0 (visi atrisinajumi y; = C1eM?!, yp = Che™! “tuvojas”
punktam (0,0) ja t — +00). Stacionars punkts (0,0) ir nestabils, ja Ay > 0
(visi atrisinajumi y; = CreMt, yp = Che?! “attalinas” no punkta (0,0) ja
t — 400).

1.4.3. TresSa kanoniska forma

Apskatisim kanonisku sistemu (1.14), kur J = < /})0 ; > , Ao > 0.
0

Sistema (1.14) var but pierakstita art sadi

Yy = Aot + Y,
1.19
{ Yo = Aoy ( )

Atrisinajumi tiek uzdoti ar formulam y, = Coet) y; = (C) + tCs)erot kur
C7 un Cy ir patvaligas konstantes. Otrais vienadojums tiek risinats tiesi, bet
pirmais var bit atrisinats ka pirmas kartas linears nehomogens vienadojums,
ja 1o = Che!, ar mainigo variaciju metodes palidzibu.

Atbilstosas fazes trajektorijas paraditas ziméjumos.
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yl

y2

1.7. zim. Nestabila stacionara punkta tips “degenerets mezgls”, \g = 1.

y2

1.8. ztim. Stabila stacionara punkta tips “degeneréts mezgls”, A\g = —1.

SinT gadijuma stacionara punkta (0,0) tips ir speciala veida mezgls, t.i.,
degenerets mezgls. Stacionars punkts (0,0) ir stabils, ja A\g < 0 (visi atrisi-
najumi y; (t), y2(t) “tuvojas” punktam (0,0) ja t — +00). Stacionars punkts
(0, 0) ir nestabils, ja Ag > 0 (visi atrisinajumi y; (), y2(t) “attalinas” no (0, 0)

jat — +00).

1.4.4. Ceturta kanoniska forma

Apskatisim kanonisku sistemu (1.14), kur J = <
Sistema tiek pierakstita sadi

yll = ay1 — PBya,
Yy = Py +ays, [>0.

Ievedisim polaras koordinatas pec formulam

Y1 =pcosyp, Y2 =psing.
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1.9. zim.

Pierakstisim sistemu (1.20) polaras koordinatas.
Diferencejot sakaribas (1.21)), iegustam

Y . /e
Yy =plcosp —pylsing, (122)
ys = p'sinp+ py' cosp.

levietojot (1.20) y1, Yo, ¥y, Y5, izteiksmes ar polaro koordinatu palidzibu,
ieguistam
{ plcosp —pY'sing = apcosp — Bpsinp, (1.23)
p'sinp + pp' cosp = Bpcosp + apsinp. '

Reizinot pirmo rindu ar cos ¢, bet otru ar sin ¢ un saskaitot, iegtistam
P = ap. (1.24)

Talak, reizinot pirmo rindu ar sin ¢, bet otru ar cos ¢ un saskaitot, iegtistam

pe' = Bp
vai, dalot ar p > 0,
o =4 (1.25)
Tada veida sistema (1.20) polaras koordinatas izskatas sadi
/
= X s
{ Z) , ﬁ_p (1.26)
Visparigais atrisinajums ir
P = Cleo‘t, Y = ﬂt + CQ. (127)

Zemak ievietoti zimejumi, kas rada fazes trajektoriju uzvedibu ar dazadam
« un (§ vertibam. Ar bultam tiek noradits punkta virziens pa fazes tra-
jektorijam, ja t aug. Fazes trajektorijam ir spirales veids, kuras uztinas uz
stacionara punkta (0,0) ja t — doo. Tadus stacionarus punktus sauc par
“fokusiem”. Fokuss eksiste, ja a # 0 (tad p(t) aug vai dilst, ja ¢t aug atkariba
no « zimes). Ja p(t) — 4oo, tad fokuss ir nestabils (fazes trajektorijas
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punkts censas attalinaties no stacionara punkta, ja ¢ aug). Turpretim ja
p(t) — 0, tad fokuss stabils (fazes trajektorijas punkts censas tuvoties sta-
cionaram punktam ja t aug). Tada veida attalinasanas (vai tuvinasanas)
no stacionara punkta atrums ir atkarigs no « vertibas, bet rotacijas atrums
(parvietosanas atrums pa fazes trajektoriju) ir atkarigs no 3 vertibas.

1.10. zim. Nestabils fokuss ja C7 =1, 1.11. zim. Stabils fokuss ja Cy = 0.1,
02:0,a:1,/8:10 0220’()[:—1’/8:10

Ja a =0, tad p(t) = const un fazes trajektorijas ir koncentriski rigki ap
stacionaru punktu. Stacionaru punktu $ini gadijuma sauc par “centru”.

yl

1.12. ztim. Stacionara punkta tips “centrs”.

1.4. vingrinajums. Vai sekojosa sistema ir kanoniska? Kapec? Noteikt
stacionara punkta tipu.

/ —
{ T =20, (1.28)

A
Ty = T2,

17



1.5. vingrinajums. Vai sekojosa sistema ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.
T
.171 —_— _.I17
xh = —2xs.

1.6. vingrinajums. Vai sekojosa sistema ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.
/ —
Ty =T,
!, —I.

1.7. vingrinajums. Vai sekojosSa sistema ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.
o
xry =T,
Th = .

1.8. vingrinajums. Vai sekojosa sistema ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.
/ —
33'1 — _xl,
!, —I.

1.9. vingrinajums. Vai sekojosSa sistema ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.

/
Ty =1+ To,
Th = .

1.10. vingrinajums. Vai sekojoSa sistéma ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.

Ty = —x1 + T,
xh = —xo.

1.11. vingrinajums. Vai sekojosa sistéma ir kanoniska?

stacionara punkta tipu.
o
Ty = —I1 — T,
xTh =1 — T

1.12. vingrinajums. Vai sekojoSa sistéma ir kanoniska?
stacionara punkta tipu.
/ —
:Cl — _CEQ,
xh = uxy.
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Noteikt

(1.29)

Noteikt

(1.30)

Noteikt

(1.31)

Noteikt

(1.32)

Noteikt

(1.33)

Noteikt

(1.34)

Noteikt

(1.35)
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1.13. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

/
T, = 3x1,
xh = 2w,

1.14. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

i

T

1.15. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

—2.1'1,
—4372.

1.16. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

/ —
r, =4z,
xhy = 4w,

1.17. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

)

)

1.18. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

_Qxlv
—QI‘Q.

¥y = —2x1 + 29,
@ —2x5.

1.19. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

) = 2x; — 3o,
xh = 3x1 + 2w,.

1.20. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta
plakni §1 punkta apkartne sistemai

!
L
!

Lo
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= —4.1'2,
= Z7.

tipu

tipu

tipu

tipu

tipu

tipu

tipu

tipu

un

un

un

un

un

un

un

un

konstruet fazes

(1.37)

konstruet fazes

(1.38)

konstruet fazes

(1.39)

konstruet fazes

(1.40)

konstruet fazes

(1.41)

konstruet fazes

(1.42)

konstruet fazes

(1.43)

konstruet fazes

(1.44)



1.21. vingrinajums. Noteikt stacionara punkta tipu un konstruet fazes
plakni §1 punkta apkartne sistemai

/ — —
{ Ty = T2, (145)

/
Ty = X1+ Ta.

1.6. piemers. Pierakstit sistemu

Ty = 3w — T,
/
Ty = T1+ T2

kanoniska forma.

3 —1
1 1
dojumam A? — 4\ +4 = 0 ir viena divkarsa sakne \g = 2. Tadejadi
izpildas (b) vai (¢) gadijums. Nemot véra, ka matrica A nav diagonales
matrica, tad ir (¢) gadijums. Kanoniska matrica ir

(5 0)-(31)

un sistemu var pierakstit kanoniska forma

Atrisinajums. Sistemas matrica ir A = < ) . Raksturviena-

Yy = 2y1 + Yo,
yé = 2.

miy; Ma2

Parveidojuma X = MY matricu M = (
Ma1 M2

mantojot atbilstibas M J = AM.

) var atrast, iz-

Sareizinot matricas, iegtistam

MJ = 2myr map + 2mao CAM = 3mqp — Mo 3Miz — Mo '
2mor Mma1 + 2ma M1+ Mo Mig + Mog

Pielidzinot matricu vienadus elementus, iegtistam sistemu

2mq = 3mq; — Moy,
mi1 + 2mya = 3mya — Mo,
2ma = mq1 + Mo,
Ma1 + 2maa = Mz + Maa.

Sai linearai homogenai sistemai ir netriviali atrisinajumi, pieméram,

11
v=(14)-
Fazes liknu uzvedibu koordinates (zp,xs) un kanoniskas koordinatés

(y1,y2) var redzet zimejumos.
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1.13. zim. Fazes Iiknes 1.14. zim. Fazes Iiknes

koordinates (x1,z2). koordinates (y1,y2).

1.22. vingrinajums. Doto sistemu uzrakstit kanoniska forma.

x| = 2x — 9,
{ xh = —2x1 + 4xo. (1.46)

1.23. vingrinajums. Doto sistéemu uzrakstit kanoniska forma un noteikt
stacionara punkta tipu

[ _
{ Ty =T T2, (147>

xh = bry — 3.

1.24. vingrinajums. Doto sistemu uzrakstit kanoniska forma un noteikt
stacionara punkta tipu

A
{ = 3, (1.48)

xh = —2x1] — Xo.

1.25. vingrinajums. Doto sistému uzrakstit kanoniska forma un noteikt
stacionara punkta tipu

(1.49)

xh = —0.2x; — 0.2x5.

{ ) = —0.1x; — 0.3,

1.26. vingrinajums. Doto sistému uzrakstit kanoniska forma un noteikt
stacionara punkta tipu

(1.50)

x) = 2x1 — 8o,
xh = x1 + 219,

1.27. vingrinajums. Dotas sistemas uzrakstit kanoniska forma un noteikt
stacionaro punktu tipu

Ty = 2wy + 229,
xh = 2,
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1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

vingrinajums. Dotas sistemas uzrakstit kanoniska forma un
stacionaro punktu tipu
{ T) = 1,
rh = 1,

vingrinajums. Dotas sistemas uzrakstit kanoniska forma un
stacionaro punktu tipu

!

Ty = T1 + T,

I
:L‘2 —:L‘ly

vingrinajums. Dotas sistemas uzrakstit kanoniska forma un
stacionaro punktu tipu

) = —x1 + T,
xh = .

vingrinajums. Doto sistemu uzrakstit kanoniska forma un
stacionara punkta tipu

x| =2z + 9,
xh = —2x1 + 4o,

vingrinajums. Doto sistéemu uzrakstit kanoniska forma un

stacionara punkta tipu
x)] = 2y,
xh = 4xs.

vingrinajums. Doto sistéemu uzrakstit kanoniska forma un
stacionara punkta tipu

x| = 4z + 9,
xh = —x1 + 215,

vingrinajums. Doto sistému uzrakstit kanoniska forma un
stacionara punkta tipu

) = 12z + 4y,
xh = —26x; — 8.

vingrinajums. Doto sistému uzrakstit kanoniska forma un
stacionara punkta tipu

x) = 10z + 224,
xh = —28x; — bxs.
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2. Nelinearas sistemas
Saja nodala apskatisim nelinearo sistemu veida

{37’1 = fi(z1,22), (2.1)

1’/2 = f2(l’1,952)

petisanas veidus.
Tadas sistemas stacionaros punktus nosaka atbilstibas

fi(z1,22) = fo(1,22) = 0. (2.2)

Atgkiriba no linearam sistemam nelinearo sistemu fazes plaknes ne vienmer
tiek noteiktas ar sistémas stacionaro punktu raksturojumu.

[evedisim dazus nepiecieSamos turpmak jedzienus.

Par punkta (u,v) apkartni sauc jebkuru plaknes R? apakskopu, kas satur
rinki {(x1, 22) : (22 — w)* + (23 — v)? < r?} kadam r # 0.

Sistemas (2.1) fazes plaknes dalu, kas atrodas punkta (u,v) apkartne U,
sauc par fazes plaknes saspiedumu uz U.

So saspiedumu sauc par lokalo fazes plakni.

Nelinearo sistemu fundamentala atskiriba no linearam tiek secinata no
ta, ka nelinearam sistemam var but vairak par vienu stacionaro punktu un
katram tiek konstrueta sava lokala fazes plakne.

Lokalo fazes plaknu petisana tiek izmantota linearizacija stacionara kri-
tiska punkta apkartne.

2.1. Linearizacija stacionara kritiska punkta apkartne

Pienemsim, ka (u,v) ir viens no sistemas (2.1) stacionariem punktiem.
Linearu sistemu

{yi = fia(w,v)yn +  fire,(u,v)ys, (2.3)
Yy = fou (W,0)y1 +  foa(u,v)yn '

sauc par sistemas (2.1) linearizaciju punkta (u,v). Sis sistémas koeficienti ir
funkciju f; un fo atvasinajumi pec mainigiem x; un x,, kas tiek aprekinati
punkta (u,v). Tiek izmantoti arl izteicieni linearizéta sistema un variaciju
vienadojumu sistéma attieciba pret (atrisinajuma) punktu (u,v). Neaizmir-
sisim, ka punkts (u,v) ir sistemas (2.1) atrisinajums.

2.1. vingrinajums. ([2], 3.2.1.a piemeérs, 86. Ipp.) Atrast sistemas

(2.4)

/ 2 2
ry = I1 +LE1 +I1x27
3
/ _ 2
Ty = To+ T,

linearizaciju punkta (0, 0).
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2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

vingrinajums. ([2], 3.2.1.b piemeérs, 86. lpp.) Atrast sistemas

/o 3
{ Ty : Iy, (25)

xh To + Ty sin o
linearizaciju punkta (0, 0).

vingrinajums. ([2], 3.2.1.v piemeérs, 86. lpp.) Atrast sistemas

xll = I%expx%
{xé = xy(expxy — 1) (2:6)

linearizaciju punkta (0,0).

vingrinajums. Atrast sistemas

R
{ ! 2 5 (2.7)

Ty = —mx—1y
linearizaciju punkta (0, 0).

vingrinajums. Atrast sistemas

{xll - (2.8)

/
A —xy + 23
stacionaros punktus un sistémas linearizaciju katra no siem punktiem.

vingrinajums. Atrast sistemas

= @,
{1_2 3 (2.9)

/
stacionaros punktus un sistémas linearizaciju katra no siem punktiem.

vingrinajums. Konstruét nelinearo sistemu veida (2.1) ar stacionaro
punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir nestabils mezgls saja punkta.

vingrinajums. Konstruet nelinearo sistemu veida (2.1) ar stacionaro
punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir stabils mezgls saja punkta.

vingrinajums. Konstruét nelinearo sistéemu veida (2.1) ar stacionaro
punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir sedlu punkts saja punkta.

2.10. vingrinajums. Konstruet nelinearo sistemu veida (2.1) ar stacionaro

punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir “zvaigznes (dikritisks) punkts”
Saja punkta.

2.11. vingrinajums. Konstruét nelinearo sistemu veida (2.1) ar stacionaro

punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir degenerets mezgls saja punkta.

2.12. vingrinajums. Konstruét nelinearo sistému veida (2.1)) ar stacionaro

punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir fokuss Saja punkta.

2.13. vingrinajums. Konstruét nelinearo sistemu veida (2.1) ar stacionaro

punktu (0,0) ta, ka tas linearizacijai ir centrs Saja punkta.
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2.2. Linearizacijas teorema nekustiga stacionara punkta
apkartne

Pienemsim, ka (u,v) ir sistémas (2.1) nekustigais punkts. Pienemsim, ka
Sis stacionars punkts ir vienkarss. Tas nozime, ka matricas

(i) i) ),

determinants, kas sastadits no linearas sistemas (2.3)) koeficientiem, nav vienads
ar nulli.

2.1. teoréma. Sistemas (2.1) fazes plakne nekustiga punkta (u,v) apkartne
kvalitativi ekvivalenta linearas sistemas (2.3) fazes plaknei, ja tikai
linearas sistemas (2.3) stacionars punkts nav centrs.

Kualitativa ekvivalence nozimeé Saja gadijuma, ka eksiste sistemas (2.1)
stacionara punkta (u,v) apkartne N(u,v) tada, ka starp linearas sistémas
(2.3) fazes plakni R? un N(u,v) eksiste savstarpeji viennozimiga atbilstiba,
kas parveido N (u,v) par R?.

Tada veida nelinearas sistemas (2.1) tuvinatai petisanai nekustiga punkta
(u,v) apkartné pietiekosi apskatit linearizaciju (2.3), noteikt sistemas (2.3)
punkta (0,0) tipu un uzzimet atbilstoso fazes plakni.

Gadijuma, ja linearas sistemas (2.3) stacionars punkts (0,0) ir centrs,
sistemas (2.1) nekustiga punkta (u,v) apkartneé var but spirales veida un
noslegto trajektoriju kopa.

Piemeéram, sistemam (Piemers 3.3.1 no [2], Ipp. 90)

) = —x9 + 21 (2% + 22),
AR (2.10)
2 = 1+ zo(a] + 23)

un / 2 2
Ty = —To — T1(x] +25),
A B (21)
rh= 1 —xo(x] + x3)

ir viena un ta pati linearizacija punkta (0, 0)

/ /
Ty = —T2, Ty = T,

kurai atbilst stacionara punkta tips “centrs”. Taja pasa laika fazes plaknes
ir fokusu veidi, turklat pirmaja gadijuma ir nestabils fokuss, bet otraja -
stabils.
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2.15. zim. Sistemas (2.10) fazes 2.16. zim. Sistemas (2.11)) fazes
plakne. plakne.

Tada veida nelinearas sistemas fazes plakne nekustiga punkta (u,v) ap-
kartne ir kvalitativi ekvivalenta linearizetas sistemas fazes plaknei, iznemot
gadijumu, kad sakumpunkts (0, 0) ir linearizetas sistémas stacionara punkta
tips ir “centrs”. Stacionara punkta tips “centrs” paradas tad, kad sistemas
(2.3) koeficientu matricas Ipasvertibu A; un A, realas dalas ir vienadas ar
nulli. Preteja gadijuma nelinearas sistemas (2.1) nekustigu punktu (u,v)
sauc par hiperbolisku.

2.14. vingrinajums. Klasificet sistemu stacionaros punktus:

a)

! .2
{aiire (212)
2 — L2 X1,
b)
x| = g,
9
x| = g,
{ rh = —x1 + 23 (2.14)
d)
T = —x9 + 23
x,l o 2 (2.15)
2 — 41,
e)
Ty = g,
{ 7 = —a1(a? — 4); (2.16)
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x| = 9,
2.17
{xa——x1<x%—4><x%—9>, (2.17)
g)
x| = xg,
2.18
{ rh = —z(2? — 4) (22 - 9); ( )
h)
T = w9,
{ vy = —sa? — o (2.19)

[
{ Tt (2.20)

9:./1 T, (2 21)
Th = —woxy — 1 (2} — 4) (22 —9) '
3. Nelineari oscilatori
3.1. Konservativs gadijums
Vienadojums
"+ g(x) =0 (3.1)

apraksta nelinearas svarstibas konservativas sistemas. Harmonisko svarstibu
visparigs vienadojums ir
2"+ ka® = 0. (3.2)

Harmonisko svarstibu vienadojumam eksiste formula, kas lauj iegut visus
ta atrisinajumus. Ja vienadojuma abas puses sareizinat ar 2z’'dt un integret,
tad iegust sakaritbu

2%+ k22 = F, (3.3)

kur E ir patvaliga nenegativa konstante. Patvaligas konstantes apzimejums
nav izvelets nejausi. Sakaribas (3.3) kreisas puses saskaitamos mehanika
interpreté ka kinetisko un potencialo energiju. To summa FE ir konstante
(konkretiem dotajiem sakumnosacijumiem). Tadejadi ir patiess apgalvo-
jums, ka vienadojums (3.2) apraksta sistemas sakotnéjo energiju, kura ne-
mainas ar laiku, t.i., nenotiek energijas apmaina ar apkartejo vidi. Tadi
pienemumi nav reali, bet no matematikas viedokla ir pielaujami. Liknu
sistema, kurus apraksta (3.3), ir koncentrisko elipsu kontinuums, kas iet ap
sakumpunktu - sistémas

{ no= o (3.4)

/
Ty = —T1,



kas ekvivalenta vienadojumam(3.2), vienigo nekustigu punktu.
Vienadojums (3.1) var but integréts tada pasa veida.
Péc vienadojuma (3.1) abas puses reizinasanas ar 2x’dt un integresanas,
iegtistam sakaribu

z'? 42 /Ig(s) ds =E, (3.5)

kuru var apskatit ka energijas neztidamibas likumu. Bet ir arl nopietnas
atskiribas no harmoniska oscilatora gadijuma. Pirmkart, nekustigo punktu
var but vairak par vienu. Otrkart, fazes trajektorijas dazadam E vertibam
var nopietni atskirties. Apskatisim dazus piemeérus.

3.2. Kvadratiska nelinearitate
Apskatisim nelinearu vienadojumu
"+ r—2?=0. (3.6)

Funkcija g(x) = 2z — 22. Energijas nezidamibas likums (3.5) izskatas sadi

2
% 2% — gxg =F. (3.7)

3.17. zimejuma ir paraditas dazas fazes liknes. Vienadojuma (3.6) ekvi-
valentai sistemai /
I’l - w2,
{ rh = —x, + 22 (3.8)

ir nekustigi punkti (0,0) un (1,0). Noteiksim to tipu. Sistemas (3.8) lineari-
zacija punkta (0,0) dod
{ v =1,
Yo = —U1-

No sejienes seko, ka §is punkts ir centrs. Linearizacija punkta (1,0) dod

{ yi = Y2,
yé =

No Sejienes seko, ka Sis punkts ir sedlu punkts.
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3.17. zim. Sarkans - homoklinisks atrisinajums.

Ir iespejama sekojosa fazes plaknes interpretacija. 3.18. zimejuma attelota

funkcija g(x) =  — 2? un tas primitiva funkcija G(z) = 22 — 1a3.

2 3

3.18. zim. Primitiva funkcija G(x) - punkteta.

Apskatisim lodites kustibu pa lIikni, kura uzdota ar funkcijas G(x) grafiku
un attelota [3.19. ziméjuma. Sis liknes maksimuma un minimuma punkti
atbilst funkcijas ¢g(z) nullem z = 0 un z = 1, jo G'(z) = g(x). Ja lodite
atrodas punkta A ar nulles sakuma atrumu (z'(0) = 0), tad tas energijas
nepietiks, lai tiktu ara no bedrites un ta svarstisies bedrite, veidojot perio-
diskas kustibas. Sim periodiskam kustibam atbilst koncentriskas noslegtas
Iiknes, kuras atrodas fazes plaknes apgabala, kurs tiek atzimets ar sarkanu,
ieksa (3.17.]zim.).
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3.19. zim.

Ja lodite atrodas punkta B ar nulles sakuma atrumu (2/(0) = 0), tad tas
energijas pietiks, lai tiktu ara no bedrites un sakt virzities pa labo pakalni.
Tadai periodiskai kustibai atbilst fazes trajektorijas, kuras aiziet bezgaliba
aiz fazes plaknes ierobezota apgabala, kurs apzimets ar sarkano, robezam
(3.17. zim.).

Eksiste lodites 1pasais novietojums kreisaja pakalne, kad tas energijas
tik tikko pietiek tam, lai leni, bezgaligi ilga laika, tiktu virsotne (z = 1).
Atbilstoso atrisinajumu sauc par homoklinisku, jo ta fazes trajektorija (3.17.
zim. attelota ar sarkanu) iziet (ja t = —o0) un ieiet (ja t = +00) viena un
taja pasa nekustiga punkta (1,0).

3.3. Kubiska nelinearitate

Apskatisim nelinearu vienadojumu

2+ r—2*=0. (3.9)
Funkcija g(x) = z — 2. Energijas neziidamibas likums (3.5) izskatas sadi
1
x’2+x2—§x4:E. (3.10)

Vienadojuma (3.9) ekvivalentai sistemai

I
{ 1T (3.11)

/
rh = —x + 23

ir stacionari punkti (—1,0), (0,0) un (1,0). Noteiksim to tipu. Sistemas
(3.11) linearizacija punkta (0,0) dod

{ yi = Y2,
Yo = —U1-
Tade] punkts (0,0) ir centrs. Linearizacija punktos (—1,0) un (1,0) dod

{ yll = Y2,
Yo = 2u1.
Abi sie punkti ir sedlu punkti.
3.20. zimejuma ir paraditas dazas fazes liknes.
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3.20. zim. Ar sarkanu - divi simetriski heterokliniski atrisinajumi.

Pec analogijas ar ieprieksejo art Seit ir iespejama fazes plaknes inter-
pretacija. [3.21. ziméjuma paradita funkcija g(r) =  — 23 un tas primitiva

funkcija G(z) = 2% — J2*.

3.21. zim. Primitiva funkcija G(x) - punkteta.

Apskatisim lodites kustibu pa Iikni, kura uzdota ar funkcijas G(x) grafiku
un attélota [3.22] zimejuma. Sis liknes vienigais minimuma punkts un divi
maksimuma punkti atbilst funkcijas g(z) nullem x =0, z = —1un z =1, jo
G'(x) = g(z). Ja lodite atrodas punkta A ar nulles sakuma atrumu (2/(0) =
0), tad tas energijas nepietiks, lai tiktu ara no bedrites un ta svarstisies
bedrite, veidojot periodiskas kustibas. Sim periodiskam kusttham atbilst
koncentriskas noslegtas lIiknes, kuras atrodas fazes plaknes apgabala, kurs
tiek atzimets ar sarkanu, ieksa (3.20. zim.).
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3.22. zim.

Ja lodite atrodas arpus bedrites, tad ta sak ripot atbilstosaja virziena. Sis
kustibas nav periodiskas, un tas aprakstosas fazes trajektorijas ir nenoslegtas
Iinijas, kuras atrodas arpus(3.20. zimejuma fazes plakne ierobezota apgabala,
kur§ atzimets ar sarkanu.

Ja lodite atrodas bezgaligi tuvu vienai no virsotnem bedrites ieksa, tad
ta sak ripot un bezgaligi ilga laika virzisies uz citu virsotni. Divus atbilstoSos
atrisinajumus sauc par heterokliniskiem un to fazes trajektorijas (3.20. zim.
attelotas ar sarkanu) iziet (ja t = —o0) un ieiet (ja t = +o00) dazados sta-
cionaros punktos - sedlu punktos ((—1,0) un (1,0)).

Apskatisim vienadojumu

"’ —x+ 2% =0. (3.12)

Funkcija g(x) = —x + 23. Energijas nezudamibas likums (3.5) izskatas sadi
oo 14

e —x 4 5% = E. (3.13)

Vienadojuma (3.12) ekvivalentai sistemai

A
{ A (3.14)

A —

ir tie pasi stacionari punkti (—1,0), (0,0) un (1,0), kas ir ar1 sistemai (3.11).
Sistemas (3.14) linearizacija punkta (0,0) dod

{ yi = Yo,
Yo = Y1
Tadel punkts (0,0) ir sedlu punkts. Linearizacija punktos (—1,0) un (1,0)

dod /
{ Y1 = Y2,
Ys = —2y1.
Tade] sie punkti ir centri.

3.23. zimejuma paraditas dazas fazes liknes.
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3.23. zim. Sarkani - divi simetriski homokliniski atrisinajumi.

3.24.] z7imgjuma paraditas funkcija g(x) = —z + 2® un tas primitiva fun-
keija G(z) = —12?% + Lo,

3.24. zim. Primitiva funkcija G(x) - punkteta.

Apskatisim lodites kustibu pa lIikni, kura uzdota ar funkcijas G(x) grafiku
un attélota [3.25.) ziméjuma. Sis liknes vienigais maksimuma punkts un divi
minimuma punkti atbilst funkcijas g(x) nullem z =0, v = -1 un = = 1.

Ja lodite atrodas punkta B ar nulles sakuma atrumu, tad energijas pietiks,
lai ripotu pa abam bedritem, uzkapt taja pasa augstuma, no kura kustiba
sakas, un sakt ripot preteja virziena. Tada veida notiek periodiskas kustibas
pa abam bedritem. Stm periodiskam kustibam atbilst noslégtas linijas, kas
aptver visus tris stacionarus punktus. Visa fazes plakne aiz sarkana astot-
nieka aizpildita ar noslegtam trajektorijam. Sarkano astotnieku veido divi
homokliniski atrisinajumi, kuru fazes trajektorijas sakas (ja ¢t = —o0) un
beidzas (ja t = +00) stacionara punkta (0,0).
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4. Aftrisinajumi

4.1. vingrinajums.

11 mqi1 M2 1 0
)G ) -G Y)
myp + mop = 1
myp — mop = 0
mMio + Moo 0
miz — Moy = —1

Tatad

D [0 =
| i
[

4.2. vingrinajums.

AX = A(MY) = AMY = MY' = AMY =Y’ = M 'AMY.

(11 {0 1
e (P ) waa (0 1),

Nemot vera, ka M~TAM = ( (2) ; ) , sistemu (1.5) var pierakstit

mainigo (yi,ye) forma:

{yi = 2y + Yo,
?Jé = 2y

vai vektoru forma Y’ = BY, kur Y = col (y;,y2), B = ( (2) ; ) .

4.3. vingrinajums. Pieméram, matrica M = ( ; (1) ) .

4.4. vingrinajums. Sistemas A matrica ir

(31

Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka2 > 1 > 0, tad stacionara
punkta tips ir nestabils mezgls.
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4.5. vingrinajums.

=0 )

Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka 0 > —1 > —2 tad
stacionara punkta tips ir stabils mezgls.

=0 1)

Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka 1 > 0 > —1, tad sta-
cionara punkta tips ir sedlu punkts.

-(39)

Ta ir otra kanoniska forma. Nemot vera, ka 1 > 0, tad stacionara
punkta tips ir nestabils dekritisks mezgls.

=0 1)

Ta ir otra kanoniska forma. Nemot vera, ka —1 < 0, tad stacionara
punkta tips ir stabils dikritisks mezgls.

-(31)

Ta ir tresa kanoniska forma. Nemot vera, ka A\g = 1, tad stacionara
punkta tips ir nestabils degenerets mezgls.

()

Ta ir tresa kanoniska forma. Nemot vera, ka \y = —1, tad stacionara
punkta tips ir stabils degenerets mezgls.

a=(1 )

Ta ir ceturta kanoniska forma. Nemot vera, ka o = —1, tad stacionara
punkta tips ir stabils fokuss.

4.6. vingrinajums.

4.7. vingrinajums.

4.8. vingrinajums.

4.9. vingrinajums.

4.10. vingrinajums.

4.11. vingrinajums.
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4.12. vingrinajums.
0 -1
=(170)
Ta ir ceturta kanoniska forma. Nemot vera, ka o = 0, tad stacionara

punkta tips ir centrs.
30
=(03)

Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka 3 > 2 > 0, tad stacionara
punkta tips ir nestabils mezgls.

4.13. vingrinajums.

3
ry =CxJ

- 75000 -50000 -25000 25000 50000 75000

4.26. zim.

4.14. vingrinajums.

=0 )

Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka 0 > —2 > —4, tad
stacionara punkta tips ir stabils mezgls.

1
r1 = Czj

30

-10 - 5 10

4.27. zim.

=5 4)
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4.15. vingrinajums.



Ta ir pirma kanoniska forma. Nemot vera, ka 2 > 0 > —4, tad sta-
cionara punkta tips ir sedlu punkts.

3
x1- x5 =C

4.28. zim.

=(59)

Ta ir otra kanoniska forma. Nemot vera, ka \g = 4, tad stacionara
punkta tips ir nestabils dikritisks mezgls.

4.16. vingrinajums.

z1 = Cxy

-1.5.10°% 1. 10° - 500000 500000 3.30% 7. 5.10°

4.29. zim.
4.17. vingrinajums.
-2 0
=(02)
Ta ir otra kanoniska forma. Nemot vera, ka A\g = —2, tad stacionara

punkta tips ir stabils dikritisks mezgls.

I = CQZ’Q
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4.30. zim.

4.18. vingrinajums.

=70 )

Ta ir tresa kanoniska forma. Nemot vera, ka A\g = —2, tad stacionara
punkta tips ir stabils degenerets mezgls.

xr1 = (Ol + th)e_Zt

-

10

4.31. zim.

(27)

Ta ir ceturta kanoniska forma. Nemot vera, ka a = 2, tad stacionara
punkta tips ir nestabils fokuss.

4.19. vingrinajums.

p=Ce® o= pt+C,

13




4.20. vingrinajums.

Ta ir ceturta kanoniska forma.

0 —2
2 0
Nemot vera, ka a = 0, tad stacionara punkta tips ir centrs.

p(t) = const

4.33. zim.

(1)

Ta ir ceturta kanoniska forma. Nemot vera, ka a = 1, tad stacionara
punkta tips ir nestabils fokuss.

4.21. vingrinajums.

p=Cie™, o =pt+Cy

4.34. zim.

4.22. vingrinajums. Sistémas matrica ir A = ( _; _}1 >

Raksturvienadojumam A2 — 6\ + 6 = 0 ir divas saknes: \; = 3 + V3
un Xy =3 —+3
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Kanoniska matrica ir

0 34+3

Sistemu var pierakstit kanoniska forma

{yi = (34 V3)uy,
vy = (3—V3)y..

Stacionara punkta tips ir nestabils mezgls.

J:(3+¢§ 0 )

4.23. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

{yi = _2y27
Yy = 2y

Stacionara punkta tips ir centrs.
4.24. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma
{ yi = —Yn
ys = —3yo.
Stacionara punkta tips ir stabils mezgls.

4.25. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

yi = 0.1y1,
ys = —0.4ys.

Stacionara punkta tips ir sedlu punkts.

4.26. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

vy = 2—2V2y,.

Stacionara punkta tips ir sedlu punkts.

4.27. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

yll = 2y17
yé = 2yo.

Stacionara punkta tips ir nestabils dikritisks mezgls.

4.28. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

{ yll = Yo,
Yo = Y-
Stacionara punkta tips ir centrs.
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4.29. vingrinajums. Sistemu var pierakstit kanoniska forma

{yi = 1y

yé = 1_2\/33/2-

Stacionara punkta tips ir sedlu punkts.

4.30. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

{ yll = Y1,
Y = Yo
Stacionara punkta tips ir sedlu punkts.

4.31. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

yi = 3y1 — o,
vy, = 1+ 3y

Stacionara punkta tips ir nestabils fokuss.

4.32. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

{yi - 4y17
yé = 2ys.

Stacionara punkta tips ir nestabils mezgls.

4.33. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

v, = 3y +ye,
?Jé = 3ya.

Stacionara punkta tips ir nestabils degenerets mezgls.

4.34. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

yi = 2y1 — 2o,
Yy = 2y1+ 2.

Stacionara punkta tips ir nestabils fokuss.

4.35. vingrinajums. Sistému var pierakstit kanoniska forma

{yll = 3y17
Yy = 24

Stacionara punkta tips ir nestabils mezgls.
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4.36. vingrinajums.

Sz, = (14221 +23)]00) = 1
fize = 22122)|00) =0
f2$1 = 0
1
Jozy = (14 323)|00) =1

Sistemas linearizacija punkta (0,0) ir

{y/1 = Y,
Z/é = Y.

4.37. vingrinajums. Sistémas linearizacija punkta (0,0) ir
{ n o= 0,
Yo = Yo

4.38. vingrinajums. Sistemas linearizacija punkta (0, 0) ir

{ v = 0,
Yy = —Ya.
4.39. vingrinajums. Sistémas linearizacija punkta (0,0) ir
{ yi - Y2,
Yo = W1

4.40. vingrinajums. Lai atrastu sistemas stacionarus punktus, ir jaatrisina

sistema
i) =0
-1 + 33':{) = 0

Tatad ir 3 stacionari punkti (0,0), (—1,0) un (1,0).

Sistemas linearizacija punkta (0,0) ir
{ yi = Y2
Yo = —Ur.
Sistemas linearizacija punkta (£1,0) ir

yll = Y2,
Yy = 2y

4.41. vingrinajums. Sistémas linearizacija punkta (0,0) ir

{y/l = Yo,
Yy = Y.

Sistemas linearizacija punkta (£1,0) ir
{ yi = Y2,
Y = —2u1.
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4.42. vingrinajums.

4.43. vingrinajums.

4.44. vingrinajums.

4.45. vingrinajums.

4.46. vingrinajums.

4.47. vingrinajums.

4.48. vingrinajums.

Piemeram,

{x’l = 4xq1+ 323,

/o 3
Ty = x|+ To.
Piemeram,
/I 3
Ty, = —2x;+ x5,
/! 2
Ty = T — dTa.
Piemeram,
{ Ty = 2z — 3x3,
/I 2
Ty = T7 — dTa.
Piemeram,

ry = bxy+ 3z,
ry = —xf+ 5z,

Pieméram,

/ 2
T, = dx1+ 3,
A 4
Ty = —x]+ OTs.

Piemeéram,

{ vt = 2x) — 3wy + 1173,

/ .
Ty = 3x1 + 279.
Piemeram,
/o 2
ry = w7 — OTg,
ry = brp+ xix,.
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