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1. Robeza un nepartrauktiba

1.1. Robeza

1. Robezas jedziens laika gaita ir stipri mainijies, izsekot Sim izmainam var matematiskas
analizes attistibas dazados periodos.

Ar robezas jedzienu ciesi saistits ir tads svarigs matematiskas analizes jedziens, ka bez-
galigi mazs lielums. Jaatzime, ka matematiskas analizes attistibas pirmsakumos, robezas
jédziens pilniba tika balstits uz jedziena “bezgaligi mazs” izpratni. Savukart “bezgaligi
mazs” ilgu laiku bija nepilnigi izstradats jedziens.

Jedzienu “bezgaligi mazs” saprata, ka lielumu, kurs nav nulle, tomer pec absoliitas ver-
tibas ir mazaks par jebkuru pozitivu skaitli. Sis termins tika skaidrots nevis ar dinamiskas,
bet ar statiskas idejas palidzibu. Ar to tika saprasta norade uz lieluma vertibu. Tas viss
ir skaidrojams ar to, ka Nutons un Leibnics nesniedza diferencialrekinu un integralrekinu
formali logisko pamatojumu. Iemesls bija grutibas preciza matematiska valoda aprakstit
“mainigd” lieluma jedzienu. ST ideja tam laikam bija parak jauna un prasija pictiekami
augstu dialektisko domasanu.

Niutons un Leibnics saprata jedziena “bezgaligi mazs” dinamisko un procesualo saturu,
tomer nespeja Iidz galam atbrivoties no §1 jedziena statistiskas izskaidrosanas. Lai gan
XVIII gadsimta sakuma, ar Nutona, Leibnica un vinu prieksgajeju pulem kopuma tika
pabeigta diferencialrekinu un integralrekinu teorijas izveide, tomer viens no pamatjedzie-
niem - “bezgaligi mazs” lielums - vel palika neizskaidrots.

Niutons pirmais saprata, kas ir robezpareja, un lai atbrivotos no “bezgaligi maza” me-
neskatoties uz to, ka Nutons saprata “bezgaligi maza” dinamisko raksturojumu, tomer
daudzos gadijumos vins stradaja ar tiem, ka ar “aktuali maziem” galigiem lielumiem.

XVIII gadsimta robezu teorijas attistiba 1pasa loma pieder Dalambeéram, kurs, piekri-
tot Nutona robezu teorijai, apgalvoja, ka viens lielums ir cita lieluma robeza, ja Sis otrais
atrodas “pirmajam tuvak par jebkuru doto lielumu, lai ar1 cik mazs nebutu §is lielums”.
Pie tam vins uzskatija, ka “lielums, kurs tuvojas, nevar but lielaks par lielumu, kuram
tuvojas”. Tatad, Dalambera teorija tika pienemts, ka mainigie ir monotoni, bet robezas -
vienpusejas.

Lielas izmainas bezgaligi maza un robezas izpratne notika XIX gadsimta. Definejot
bezgaligi mazo, skaidri tika atspogulots §1 lieluma izmainas raksturs: bezgaligi mazo
saprata jau ka mainigo, kura robeza ir vienada ar nulli. Tas pirmam kartam bija A. Kost
nopelns, kurs bezgaligi mazu uzskatija nevis ka “aktualo”, bet ka “potencialo” bezgaligi
mazu, kur§ vienmer var vel vairak samazinaties (pec absolutas vertibas). Jaatzime, ka
bezgaliba KogT izpratne ir “potenciala”, toposa bezgaliba, tas ir mainigais, kurs neierobe-
zoti aug vai tuvojas nullei.

Tada veida, parvarot mistiku, kura pirms tam bija raksturiga bezgaligi maza analizei,
un izklastot savu robezu teoriju, A. Kost radija bazi logiski pamatotai matematiskas
analizes izveidosanai. Savas gramatas Kost uz robezu teorijas pamata veido matematisko
analizi, Kos1 matematiskas analizes teorija daudzviet saskan ar daziem misdienu izklas-
tiem.

XIX gadsimta pirmaja puse robezu teorija bija jau pietiekami noformeta. Tomer
pieauga prasibas attieciba pret matematiskas zinatnes formalizaciju, piemeram, analizes



aritmetizacijas tendence XIX gadsimta otraja puse noveda pie robezas jedziena definicijas
precizesanas. Saja perioda jau izteiksmi “y — b” (y tiecas pie b), kur y = f(z), uzskatija
par bezjedzigu, tai bija jega tikai tad, kad “z — o”. (Tatad “y — b” tikai, ja “z — a”).
Pie tam “|y — b| var but péc patikas mazs, ja |r — a| ir pietiekami mazs”, vai, precizak,
lai ar1 cik mazs nebutu € > 0, atradisies tads § > 0, ka nevienadiba |y — b| < ¢ izpildisies
katram z tadam, ka |z —a| < 4.

Atskiritba no XVIII gadsimta matematikiem, piemeram Dalambera, kurs, definejot
robezu, pamatojas uz intuitativu kustibas ideju, kuru nevareja ieklaut formalas zinatnes
ietvaros, XIX gadsimta zinatniekiem izdevas definet robezu ar “c - §” palidzibu. Rezultata,
intuitivam prieksstatam par mainiga tiekSanos uz robezu tika dota preciza matematiska
jega.

XX gadsimta tika veikta nozimiga robezas jédziena visparinasana. Metrisku un
topologisku telpu izpete deva precizu skaidrojumu tadiem jedzieniem, ka “apkartne”,
“nepartrauktiba” u.c. Robezparejas visparinasanas rezultata tika izveidota kopeja maciba
par robezu, kuru var pielietot dazadu struktiru kopam. Par izpétes objektu kluva pati
robezparejas struktura. Rezultata paradijas “robeza pec virziena” un “robeza pec filtra”.
Pirma paradijas krievu matematika S. Satunovska, ka arT amerikanu Mira un Smita dar-
bos (skat. [16], 3.3., 631. Ipp.), bet otro pirmais piedavaja francu matematikis A. Kartans
(skat. [7], 1. nod. 6.-7. paragrafs).

Abas §is robezu formas ir saistitas sava starpa un noved pie ekvivalentu konvergences
teoriju konstrukcijas, tomer tas ir parak visparigas, lai tuvakaja laika “robezu pec vir-
ziena” un “robezu pec filtra” varetu rekomendet skolu vajadzibam.

2. Robezparejas, ar kuram nakas saskarties ka pasa matematiskaja analize, ta art
tas dazados pielikumos, vienmer noved pie funkcijas (attelojuma) robezas. Pie tam
matematiskaja analize funkcijas robezas jedziens ir sastopams dazadas formas (virknes
robeza, funkcijas robeza, kad arguments tiecas uz galigu skaitli vai bezgalibu funkcijas
bezgaligas robezvertibas u.c.), no tam skolas kursa sastopami tikai divi konkreti pamat-
veidi: virknes (z,) robeza, kad n — oo (z,, € R), un funkcijas f(z) robeza, kad x — a
(f:R— R, a € R).

Sie divi pamatveidi butiski atskiras viens no otra ar argumenta uzvedibu. Ja pirmaja
gadijuma arguments neierobezoti aug, pienemot tikai naturalas vertibas, tad otraja ar-
guments pienem, visparigi runajot, jebkuru realo skaitlu kopas vertibu no kada intervala
un tiecas uz galigu robezu a. Atzimeésim, ka tiesi Saja vieta skoleniem rodas grutibas
matematiskas analizes sakumu apguve, jo viniem ir griiti saskatit So divu robezas pamat-
veidu kopejas iezimes.

Apskatisim So jautajumu sikak. Piedavasim sadas augstak piemineto robezu definicijas:

1. skaitli b sauc par virknes (x,) robezu, kad n neierobezoti aug, ja katram pozitivam
¢ eksiste tads naturals skaitlis IV, ka visiem n > N izpildas nevienadiba |z,, —b| < ¢
(nosaciti nosauksim to par “c — N” definiciju);

2. skaitli b sauc par funkcijas f(z) robezu punkta a (jeb pie x — a), ja katram
pozitivam ¢ eksiste tads pozitivs skaitlis d, ka visiem x # a, kuri pieder fun-
kcijas definicijas apgabalam un kuri apmierina nevienadibu |x — a| < 4, izpildas
nevienadiba |f(z) — b| < € (nosaciti nosauksim to par “c — 0" definiciju).

Ja §1s definicijas apskata, izmantojot jedzienu “punkta apkartne”, tad klust skaidrs,
ka tas ir funkcijas robezas jedziena apaksgadijumi. Tiesam, saskana ar otru definiciju,



katram ¢ > 0 atradisies § > 0 tads, ka nevienadibai |f(x) — b| < ¢ jaizpildas visiem
x € D(f) un pie tam pieder punkta a izdurtai ¢ - apkartnei, t.i. tiem z, kuri ieklaujas

kopa &(a, ). Tatad, b sauc par funkcijas f(x) robezu punkta a, ja katram ¢ > 0 eksiste
tada apkartne Ul(a, ), ka visiem = € D(f)(\U(a,0) izpildisies sakariba f(z) € U(b,¢).
Tas pats konstatéjams arl pirmaja definicija. Dota virkne (x,,) vai funkcija f(n), kurai

D(f) = N; tad saskana ar pirmo definiciju, katram ¢ > 0 atradisies tads naturals skaitlis
N, ka nevienadibai |f(n) — b| < ¢ jaizpildas pie visiem n > N, t.i. visiem n € D(f) = N,

(e}

kuri ieklaujas izdurtaja “plus bezgalibas” N - apkartne, t.i. U(4o00, N). Tatad, b sauc
par virknes (z,) vai f(n) robezu, ja katram ¢ > 0 eksiste tada apkartne U(+o0, N), ka
visiem n € N U(+o00, N) izpildisies f(n) € U(b,¢).

Nav gruti saskatit, ka gan pirma, gan otra funkcijas robezas definicijas ir forma, kura
aprakstita “apkartnu valoda”. Apskatisim So formu, kura aptver visus matematiskaja
analize iespejamos robezparejas veidus (vel viena redakcija).

Pienemsim, ka ir dota kopa X C R, attelojums (funkcija) f : X — R ar definicijas

apgabalu D(f) = X un a - kopas X akumulacijas punkts. Tad punktu b € R sauc par
funkcijas f robezu punkta a € R, ja katrai apkartnei U (b) eksiste tada apkartne U(a), ka

visiem = € X U (a) izpildas f(x) € U(b). Citiem vardiem sakot, punktu b € R sauc par

funkcijas f robezu punkta a € R, ja katrai apkartnei U (b) eksiste tada apkartne U(a), ka
F(XNU(a) CU).

Atzimesim, ka punkts a var nepiederet kopai X un var but bezgaliba.

3. Matematiskaja analize, veidojot robezu teoriju, rodas nepiecieSsamiba unificet visu
iespejamo veidu un formu robezparejas. Atzimesim divus robezu teorijas veidosanas
pamatcelus. Saskana ar pirmo, visas robezas formas tiek iegutas, izmantojot visparigo
definiciju. Saskana ar otro (skat. §1 §[] punktu) visas robezas formas reducgjas uz vis-
vienkarsako gadijumu - virknes robezas definiciju.

Pirmais cels paredz robezas jedziena diezgan visparigas definicijas izveidi. Saja
gadijuma matematiskas analizes kursa ietvaros var noradit divas koncepcijas, kuras noved
pie ekvivalentam konvergences teorijam: “robeza pec virziena” un “robeza pec bazes”.
Pedeja ir precizeta, daleji pat formalizeta shema, kura aprakstita “apkartnu valoda”.

Pirmaja tiek apskatita kadas kopas netuksu apakskopu sakartota sistema ar tuksu
skelumu. Sadas teorijas pamata ir patvaliga kopa ar taja izdalitu virzienu un $aja kopa
uzdotu funkciju, kurai ar1 tiek piekartots robezas pec virziena jedziens.

Otra, ta saucama robeza pec bazes, ir Kartana idejas (ta nemta par pamatu, ieviesot
robezu péc filtra) originals parveidojums.

3.1. Sakuma aprakstisim robezas pec virziena koncepciju. Pienemsim, ka ir dota
patvaliga kopa X C R un sistéma S, kura sastav no X apakskopam A, B, .... So kopu
sistemu S sauc par virzienu kopa X, ja jebkuram divam kopam A un B no S ir speka
viena no divam sakaritbam: A C B vai B C A, pie kam visu sadu kopu A, B, ... skelums
ir tuksa kopa. Tapat, pienemsim, ka kopa X ir dots attelojums (funkcija) f : X — Y,
kur Y C R. Tad skaitli b sauc par funkcijas f robezu pec virziena S, ja katram ¢ > 0 var
atrast kopu A € S, kuras visos punktos izpildisies nevienadiba |f — b| < . Robezas pec
virziena S apzimejums b = li;n f



1. Pienemsim, ka X = N, kur N = {1,2,3,...,n,...}. Virziens tiek noteikts ar
sistemas S apakskopu A, no N palidzibu, kur 4,, = {n,n + 1,n + 2,...} visiem
n=1,2,.... Acimredzami, ka visiem n € N izpildisies A, D A,y un [ A, = 0.

n=1
Sadu virzienu var apzimet “n — 400” (vai “n — 00”). Saja gadijuma funkcija
y = f(x) ir f(n), ta ir kopas Y C R punktu y;,ys,... virkne. Tad, saskana ar
visparigo definiciju, punkts b € R ir virknes (y,) robeza peéc virziena S (t.i., ja
n — +00), ja katram € > 0 var noradit kopu A, = {n,n+1,n+2,...}, kuras katra
punkta izpildas |y, — b| < e. Ir acimredzami, ka kopas A,, noradisana ir ekvivalenta
tada numura N noradisanai, ka visiem n > N izpildas nevienadiba |y, — b| < e.

2. Pienemsim, ka a < 400 ir kopas X C R akumulacijas punkts. Noteiksim kopa X
virzienu S (kuru apzimesim “z — a”) 8adi: par virzienu kalpos kopas X punktu

apakskopu, kuras pieder izdurtam apkatnem U(a,d) ar radiusu § > 0, sistéma, t.i.
apakskopu X (U (a,d) sistéma.
Apskatisim funkciju f: X — Y, tad skaitli b € R sauc par funkcijas f robezu kad

r — a, ja jebkuram e > 0 eksiste tads 6 > 0, ka visiem z € X (U(a,d) jeb x € X
un 0 < |z — a| < 4, izpildas nevienadiba |f — b| < e.

3. Piegemsim, ka ¢ € R un X = R} = {z|z € R un = > a}. Virzienu S noteiksim,
ka visu apakskopu A, C R}, kur A, = {z]|z € R} un 2 > o}, sistemu. So virzienu
apzimesim “r — +o0”.

Talak, pienemsim, ka funkcija f ir defineta visiem x > a ar vertibam kopa ¥ C R,
tad b € R sauc par funkciju f robezu kad * — +o00, ja jebkuram ¢ > 0 var
noradit tadu kopu A, (vai skaitli «), ka visiem = € A, jeb x > max{«, a} izpildas
nevienadiba |f — b| < e.

Analogiski, tiek noteikts virziens “x — —oo0” uz realas pusass R, = {z|z € R un
x < a}; un visbeidzot tiek noteikts virziens x — oo (|x| — +00), un tiek defineta
robeza tadam virzienam.

1.1. piezime. A1 citi robezpareju veidi var tikt defineti ar robezas pec virziena pali-
dzibu.

KosT pazime ir nepiecieSsamais un pietiekamais attelojuma (funkcijas) robezas eksiste-
Sanas nosacrjums:

Attelojumam f : X — Y, kur X,Y C R, eksiste robeza pec virziena S tad un tikai
tad, kad jebkuram e > 0 eksisté tada kopa A € S, ka visiem ' € A un x” € A izpildas
nevienadiba |f(z') — f(2")| < e. (skat. [1§], 130.-131. Ipp.)

3.2. Apskatisim funkcijas robezas péc bazes koncepciju.

Ka zinams, matematiskaja analize tiek noteiktas funkcijas robezas kopigas 1pasibas:
ierobezotiba un zimes nemainiba punkta kada izdurtaja apkartne, algebriskas operacijas,
robezpareja nevienadibas. Nav griiti pamanit, ka pieradot §is 1pasSibas, izmantotas tikai
divas prasibas par izdurtam apkartnem: prasiba, lai izdurta apkartne butu netuksa un
prasiba, ka jebkuru divu dota punkta izdurto apkartnu skelums art ir §1 punkta izdurta
apkartne. Tas dod iespeju izveidot robezas definiciju, izmantojot tadu matematisko ob-
jektu, kuru sauc par “bazi”.



Sistemu {B}, kura sastav no kopas X apakskopam B, sauc par kopas X bazi, ja
izpildas sadi nosacijumi:

1. visi elementi B € {B} ir netuksas kopas;

2. jebkuram divam kopam B;, By € {B} cksiste tads elements B € {B}, ka B C
By Bz, t.i. jebkuru divu elementu no {B} skelums satur kadu elementu no {B}.

Minesim matematiskaja analize biezak lietotas bazes.

1. Pienemsim, ka attelojums f definets kopa X = N, t.i. f ir kaut kada virkne (y,)
un U(+400) ir bezgalibas izdurta apkartne. Tad bazes { B} elementi ir kopas

B =N(U(+00) = {nln € N (N}, +00)},

t.i., kopas, kas sastav no visiem tiem naturaliem skaitliem, kuri ir lielaki par kadu
naturalu N;. Seit, ka redzams, ir izpilditi abi bazes definicijas nosacijumi. Tadu
bazi pienemts apzimet “n — 400",

2. Pienemsim, ka attelojums f definets kopa X C R, a < +oc ir kopas X akumulacijas
punkts, bet U(a) - punkta a izdurta apkartne. Bazes {B} elementi ir kopas B =
XNU(a). Ka redzams, sistemai {B} ir izpilditi abi bazes definicijas nosacijumi.

Tadu bazi piegemts apzimet “x — a” (Seit U(+o0) ={x € R: 2> O,a > 0}).

3. Pienemsim, ka attelojums f definets kopa X C R, kurai eksiste vismaz viens ele-
ments arpus jebkura nogriezna ar centru koordinatu sakumpunkta. Bazes {B}

elementi ir kopas B = X (|U(c0). Tadu bazi piegemts apzimet “z — oo’ (Seit
U(o)={z € R: |z| >a, a>0}).

Pienemsim, ka f : X — R un {B} - baze kopa X C R. Tad skaitli b, b € R sauc
par funkcijas f robezu pec bazes {B}, ja jebkurai apkartnei U(b) atradisies tads bazes

elements B € {B}, kura attels f(B) ieklaujas apkartne U(b). Apzimejums: b = l{ig}l f.

Matematiskaja analize visi zinamie funkcijas robezas veidi tiek aptverti ar So robezas
definiciju péc bazes.

Atbilde uz jautajumu, vai eksisté funkcijas robeza pec bazes, tiek dota Kost pazimes
nepieciesamajos un pietiekamajos nosacijumos. Par funkcijas f : X — R svarstibu
w(f,X) kopa X C R, sauc starpitbu Mx — mx, kur Mx = sup{f(z)|lz € X} un
mx = inf{f(z)|lr € X}. Nav gruti pamanit, ka w(f, X) ir funkcijas f(x) vertibu
starpibas modula supréma visiem iespejamiem punktu pariem, kuri pieder kopai X, t.i.

w(f,X)= sup |f(z1)— f(x2)|. Funkcijas robezas eksistences Kosl pazime ir sada:
T1,2€X

funkcijai f : X — R eksisté robeza péc bazes {B} kopa X tad un tikai tad, kad
jebkuram € > 0 atradisies tads bazes elements B € {B}, kura funkcijas f(x) svarstiba
mazaka par € (skat. [8], 1.3., 141.-142. Ipp.).

4. Atgriezisimies pie otra robezu teorijas pamatcela, saskana ar kuru, sakuma tiek
labi izpétita virknes robezas teorija, tad funkcijas robeza galiga un bezgaliga punkta, un



tikai pec tam tiek definéti citi robezu veidi, izmantojot “virknes valodu”. Tada veida uz
virknes robezas jedziena pamata tiek veidots visparigaks jedziens - patvaliga argumenta
funkcijas robezas jedziens.

Tatad, pamatojoties uz virknes (x,,) robezas jedzienu, tiek izveidots funkcijas robezas
jedziens (definicija pec Heines).

Pienemsim, ka dota kopa X C R, attéelojums f definéts kopa X, t.i. D(f) = X, un
a - kopas X akumulacijas punkts, kurs var art nepiederet kopai X. Pienemsim, ka ir dota
patvaliga virkne no X, kura konverge uz punktu a, pie kam z, # a (n = 1,2,...). ST
virkne (z,,) nosaka otru virkni (f(z,)), kura pie jebkuras (z,) izveles var but konvergenta,
bet varbut art pie vienas izveles (x,,) varbut konvergenta, pie citas izvéles - divergenta; un,
visbeidzot, pie jebkuras (x,,) izveles var but divergenta. Interesi izraisa pirmais gadijums:
ja patvaligai virknei (z,,) C X, kura konverge uz a, kur x,, # a (n = 1,2,...), atbilstosa
virkne (f(z,)) konverge uz b € R, tad b sauc par funkcijas f robezu punkta a.

Attieciba uz a, kurs netiek nemts vera, (z,,) konvergences gadijuma japasaka sekojosais:
mus interesé nevis f vertiba punkta a, bet §is funkcijas uzvediba, kad arguments atrodas
pietiekami tuvu punktam a. Pasa punkta a funkcija f var nebut defineta, kaut gan fun-
kcijas robeza punkta a var eksistet, piemeram ;lplin % = 1. Tada veida funkcijas f robeza

punkta a apraksta funkcijas uzvedibu, kad arguments atrodas pietiekami tuvu punktam
a.

Analogiski, “virknes valoda” tiek veidoti art tadi jedzieni, ka funkcijas robeza bezgaligi
tala punkta, funkcijas robeza ir bezgaliga, un, visbeidzot, funkcijas vienpusejas robezas
patvaliga punkta.

Tikko apskatita funkcijas robezas definicija pec Heines, ka zinams no matematiskas
analizes kursa, ir ekvivalenta definicijai Kost forma, saskana ar kuru, b € R sauc par
funkcijas f robezu punkta a, kurs ir D(f) C R akumulacijas punkts, ja jebkuram e > 0
eksiste tads 0 > 0, ka visiem x € D(f) un kuri apmierina nevienadibu 0 < |z — a| < 4,
izpildas nevienadiba | f(x) —b| < e. So definiciju var viegli parveidot par funkcijas robezas
definiciju “apkarnu valoda” (skat. dota paragrafa [2] punktu).

5. Apgustot robezu teoriju, svarigu lomu spele robezparejas operacijas izskaitlosanas
merkis. Jo, tur, kur robeza (piemeram, punkta a) sakrit ar funkcijas vertibu saja punkta
f(a), robezparejas operacija neizraisa Ipasu interesi, tapéc ka analitiska izteiksme, ar
kuras palidzibu uzdota funkcija f(x), pie = a nezaude savu aritmetisko jegu. Funkcijas
vertiba $aja punkta var tikt izskaitlota vienkarsi ievietojot skaitli a funkcija f(z) punkta
x vieta. Gadijuma, kad mineta analitiska izteiksme zaude aritmetisko jegu pie x = a,
svarigakais uzdevums ir funkcijas definesana punkta a ta, lai taja ta butu nepartraukta.
Saja gadijuma robezparejas operacija arT bus lidzeklis, t.i. analitiskais aparats, ar kura
palidzibu argumentam x tiek uzdota atbilstosa funkcijas f(x) vertiba.

1.2. piezime. Veidojot virknes robezas teoriju, parasti uzreiz sak ar definiciju “c — N”
forma. Tacu pie §is definicijas var nonakt arl pakapeniski. Vispirms tiek apskatitas
skaitliskas virknes, kuram ir akumulacijas punkti. Saskana ar Bolcano - Veierstrasa
teoremu, izdala tadu ierobezotu virknu klasi, kuram obligati eksiste vismaz viens
akumulacijas punkts. No §is ierobezoto virknu klases izdala tadu ierobezotu virknu
apaksklasi, kuram eksiste tikai viens akumulacijas punkts un Sim punktam katrs
atbilstosas virknes loceklis kalpo ka tuvinats parstavis. Tadas virknes sauc par
konvergentam, bet to vienigo akumulacijas punktu par robezu. Tatad, skaitli b sauc



1.3.

1.4.

par virknes (z,) robezu, ja §1 virkne ir ierobezota un b ir tas vienigais akumulacijas
punkts. Talak ir viegli konstatet, ka virknei, kura konverge uz b piemit “c — N”
1pasiba un otradi, no “c — N7 ipaSibas virknei (z,) un skaitlim b seko virknes

(x,) konvergence uz b. Tapéc §1 “c — N” 1pasiba tiek nemta par otro (ekvivalentu
pirmajai) virknes robezas definiciju.

piezime. Apskatisim vel vienu prakse biezi vien sastopamu robezu teorijas veido-
Sanas shemu: sakuma define “bezgaligi mazo” lielumu, pec tam funkcijas robezu
defing, izmantojot jedzienu “bezgaligi mazs”. SI shema atspogulo matematiskas
analizes attistibas vesturisko gaitu. Tomeér var minet vairakus iebildumus par
§is shemas lietosanu: pirmkart, robezas jedzienam tiek atveleta sekundara loma;
otrkart, skolenu uzmaniba tiek pieversta, galvenokart, bezgaligi maza jedzienam
un ta 1pasibam, nevis robezas jedzienam; treskart, termins “bezgaligi mazs”, kurs
arl matematikas attistibas vesture ir radijis daudz pretrunu, atstaj hipnotizejoso
iedarbibu uz lielu skolenu dalu, kuriem ir tieksme uztvert So terminu aritméetiskaja
nozime ka lieluma izmeru, nevis ka “lieluma izmainas raksturu”.

piezime. Nosakot skaitliskas virknes robezu pec dota pozitiva e tiek mekleéts
naturals skaitlis N(g), kurs atkarigs no e. Bet pec € > 0 var noradit ne tikai
naturalo, bet ar1 realo skaitli a € R. Tapéc virknes robezas definicija izskatisies
sadi: skaitli b sauc par virknes (z,) robezu, ja jebkuram realam ¢ > 0 var noradit
tadu realu skaitli a(e), ka visam naturalam n vertibam, kuras apmierina nosactjumu
n > a(e), izpildas nevienadiba |z, — b| < .

1.1. piemers. Izmantojot virknes robezas definiciju, pieradit, ka

n?

lim =1
n—oo n2 -+ 1

Atrisinajums.
Ir japierada, ka jebkuram e > 0 atradisies tads reals skaitlis a(g), ka visiem n > «a(¢)
izpildas nevienadiba |z,, — 1| < e. Izvélesimies patvaligu € > 0. Ta ka

n? 1
|xn - 1| — |2 T T2 !
n‘+1 n* +1
tad, lai atrastu sadu «, jaatrisina nevienadiba
L <
— < E.
n?+1

No tas scko, ka n > (/% — 1, un par «(e) var nemt skaitli /< — 1.

Tatad, katram e > 0 eksiste tads reals skaitlis a(e) = /% — 1, ka visiem n > a(e)

(t.i., n > /1 —1) izpildisies nevienadiba

1
n?+1

<eun |z, —1| <e

Atzimesim, ka parasti pec izveleta € > 0 mekle naturalu skaitli N = N(¢), ka
visiem n > N izpildas nevienadiba |z, — 1| < e. Apskatitaja piemera par N var

nemt [ % — 1], t.i. izteiksmes @/% — 1 veselo dalu.



1.5. piezime. Skolas macibu lidzeklos “Algebra un analizes elementi” par funkcijas
robezu punkta piepem definiciju Kost forma (“c - §” valoda). Atzimesim, ka ta
nedaudz atskiras no definicijas, kura sastopama augstskolu matematiskas analizes
macibu gramatas.

Lieta ir tada, ka vidusskolas lidzekli “Algebra un analizes elementi 9-10 klase” gal-
vena prasiba ir, lai nevienadiba |f(z) — b| < ¢ izpilditos visiem = # a, kas atrodas
pietiekami tuvu pie a, t.i. visiem z, kuri apmierina nevienadibu 0 < |z —a| < ¢
kur § > 0 tiek meklets pec katra izveleta € > 0.

Viegli saprast, ka, pie sadas funkcijas f(z) robezas definicijas un eksistences trak-
tesanas nepieciesams, lai funkcija biitu defineta punkta a kadas izdurtas divpusejas
apkartnes visos punktos.

Dazas matematiskas analizes rokasgramatas, tai skaita art jums piedavataja izklasta,
tiek pieprasits, lai nevienadiba |f(z) — b| < ¢ izpilditos visiem tadiem

x € D(f)U(a,0), citiem vardiem sakot, visiem x, kuri apmierina nevienadibu
0 < |z —a| < 6 un kuri pieder D(f).

Rezultata §1 pieeja izradas plasaka par to, kura pienemta skolas macibu gramatas.
Ta, piemeram, funkcijai f(z) = /r robeza punkta a = 0, saskana ar skolas
definiciju, neeksiste, jo neeksiste tada a = 0 divpuseja apkartne, lai tas visos punk-
tos funkcija f(x) = /x butu definéta. Augstskolas definicijas ietvaros funkcijai
f(z) = y/x punkta 0 eksisté robeza, ta ir vienada ar nulli.

6. Ka bija atzimets 2] punkta, skolas matematiska analize balstas uz diviem robezas
jedziena veidiem:

e virknes robeza;
e funkcijas robeza galiga punkta.

Tas ir sarezgits uzdevums - iepazistinat skolenus ar Siem diviem robezparejas vei-
diem. Lidz ar to, radas sekojosas divas pozicijas. Saskana ar pirmo, skoléniem tiek
piedavats izskaidrot virknes un funkcijas robezas jedzienus, izmantojot atbilstosi “e - N”
un “e - 0” vai lidzigas shemas. Saskana ar otro, skola tiek piedavats pilnigi atteikties no

Mes uzskatam, ka abas §is pozicijas nav labakas.
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skolas programmas neietilpst, - rakstija A. Hinéins, - izstastit katra jedziena
attistibu Iidz ta miisdienu zinatniskajam izskaidrojumam, skola var apstaties arl uz ie-
prieksejas §1 jedziena attistibas stadijas”.

Izcilais zinatnieks un pedagogs A. Hincins sava gramata “Matematiskas analizes Tsais
kurss” (M., 1955), ko paredzéts izmantot universitatees un pedagogiskajos institiitos,
sakuma robezu teoriju veidoja uz elementaras bazes, kas ir ne lidz galam formalizeta,
sakuma sistematiski tiek izmantoti tadi jedzieni, ka “process” un “moments”, nekur tos
formali nedefinejot, un tikai velak, parliecinot lasitajus tadas formalizacijas nepieciesamiba,
defingja So “procesu” galvenos matematiskos tipus (skat. ar1 [17]).

A. Hinc¢ina piedavata robezu teorijas veidosanas shéma izraisa noteiktu interesi. Ieve-

ribas cieniga robezu teorijas veidoSanas shema ir ar1 N. Luzina izcilaja macibu gramata
“Diferencialrekini” (M., 1949).



Balstoties uz izklastitajiem apsverumiem, varam ieteikt skolas kursa izveleties tadu
funkcijas f(z) robezas koncepciju, kura aptvertu abus ieprieks aprakstitos veidus un kura
argumenta izmainu procesa raksturojums paliktu ne Iidz galam formalizets. Tadejadi
skolam var piedavat apskatit robezas pec “mainiga x” jedziena, apskatot to kada konkreta
“mainiga x izmainu procesa’.

Apskatito “procesu”, kuru formala struktura var but daudzveidiga, kopeja iezime, ir
Sada: “process” tiek noteikts ar daudziem viens otru nomainosiem “stavokliem” un ir
kada sakartota mainiga z vertibu kopa. So mainigo z un ar to saistito “procesu”, kura
katrs atsevisks stavoklis atbilst kada mainiga z vertibai, var nosaukt par “mainiga x
izmainas procesu”. Sim “mainiga z izmainas procesam” ir nepiecieams, lai ir noteikts

e ka aiz katras mainiga x vertibas eksiste nakama vertiba;

e kadas vertibas mainigais x pienem “pirms” vai “péec” jebkuras savas vertibas.

Izdalot no daudzveidigajiem “mainigo izmainas procesiem” to, kura “mainigais tiecas
uz robezu”, var pariet pie sadas robezas definicijas:

skaitli a sauc par mainiga x robezu dotaja izmainas procesa, ja katram pozitivam € var
noradit tadu mainiga x vertibu ', ka visam nakamam vertibam x starpiba starp x un a
péc absolutas vertibas paliks mazaka par €, tas ir |x — a| < e.

Nav gruti paradit, ka gan virknes robezas definicija, gan funkcijas robezas definicija
ieklaujas piedavataja mainiga robezas definesanas shema.

Bezgaliga skaitlu virkne, kura ir naturala argumenta funkcija, dotaja procesa var
tikt uzskatita, ka mainigais “x,,”, kura atseviski stavokli un Siem stavokliem atbilstosas
mainiga vertibas ir sanumurétas ar naturaliem skaitliem n. Tad skaitli a sauc par mainiga
x, robezu, ja katram pozitivam e var noradit tadu z,, vertibu xy, ka visam nakamam =z,
vertibam, kur n > N starpiba starp §im vertibam x,, un skaitli a pec absolutas vertibas
paliks mazaka par ¢, t.i. |z, —a| <e.

Pienemsim, ka ir dota funkcija y = f(x), kura ir definéta kaut kada punkta a apkartne,
iznemot var but tikai pasu punktu a. Pienemsim, ka mainigais x mainas ta, ka tas tiecas
uz a (pie kam x # a). Rodas jautajums, ka saja gadijuma uzvedisies cits mainigais ¥,
kurs ir saistits ar x sadi y = f(x)?

Robezas jedziens tika noteikts mainigajam x kada dotaja ta izmainas procesa. Bet Saja
gadijuma nav noradits kads noteikts mainiga izmainas process, tiek pieprasits tikai, lai x
tiektos uz a (pie kam x # a). Arguments var tickties uz a dazadi, katram tadam tieksanas
veidam atbilst savs noteikts mainiga y izmainas process. Tapéc patvaligi izveloties kadu
x izmainas procesu, lai tikai x — a un x # a, mes iegusim kaut kadu y izmainas procesu.
Saja gadijuma mis interesé ka uzvedas mainigais v, vai y tiecas uz kadu robezu.

Tatad, interesi izraisa gadijums, kad mainigais y tiecas uz vienu un to pasu robezu b,
argumentam z tiecoties uz a vienalga kada veida (x # a).

Tatad, ja, x vienalga kada veida tiecoties uz a (x # a), mainigais y tiecas uz noteiktu
robezu b, tad So b sauc par funkcijas y = f(x) robezu punkta a ([16], 1. sejums, 1. nodala).



1.2. Nepartrauktiba

1. Nepartrauktibas, tapat ka robezas jedziena ir ietverta “tuvuma’” ideja, precizak
funkcijas dazadam vertibam ir maza novirze gadijuma, kad argumenta vertibas, kuram
atbilst §is funkcijas vertibas, ir pietiekami “tuvas” viena otrai. Funkcijas nepartauktibai
ir svarigi, lai pietiekami mazai argumenta izmainai atbilstu pietiekami mazas funkcijas iz-
mainas. Tatad, nepartrauktibas jedzienam ir raksturiga lokala daba, jo mazai argumenta
x novirzei no kadas ta vertibas xg ir janodrosina izveleta funkcijas f(x) novirze no f(xo).

Situacija ar funkcijas f(z) nepartrauktibu punkta x, ir lidziga tai, kura bija funkci-
jas f(x) robezai punkta z,. Tomer starp siem jedzieniem eksisté ar1 butiskas atskiribas.
Pirmkart, defingjot funkcijas f(x) robezu punkta xy, mus neintereséja sis funkcijas vertiba
pasa punkta xg, funkcija punkta xy vareja but pat nedefineta. Apskatot nepartrauktibas
jedzienu, funkcijas vertiba punkta x( tiek nemta vera, t.i. sis punkts noteikti pieder funkci-
jas f(z) definicijas apgabalam. Otrkart, funkcijas robeza punkta xzy € D(f) varéja eksis-
tet, bet nesakrist ar funkcijas vertibu saja punkta. Nepartrauktibas gadijuma robezai ne
tikai jaeksiste, bet arT jasakrit ar funkcijas vertibu dotaja punkta, t.i. jaizpildas vienadibai

lim f(@) = f(a0)

Punkts zy var but gan kopas D(f) akumulacijas punkts, gan izolétais punkts. Robeza
punkta x, tika defineta tikai, ja xg € D(f) ir akumulacijas punkts. Tatad, nepartrauktibas
jedziena definiciju ir japapildina gadijumam, kad x, ir kopas D(f) izolétais punkts. Saja
gadijuma ir dabiski uzskatit funkciju par nepartrauktu saja punkta.

Tatad, funkciju f(z) sauc par nepartrauktu punkta xzo € D(f) divos gadijumos, ja

(

f) izoletais punkts;
(f) akumulacijas punkts, un pie tam ir speka sakariba

1. x¢ ir kopas D
2. xq ir kopas D

lim f(@) = f(a0)

Punktu zg € D(f) sauc par funkcijas f partraukuma punktu, ja saja punkta neizpildas
nepartrauktibas nosacijums. Tomer pie partraukuma punktiem biezi vien pieskaita arl
tadus punktus zo € D(f), kuru katra apkartne satur punktus no D(f). Vienosimies, ja
xo ir divpusejais D(f) akumulacijas punkts, bet funkcija f(x) punkta zy nav defineta,
tad xy arT uzskatisim par funkcijas f(z) partraukuma punktu.

Pienemsim, ka f(x) ir defineta kada punkta z, apkartne, iznemot, var but, pasu
punktu xq, tad

1. z( sauc par noversamu partraukuma punktu, ja f(z) nav defineta punkta xg, bet
eksiste lim f(x) vai f(x) ir definéta punkta xy un eksisté lim f(x), bet lim f(x) #
T—x0 T—xT0 T—x0
f(@o);

2. x( sauc par pirma veida partraukuma punktu, ja eksisté robezas f(zo+0) un f(xo—

0), bet f(zo+0) # f(wo + 0);

3. o sauc par otra veida partraukuma punktu, ja vismaz viena no robezam f(zq+ 0)
un f(zg — 0) neeksiste.



2. Izmantojot robezas definiciju pec Heines un pec Kosi, iegtisim divas ekvivalentas
funkcijas nepartrauktibas definicijas.

Péc Heines: funkciju f(z) sauc par nepartrauktu punkta zo € D(f), ja jebkurai virknei
(xn) C D(f), kura konverge uz xq, atbilstosa funkcijas vertibu virkne (f(z,)) konverge
uz skaitli f(zo).

Pec Kost: funkciju f(x) sauc par nepartrauktu punkta z, € D(f), ja jebkuram
e > 0 atradisies tads 0 > 0, ka visam argumenta vertibam x € D(f), kuras apmierina
nosactjumu |z — zg| < ¢, izpildas nevienadiba |f(z) — f(xo)| < &.

Takaz—xg = Az un f(z)—f(xo) = Ay, tad definiciju Kost nozime var izteikt art sadi:
funkciju f(x) sauc par nepartrauktu punkta xo € D(f), ja jebkuram e > 0 atradisies tads
d > 0, ka visam argumenta vertibam x € D(f), kuras apmierina nosacijumu |Azx| < 9,
izpildas nevienadiba |Ay| < .

No pedejas definicijas ir acimredzams, ka funkciju f(x) sauc par nepartrauktu punkta
To, ja bezgaligi mazam argumenta pieaugumam atbilst bezgaligi mazs funkcijas pieau-

t.i. lim Ay =0.
gums, t.i. lim Ay 0

Atzimesim ar1 to, ja izmanto robezas péc virziena (robezas péc bazes) definicijas, tad
funkciju f ir janosauc par nepartrauktu punkta xy € D(f), ja eksisté tas robeza péc
virziena (robeza péc bazes) punkta xy un ta ir vienada ar f(x).

Funkcijas nepartrauktibas definicija pec Heines un pec Kogl ir pareiza gan akumulacijas
punktam zo € D(f), gan izoletajam punktam zy € D(f). Tiesam, ja x¢ ir kopas D(f)
akumulacijas punkts, tad sis fakts acimredzami seko no funkcijas robezas definicijam gan
pec Heines, gan pec Kost. Ja zq ir D(f) izoletais punkts, tad saja gadijuma jebkura virkne
(x,,), kura konverge uz xo, visiem pietiekami lieliem n sakritis ar g, bet tas nozime, ka Stim
n vertibam f(x,) = f(zo), ti. f(z,) konverge uz f(xy). Analogiski art Kos1 definicijas
gadijuma: ja x¢ ir D(f) izoletais punkts, tad jebkuram e > 0 atradisies tads 6 > 0,
ka vienigais punkts x € D(f), kuram |z — xo| < § bus pats punkts ¢, tatad izpildisies
|z — x| = |zo — mo| =0 <0 un [f(z) — f(zo)| = [f(z0) — f(wo)| =0 <e.

Funkcijas nepartrauktibas definiciju pec Kost viegli “partulkot” apkartnu valoda. Fun-
kcija f(z) ir nepartraukta punkta xg € D(f) tad un tikai tad, kad patvaligai apkartnei
U(f(xo)) eksiste tada apkartne U(xg), ka visiem x € D(f) N U(xg) izpildisies sakariba
f(z) € U(f(xo)).

3. Pienemsim, ka kopa X C R dota ierobezota funkcija f(x) un zo € X, 0 ir patvaligs
pozitivs skaitlis. Ar ms un Ms; apzimesim funkcijas f(x) infimu un supremu kopa X N
U(IO, 5), t.i.

mgs = inf{f(z)|lx € X NU(xg,0)}
un

Ms = sup{f(z)|z € X N U(zo,9)}.
Skaidrs, ka jebkuram § > 0 izpildisies nevienadibas ms < f(xg) < Ms.

Ja apkartnes U(xg,0) fiksetaja punkta xq likt § tiekties uz nulli, tad U(zg,d) tuvosies
punktam zy un mg bus nedilstosa argumenta ¢ funkcija, bet Mj bus neaugosa argumenta
 funkcija. Saja gadijuma eksisté robezas m(zq) = (lsm(l) mgs un M(xg) = (lsiné Ms, pie kam

ir speka nevienadibas

ms < m(xo) < f(wo) < M(xo) < Ms.



Starpibu M (z) — m(zo) sauc par funkcijas f(x) svarstibu punkta zo un apzime ar
w(xg).

1.1. teorema. Funkcija f(x), kura defineta kopa X, ir nepartraukta punkta xy € X
tad un tikai tad, kad w(xg) = 0, t.i. ja funkcijas svarstiba punkta xo ir vienada ar
nulli.

Pieradyums: » Teorema ir acimredzama, ja xg ir kopas X izoletais punkts.

Pienemsim, ka zq ir kopas X akumulacijas punkts, xo € X.

Nepieciesamiba. Pienemsim, ka f(z) ir nepartraukta punkta z,. Fikseésim patvaligu
e > 0 un noradisim tadu § > 0, ka |f(z) — f(zo)| < e visam vertibam = € D(f), kuras
apmierina nosacijumu |z — zo| < d. Tatad, ja v € X N U(zo,9), tad

flzo) —e < f(x) < f(xg) + .

No ta seko, ka f(xg) —e < ms < Ms < f(xo) + ¢, lidz ar to noteikti izpildas nevienadibas
f(xo) —e <m(zg) < M(zo) < f(w0) + €.

Ta ka ¢ tika izvelets patvaligi, tad no pedejas nevienadibas seko, ka m(zg) = M (xy),
t.i. w(ﬂ?o) = 0.

Pietiekamiba. Pienemsim, ka w(zg) = 0, t.i. m(zo) = M (o), tad
m(zo) = M(zo) = [ (o).

Fiksesim patvaligu € > 0 un noradisim tadu 6 > 0, ka m(xg) —e < ms < m(xp) un
M (zo) < My < M(x) + €. Pedéjas nevienadibas norada, ka f(xg) —e < ms un M(xy) <
f(xg) +e. Ja punkts z € X N U(x,0), tad f(x) atrodas starp ms un M, t.i. f(z) —
e < f(z) < f(xo) +&. Citiem vardiem sakot, visiem 2 € X un apmierina nevienadibu
|z — x0| < 6, izpildas nevienadiba |f(z) — f(zo)| < e. Teoréma ir pieradita. <

Ta ka nosactjums w(zg) = 0 ir gan nepiecieSams, gan pietiekams, lai funkcija punkta x
biitu nepartraukta, tad So nosactjumu var pienemt par vel vienu funkcijas nepartrauktibas
punkta definiciju, §1 definicija biis ekvivalenta gan definicijai pec Kogt, gan pec Heines. St
jauna definicija pieder R. Beram, to plasi pielieto reala mainiga funkciju teorija.

Ka zinams, funkciju f(z), kura uzdota kopa X, sauc par nepartrauktu kopa X, ja ta
ir nepartraukta katra sis kopas punkta x € X. Kopa X var but arT intervals.

4. Tradicionali matematiskaja analize punkta nepartrauktas funkcijas jedziens tiek
apskatits ka sekundars jedziens, bet funkcijas robezas jedziens, ka primars. Tomer var
veidot teoriju ta, ka sakuma definé punkta nepartrauktas funkcijas jedzienu, bet pec tam
robezas jedzienu.

Tatad, piepemsim, ka ir defineta nepartraukta funkcija, piemeram (¢ — 0) forma (Kost

forma), un kopa D(f) N U(xg) ir netuksa jebkurai punkta xy izdurtai apkartnei, t.i.,
xo ir kopas D(f) akumulacijas punkts. Ja f(z) ir nepartraukta punkta zq, tad skaitli
b = f(xy) sauc par funkcijas f(x) robezu punkta xy. Ja funkcijai f(z) punkta zg ir
noversams partraukuma punkts un zo € D(f) tad, ja eksiste skaitlis b (b # f(x0)), ka
pardefingjot funkciju f(x) ar vertibu b punkta xy ta, lai jauna funkcija punkta zy butu
nepartraukta, skaitli b sauc par funkcijas f(x) robezu punkta xy. Ja punkta z, funkcija
f(z) nav defineta (t.i., o & D(f)), tad, ja eksiste skaitlis b, ka punkta z, var definet



funkciju f(z) ar vertibu b ta, lai jauna funkcija punkta zy butu nepartraukta, ari tad
skaitli b sauc par funkcijas f(z) robezu punkta .

Tatad, skaitli b sauc par funkcijas f(z) robezu punkta xq, ja funkcija

olx) = { f(x), ja x # z0:

b, jar =xg

ir nepartraukta punkta xg.

5. Ideja par funkcijas nepartrauktibu intervala ir diezgan uzskatama, tapec nereti
skoleni So ideju saista ar sadas funkcijas “nepartrauktu” grafiku. Tomer sads prieksstats
par funkcijas, kura dota intervala, nepartrauktibu negativi ietekme skolenu izpratni
par jedzieniem nepartraukta funkcija punkta un nepartraukta funkcija patvaliga punktu
kopa. Aprakstita situacija macibu procesa ir pilnigi likumsakariga, ta ka geometriskais
prieksstats skolenu apzina rodas ka “pirmais” signals un trauce talak izprast noraditos
jedzienus. Rezultata skoleni ar grutibam saprot to faktu, ka funkcijas “nepartrauktiba”
kada punkta vel nenodrosina §is funkcijas nepartrauktibu pat pietiekami maza §1 punkta
apkartne. Izskaidrot So $aja situaciju palidzes funkcija f(z):

f(x):{ 22, ja x € Q;

—2% ja z el

kura ir defineta kopa R. Funkcija f(z) ir nepartraukta tikai viena punkta = = 0, visos
parejos punktos funkcija f(x) ir partraukta, jo nepartrauktibas nosacijumi neizpildas.

Vel, ka piemeru, var piedavat funkciju g(z), kura definéta intervala [—1, 1]

<lz| < 1;
<zl <3

NI

€Tr) = ' .
9@ =3 Lial, jaghr < o] < 2

[ 0, jax =0.

Funkcija g(x) ir nepartraukta punkta = = 0, bet jebkura & punkta apkartne eksistée
bezgaliga (sanumuréjama) pirma veida partraukuma punktu kopa (punkti z = i%n,
n=12...).

Punkta nepartrauktas funkcijas jedzienu skolas kursa ietvaros buitu merktiecigi for-
mulet, veidojot jedzienu par funkcijas partraukuma punktiem. Sim merkim vajadzetu
piedavat veselu virkni piemeru, kuros tiek petita funkcijas uzvediba konkreti noraditajos
akumulacijas punktos zo € D(f). So punktu izveli javeic ta, lai tiktu aptverti gan visi
nepartrauktibas gadijumi, kad lim f(z) = f(x¢), gan partraukumu punktu pamatgadiju-

x—x0

mi: kad funkcijas robeza punkta x eksiste, bet nav vienada ar f(zo) (noversama rakstura
partraukuma punkts), un kad robeza neeksiste (pirma un otra veida partraukuma punkti).

6. Pienemsim, ka dota kopa X nepartraukta funkcija f(x) un z¢ - kopas X akumulaci-
jas punkts. Tatad lim f(z) = f(x¢), bet f(x¢) = f(lim x), tatad, lim f(z) = f(lim x).
T—TQ xr—x0 T—TQ r—x0

S1 vienadiba ir atspogulo svarigu punkta nepartrauktu funkciju ipasibu, saskana ar
kuru funkcionalas operacijas un robezparejas simbolus var mainit vietam.



Atzimesim, ka, lai izskaitlotu funkcijas robezu gadijuma, kad analitiska izteiksme,
ar kuras palidzibu ir uzdota funkcija f(z), zaude savu aritmetisko jegu punkta x,
&1 analitiska izteiksme tiek parveidota par nepartrauktu funkciju ¢(x). Funkcija ¢(x)
atskiras no f(x) tikai punkta xg, tacu funkcijai ¢(x) robezparejas simbolus un funkcionalas
operacijas var mainit vietam. Tatad, robeza lim f(z) tiek aizstata ar tai vienadu robezu

T—xo

lim ¢(x), bet p(x) robezas aprekinasana tiek istenota, aprekinot ¢(xg). Tam skoleni
T—xQ
nereti nepievers vajadzigo uzmanibu.

7. No funkciju nepartrauktibas seko svarigas funkciju globalas un lokalas Tpasibas.
Pie lokalam 1pasibam parasti pieskaita 1pasibas, kuras izriet no nepartrauktibas punkta,
lokalas 1pasibas ir funkcijas lokala ierobezotiba un zimes stabilitate. Pie globalam
pieskaita nogrieznt un kopas R kompakta apakskopa (t.i. tada, kas ir slegta un ierobezota)
nepartrauktu funkciju ipasibas. Globalas 1pasibas ir funkcijas ierobezotiba, 1paSiba par
vislielako un vismazako vertibu, funkcijas vertibu kopas kompaktums un citas. Visbeidzot,
funkcijam, kuras ir nepartrauktas intervala, ir speka teoremas par nulli un starpvertibam.

Pienemsim, ka funkcija f(x) dota kopa X. Bez lokalas pieejas defingjot nepartrauktu
funkciju kopa X, ka nepartrauktu funkciju jebkura kopas X punkta, so jedzienu var definet
uzreiz visa kopa X. Tas, ka zinams, ir jedziens par funkcijas vienmerigo nepartrauktibu
kopa X, kurs balstas uz ideju, saskana ar kuru bezgaligi mazam argumenta pieaugumam
atbilst bezgaligi mazs funkcijas pieaugums.

Tatad, ja katram € > 0 atradisies tads 0 > 0, ka jebkuriem diviem punktiem zy un x
(g, x € X) no |[x—xo| < d seko | f(z)— f(xo)| < €, tad f sauc par vienmerigi nepartrauktu
funkciju kopa X.

Saja gadijuma ¢ ir atkarigs tikai no e, tapec 6 var noradit pirms punkta zy € X izvéles,
t.i. 6 der visiem xy € X. Seit punkti z¢ un x ir lidzvertigi.

Tatad, funkciju f(z) sauc par vienmerigi nepartrauktu kopa X C R, ja katram ¢ > 0
atradisies tads 6 > 0, ka jebkuriem diviem punktiem z; € X un z, € X tadiem, ka
|z1 — xa| < 4, izpildas nevienadiba |f(z1) — f(z2)| < e.

Vienmerigi nepartrauktas un nepartrauktas “parasta” skaidrojuma funkcijas atskiras
ar to, ka pie vienmerigas nepartrauktibas katram ¢ > 0 mekletais 6 > 0 ir “universals”,
t.i. kopejs visiem xy € X, bet pie “parastas” nepartrauktibas katram ¢ > 0 un katram
zo € X atradisies § > 0 (kurs, acimredzami, ir atkarigs no zy). Daziem € > 0 vispar var
neeksistet tads universals ¢ > 0, kas atkarigs tikai no € un kopejs visiem zy € X.

Vienmeriga nepartrauktiba nav saistita ar atsevisku kopas X punktu, bet raksturo
situaciju uzreiz visa punktu kopa X, t.i. kopa X starp jebkuram funkcijas f argumenta
verttbam x; un xo jabut vienai un tai pasai tuvuma pakapei, lai nodrosSinatu funkci-
jas vertibu f(zq) un f(x9) pietickamu tuvumu. Tatad, vienmerigo nepartrauktibu var
uztvert, ka vienadu funkcijas “uzvedibu” jebkura kopas X dala.

Ja funkcija f(z) ir vienmerigi nepartraukta kopa X, tad, acimredzami, ka ta ir
nepartraukta jebkura §is kopas punkta. Tatad, no funkcijas f(z) kopa X vienmerigas
nepartrauktibas seko §is funkcijas “parasta” nepartrauktiba kopa X. Apgrieztais apgal-
vojums, visparigi runajot, nav speka. Ta funkcija f(z) = 1 ir nepartraukta intervala
(0,1), bet nav vienmerigi nepartraukta saja intervala. Jo, ja x — 0, tad § — 0 (kat-
ram £ > 0). ST funkcija biis vienmerigi nepartraukta intervala [, 1] un [1,+00). Pat
nepartraukta funkcija f(x) = 2% kopa R nav vienmerigi nepartraukta. Jo, ja x — +o0,



tad § — 0 (katram ¢ > 0), tatad atrast “universalo” § > 0, kur§ deretu katram ¢ > 0
nevar. Tomer jebkura kopas R galiga intervala §1 funkcija bis vienmerigi nepartraukta.

Vienmerigajai nepartrauktibai ir interesanta geometriska interpretacija. Ja f ir vien-
merigi nepartraukta kopa X, tad jebkuram € > 0 eksiste tads > 0, ka taisnsturi ar malam
e un 0, kuras ir paralelas koordinatu asim (attiecigi abscisu un ordinatu asij), var parvietot
gar funkcijas f grafiku ta, ka ST taisnstura malas joprojam ir paralelas koordinatu asim
un funkcijas f grafiks krusto tikai taisnstiira vertikalas malas, nepieskaroties taisnstura
horizontalajam malam.

Matematiskaja analize tiek pieradita teorema (pieder G. Kantoram), ka jebkura fun-
kcija, kura ir nepartraukta kopa X C R, kur X ir nogrieznis vai slegta un ierobezota
kopa (kopa X ir kompakta kopa), ir vienmerigi nepartraukta. Tatad nepartrauktibas
un vienmerigas nepartrauktibas jedzieni ir ekvivalenti kompaktas kopas vai nogriezna
gadijuma. Citiem vardiem sakot, funkcijas vienada “uzvediba” katra nogriezna dala
pilnigi atklaj nepartraukto funkciju dabu. Tas lauj definet nogriezni nepartrauktu fun-
kciju, nepieprasot funkcijas nepartrauktibu katra nogriezna punkta, bet prasot to uzreiz
visa nogriezni (ar1 slegta ierobezota kopa X, X C R).

Tatad, funkciju f(x) sauc par nepartrauktu kompakta kopa X C R, ja jebkuram ¢ > 0
cksiste § > 0, ka jebkuram divam vertibam x; un 2 no X no nevienadibas |21 — 23| < ¢
seko nevienadiba |f(z1) — f(z2)| < e.

Definejot kompakta kopa X nepartrauktas funkcijas jedzienu talak var veidot nepar-
trauktu funkciju kopa X teoriju (kur X ir kompakta kopa, specialgadijuma, art nogriez-
nis).

8. Funkcijas f : X — R partraukuma punkti, visparigi runajot, ir patvaligi izvietoti
kopa X. Tomer var aprakstit partraukuma punktu strukturu, kad D(f) - slegta kopa. Ja
funkcija ir defineta slegta kopa F', tad funkcijas partraukuma punktu kopa E ir vai nu
slegta kopa, vai sanumuréjama skaita slegtu kopu apvienojums (skat. [12], 47. paragrafs).

No matematiskas analizes kursa ir zinams, ka monotonai funkcijai f(x) kopa X C R
Saja kopa var but tikai pirma veida partraukuma punkti. Pie kam monotonas funkcijas
partaukuma punktu kopa ir ne vairak ka sanumuréjama (skat. [8], 4. nod. 2. paragrafs).

Par monotonas funkcijas nepartrauktibas kriteriju kalpo sada teorema:
nogrieznit X = [a,b] monotona funkcija f: X — R ir nepartraukta nogriezni [a;b] tad un
tikai tad, ja kopa f(X) pati ir nogrieznis ar galapunktiem f(a) un f(b). (skat. [§], 4. nod.
2. paragrafs).

Interesi izraisa ar1 ta saucamas punktveida partrauktas funkcijas, t.i. tadas funkcijas
f, kuras ir definetas perfekta kopa P, funkcijas nepartrauktibas punkti kopa P veido
visur blivu kopu E uz P. Ja funkcija f, kura defineta perfekta kopa P, ir nepartrauktu
funkciju f,, kopa P virknes robeza, tad f bus punktveida partraukta funkcija jebkura
kopas P perfekta apakskopa P;. Ir speka arl apgriezts apgalvojums.

Abas §is teoremas, kas pieder R. Beram, nosaka nepiecieSamo un pietiekamo nosa-
cjjumu, lai perfekta kopa P defineta funkcija f butu nepartrauktu funkciju f, kopa P
konvergentas virknes (f,) robeza. Lai ta butu, f jabut punktveida partrauktai funkcijai
jebkura kopas P perfekta apakskopa P;.

No &t apgalvojuma izriet Bera kriterijs: lai f butu nepartrauktu funkciju virknes

robeza ir nepiecieSsami un pietiekami, lai funkcijai f butu vismaz viens nepatrauktibas
punkts jebkura perfektas kopas P perfekta apakskopa P; (skat. [13], XV nod.; [12]).



2. Attelojumu lokalie tuvinajumi

2.1. Par diferencialrekinu pamatu izveidosanu

1. Lielakaja dala matematiskas analizes macibu gramatu, ka arm maciSanas prakse,
atvasinajums ir primars jedziens, bet diferencialis un funkcijas diferencejamibas jedzieni
ir sekundari jedzieni, tie tiek defineti ar atvasinajuma palidzibu.

Tomer ir iespejami arT citi viena argumenta funkciju diferencialrekinu pamatu izveido-
Sanas varianti, kur ka primars jedzienus var but gan diferenciala jedziens, gan funkcijas
diferencejamibas jedziens. Tatad, tiek lietoti tris diferencialrekinu pamatu izveidoSanas
varianti.

Pirmaja tiek apskatits attelojums (funkcija) f: X — Y, kur X un Y ir R apakskopas,
D(f) = X un zyp € X - ir kopas X akumulacijas punkts. Talak, tiek izvelets argumenta
pieaugums Az # 0 ta, lai (zg + Ax) € X, un par funkcijas f(x) atvasinajumu f’(xg)
(gadijuma, ja tas eksisté) sauc robezu

lim f(xo + Ax) — f(wo)
Nx—0 Ax

Saja gadrjuma diferencialis tiek noteikts ka funkcijas picauguma galvena lineara dala
un vienads ar reizinajumu f'(zo)Az. Funkciju f sauc par diferencejamu punkta g, ja
funkcijai f Saja punkta eksiste galigs atvasinajums. Dazreiz funkcijas f diferecejamibu
punkta x trakte ka iespeju funkcijas pieaugumu f(xg + Ax) — f(xg) izteikt forma
A-Ax+ «a- Az, kur A ir skaitlis un « ir bezgaligi maza funkcija, ja Az — 0, un talak
pierada teoremu, ka funkcija f ir diferencéjama punkta zy tad un tikai tad, ja tai Saja
punkta eksiste galigs atvasinajums f’(xzo).

Otraja varianta, izmantojot robezparejas operaciju, diferenciali df punkta zy argu-
menta pieaugumam Az definé ar Sadas vienadibas palidzibu:

df (0, Ax) = lim f(zo +tAz) — f(%).

t—0 t

(Seit zo ir D(f) C R akumulacijas punkts, 2o € D(f) un 2o + Az € D(f)).

Tad atvasinajums f'(zg) = df (xo, Az), ja Az = 1, bet diferencejamiba tiek trakteta,
ka diferenciala vai atvasinajuma eksistence.

Atzimesim, ka, ja X un Y ir patvaligas linearas normeétas telpas un f : X — Y, tad

robezu
lim f(xo +th) — f(%))
t—0 t

kur h = Ax, sauc par vaju diferenciali vai par attelojuma f Gato diferenciali punkta z
un apzime D f(xg, h); konvergenci apskata pec normas telpa Y (Skat. [I1], X, 471. Ipp.).

Tresaja varianta attelojumu (funkciju) f : X — Y, kur X un Y ir R apakskopas,
D(f) = X, sauc par diferencejamu akumulacijas punkta xy € D(f), ja funkcijas pieaugu-
mu var izteikt:

flzo+ Ax) — f(xg) = ADz 4+ a(Az) A,



kur koeficients A ir neatkarigs no Az, bet a(Az) — 0, ja Az — 0.

Pie tam funkcijas pieauguma galvenas linearas dalas koeficientu A sauc par f atvasina-
jumu punkta xg, bet pieauguma galveno linearo dalu AAx sauc par funkcijas diferenciali
punkta xo dotajai vertibai Ax.

Tadejadi, sakuma define funkcijas diferencejamibas jedzienu, bet atvasinajumu A un
diferenciali df (zo, Ax) nosaka, ka

. flwo+ Ax) — f(xo)
N Algcrilo Ax

A= f'(z)

un df (zo, Az) = f'(xg) - Aw.

2. Visparizglitojosas skolas pielieto pirmo variantu. Skolas programma atvasinajumam
ir centrala vieta, uz So jedzienu balstas galvena skolas matematiskas analizes jautajumu
dala. Tapat atvasinajuma maciSanu skola sekme §1 jedziena izmantosana skolas fizikas
kursa. Skola atvasinajumu define, apskatot vienu no atvasinajuma interpretacijam, tas
ir, apskatot ta kinematisko jegu. Atvasinajums ir abstrakcijas rezultats, petot procesu
un paradibu lokalo raksturojumu. Matematiskas analizes un to pielikumu visparigais
uzdevums ir funkcijas izmainas procesa pétiSana, un atvasinajumu saprot sava universala
nozime: ka funkcijas izmainas atrumu.

Apskatot uzdevumus par atvasinajuma mehanisko un geometrisko interpretaciju, viegli
konstatet So uzdevumu cieso saikni, tapec, ka ar atvasinajuma palidzibu noverte funkcijas
izmainas atrumu un lenki starp funkeiju grafiku un abscisu asi. Sim noliikam var apskatit
pietiekosi mazu loku starp punktiem M (xg,yo) un Mi(zo + Ax,yo + Ay), kura slipumu
pret abscisu asi var novertet, zinot loka savelkosas hordas slipumu, tas ir, novertet ar
virziena koeficienta W palidzibu. ST attieciba, kas ir funkcijas izmainas videjais
atrums intervala no o un lidz xg + Az, tikai aptuveni raksturo grafika slipumu punkta
M (zo,y0) tuvuma. Pie kam tuvinajums ir jo labaks, jo mazaks ir loks. Ja Az — 0,
tad sekante (horda), tiecas uz funkcijas grafika pieskari punkta M (zg,yo). Tadejadi, lai
raksturotu funkcijas grafika slipumu attieciba pret abscisu asi punkta M (xg; o), dabiski
apskatit saja punkta novilktas pieskares slipumu attieciba pret abscisu asi, t.i., aprekinat
tangensu lenkim, ko pieskare veido ar abscisu asi un to uzskatit par “realo” funkcijas
izmainas atrumu punkta xg, kad funkcijas arguments x pariet punkta M abscisu zg.

Otrais variants nav atradis pielietojumu ne pedagogiskas universitates (institutu) pa-
sniedzeju vidi, ne skola, kaut gan to nevar pilnigi izslegt.

3. 'Tresais variants izraisa vislielako interesi, ta pamatideja ir attelojumu lokala
linearizacija. ST ideja ir diferencialrekinu teorijas pamata. Vispirms apskatisim skaitliskas
funkcijas, kas ir skolas matematiskas analizes pamatu pamatobjekts. Viena reala mainiga
skaitliskai funkcijai f funkcijas diferencejamibu akumulacijas punkta zq € D(f), ko izsaka
vienadiba

flxo+ Ax) — f(xo) = AAx 4+ a(Az)Ax,

var definét art ar citu ekvivalentu vienadibu:

lim f(l’o + Am) — f(&?o) — AAx _

Az—0 Ax 0.

Pedejo vienadibu var iegtit vienkarsu parveidojumu cela. No vienadibas

flzo + Az) — f(z9) = AAzx + a(Azx)Ax



seko, ka
f(zo + Az) — f(z9) — AAx

Ay = a(Azx),

bet a(Az) — 0, ja Ax — 0, tapec

lim flzo + Az) — f(z9) — AAx _

Az—0 Ax 0.

Pedeja vienadiba AAx ir lineara funkcija g(Ax), pie kam f(x¢) + g(Ax) ir funkcijas
f(z) labs lokalais linearais tuvinajums punkta z, apkartne.

Tada veida, attelojumu f : R — R sauc par diferencéjamu punkta zq € D(f) (kur xg
ir D(f) akumulacijas punkts), ja eksiste tads linears attelojums g : R — R | ka

lim f(xo + Ax) — f(x0) — g(Ax)
Az—0 AZ’

=0,

kur g(Az) = f'(z9)Ax.
Diferencejamibas definiciju var visparinat “augstakas” dimensijas telpam, neka R. Ta,

attelojumu f : R, — R,, sauc par diferencejamu punkta xq € R,,, ja eksiste tads linears

attelojums g : R, — R,,, ka

N f (o + 1) — fz0) — g(h)||m

lim

= 0.
h—0 1Al

Atzimesim, ka normas zimes Seit ir nepiecieSsamas, tapéc ka xq un h pieder R,,, bet
f(zo + h) — f(xo) — g(h) ir punkts no R,,.

Analogiski diferencejamibas jédzienu var visparinat patvaligam linearam normetam
telpam (skat. [8] II, [9], [10] vai [13]).

Atzimesim, ka diferencejamibas nosacijumu, ko izsaka vienadiba
f(zo + Az) — f(x9) = AAx + a(Ax)Ax,
kur x = xg + Ax, (Ax = x — x¢), var pierakstit arT forma
f(z) = f(zo) = Az — m9) + a(z)(z — 20),

kur a(z) — 0, ja © — .

Nakosaja nodala apskatisim sikak diferencialrekinu konstruesanas treso pamatideju.



2.2. Diferencejamiba un lokala linearizacija

Apskatisim diferencialrekinu butibu viendimensijas matematiskas analizes gadijuma.

1. Pienemsim, ka dots attélojums (funkcija) f: X — R, kur D(f) = X C R - ir kads
intervals un funkcija f(z) ir nepartraukta punkta zo € X. Apskatisim visas iespejamas
punkta z nepartrauktas funkcijas g(z), ja * € X, kuras sakrit ar f(z) punkta zo, t.i.,
g(xo) = f(xp). Funkcijas g(x) novirzi no funkcijas f(x), raksturo, ka zinams, starpiba
f(z) — g(x) = b(x). Tapec funkciju f(z) jebkuram x € X var aizstat ar funkcijas g(z) un
b(x) summu, pie kam, ja © — xg, tad b(x) — 0, citiem vardiem sakot, punkta x, funkcija
b(x) ir bezgaligi maza funkcija.

Ar funkcijas g(x) palidzibu mes ieguvam funkcijas f(x) tuvinajumu punkta xo € X
apkartné ar precizitati lidz bezgaligi mazai vertibai. Bet sada veida definéta problema nav
interesanta, jo tai ir parak visparigs, nenoteikts raksturs. Pirmam kartam, pieprasisim,
lai funkcijas g(z) butu “pietiekosi vienkarsas” nepartrauktas funkcijas. Tadas, protams,
ir linearas funkcijas y = Ax + B.

Apskatisim linearas funkcijas g(x), kuras punkta x, sakiit ar funkciju f(z). Sis fun-

kcijas var izteikt ar vienadojumu

g(x) = A(x — z0) + f(20),

kur A ir virziena koeficients (lenka, kuru atbilstosa taisne veido ar abscisu ass pozitivo
virzienu, tangenss). Atzimesim, ka jebkuras divas tadas linearas funkcijas

g1(x) = Ay(x — o) + f(xo) un go(z) = Az(x — o) + f(x0)

punkta zy apkartné novirzas viena no otras par lielumu g, (z) — g2(z) = (A1 — A2)(x — x0),
kas ir tiesi proporcionals starpibai x — xg.
Starp sim funkcijam noteikti atradisies ar1 “konstanta” funkcija, ta ir taisne, kas iet

caur punktu M (xg, f(zo)) un ir paralela abscisu asij. Ta ir lineara funkcija

g(x) = Az = w0) + f(0),

ja A = 0, jeb taisne g(z) = f(x¢), jebkuram z € X. Viegli redzet, ka funkcijas f(x)
tuvinajums ar funkcijas g(z) = f(zo) palidzibu punkta xy apkartne nav vislabakais.
Precizeésim uzdevumu. Pameéginasim atrast starp linearam funkcijam g(x) tadu, kurai

ir vismazaka novirze no f(x). Citiem vardiem sakot, meklesim tadu funkciju g(z), kurai
b(x) ir augstakas pakapes bezgaligi mazs, salidzinot ar x — = (ja x — x¢), t. i.,

lim b(z)

T—x0 T — X

=0.

Pedeja vienadiba nozime, ka dala %
seko, ka b(x) = a(x)(z — o).

Tada veida, punkta xy apkartne, jaatrod tada lineara funkcija g(z), lai

ir kada bezgala maza «o(z) (ja * — o), no ka

f(x) = g(x) = a(z)(x — x0),



jax — xg, ir augstakas kartas bezgaligi mazs neka x —xq. Atzimeésim, ka pedejo vienadibu
var parrakstit sadi: f(x) — f(zo) — A(z — x0) = a(x)(x — z¢). Tatad musu uzdevums ir
atrast Sis taisnes virziena koeficientu A.

Pienemsim, ka A ir zinams, tad no vienadibas f(x)— f(zo) — A(x — o) = a(x)(z —x¢)
ieglisim f@=f@) 4 — a(x). Ta ka a(x) — 0, ja z — xp, tad attiecibas f(2)=f(z0)

. Y . . . L—Z0o
robeza, ja x — xg, ir vienada ar A, t.i.,

i L@ = F@0) _
T—T0 r — 2o

Otradi, ja attiecibas robeza lim %ﬁxo) = A, tad %ﬁéxo) — A = a(z), no kurienes
T—T0

f@) = flxo) — Alz — 20) = a(z)(z — z0),
jeb
f(@) = (A(z — o) + f(20)) = alz)(z — o).
No visa ieprieks teikta seko, ka lineara funkcija g(x) = A(x — xo) + f(x0),
kur A = lim %ﬁéxo), pilnigi apmierina misu prasibu: punkta zq apkartné g(z) novirzas
T—T(
no f(x) par lielumu «a(z)(z — z¢), kas ir augstakas kartas bezgaligi mazais neka x — x
(ja z — x9).
Funkciju f(x), kuru punkta zo € X var izteikt sadi

f(x) = f(xo) + Alx — x0) + ax)(z — x0),

pieraksta
f(z) = f(xo) = A(x — x0) + ) (2 — 20),

bet dazreiz pieraksta arl robezveida (skat. “treso variantu”, p.3, §1). f(x) sauc par dife-
renceéjamu funkciju punkta xy (8eit A nav atkarigs no x — xo un a(z) — 0, ja  — x9).
Diferencejamiba intervala X tiek defineta ka diferencejamiba katra punkta z € X.

Skaitli
A= lim f(x) = f(z0)

T—0 T — Tg

sauc par funkcijas f(x) atvasinajumu punkta zp un apzime f’(xg), bet
A(x — z0) = f'(w0)(z — m0)

sauc par funkcijas f(x) diferenciali punkta zy un apzime df (Seit = € X, x # x9).

Tada veida punkta zo € X diferencejama funkcija f(x) ir funkcija, kuru punkta xg
apkartne var izteikt forma f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) + ax)(x — o), pie kam, ja
r — 1w, tad a(x)(z — xg) ir augstakas kartas bezgaligi mazs salidzinajuma ar = — .

Funkcija g(z) = f(zo)+f'(x0)(x—x0) ir vislabakais funkcijas f(x) linearais tuvinajums

punkta xo apkartne. Pie tam, funkcijas g(x) grafiks ir taisne

y — f(xo) = f'(wo)(z — x0),

kas iet caur punktu (zq, f(xo)) un kuras virziena koeficients ir f'(xo).



No f'(zg), t.i., robezas lim %ﬁéxo), geometriskas interpretacijas izriet, ka f’(x¢) ir
r—T0

funkcijas f(x) grafika punkta o novilktas pieskares virziena koeficients. Tas nozime, ka
linearas funkcijas g(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x¢) grafiks ir funkcijas f(x) grafika pieskare
punkta xg.
Iespejamiba attélojumu f : R — R punkta zy apkartne izteikt ar vispimerotako linearo
attelojumu ir diferencialrekinu pamatideja, proti, lokalas linearizacijas ideja.
2. Sakariba
x)— f(x
f() f( 0)—14201(.27)
Tr — 2o
jeb
f (x) — f (xO) /
——— — (%) = a(x
LI - ) = ao)
kur a(x) — 0, ja x — o, nozime, ka jebkuram ¢ > 0 eksiste tads ¢ > 0, ka visiem = € X,
kas apmierina nevienadibu |z — zo| < 0, izpildas nevienadiba

f(x) — f(xo)

T — X9

— fllzo)| <=
No &5 nevienadibas seko
—e(x — x0) < f(x) — f(x0) — f'(20)(z — @0) < (x — @p),
f@o) + (f'(wo) — &) (@ — wo) < f(x) < flwo) + (f'(20) + &) (@ — 20).

Katrai konkretai e (¢ > 0) vertibai skaitli f'(x¢) — e = ky un f'(x¢) + € = ko ir virziena
koeficienti divam taisnem, kas iet caur punktu (zo, f(xq))-
Nevienadibas

f(xo) + k1(x — x0) < f(x) < f(0) + kol — x0)

geometriska interpretacija nozime, ka punkta xy diferencejamas funkcijas grafiks, pietiekosi
maza punkta x, apkartne iet starp divam taisnem, kuras ar funkcijas grafika pieskari
punkta xy veido péc patikas mazus lenkus (skat. 2.T] ziméjumu).



2.1. zim.

3. Par funkcijas f(z) punkta z( lokalo linearizaciju sauc funkcijas f(x) punkta xg
apkartneé aizvietosanu ar linearo funkciju f(zo) + f'(x)(x — xo) ar precizitati lidz
a(z)(x — xp), kas ir augstakas kartas bezgaligi mazs lielums neka x — xg, ja © — .

Funkcijas lokalas linearizacijas pamatformulu var parrakstit sadi:

f(@) = f(xo) + f'(x0) Az + 1,

kur ~ ir augstakas kartas bezgaligi mazs lielums neka Ax, kur Az = x — xg, ja * — xg.
Dazu elementaro pamatfunkciju lokalas linearizacijas formulas:

1. f(z) =a" pien € N; 2" = xg +nx’g’1A:c +7;

2. fla) =

3. f(x) =a", a® = a™ + a™ lnaAx + 7;

4. f(x) =log, x, log, x = log, o + o lna + 7
5. f(z) =sinx, sinx = sinzg + cos xeAx + 7;
6. f(z) = cosx, cosx = cos g — sin xoAz + 7.

4. No vienadibas f(z) = f(xo)+ f'(zo) Ax+y viegli iegut funkcijas pieauguma formulu
f(z) — f(zo) = f'(xo)Ax + . To saisinati pieraksta sadi: Af = df +~, no kurienes izriet
aptuvena vienadiba A f & df, ja ir maza argumenta x novirze no x.

Beidzot, atmetot ~, viegli iegtit formulu

f(x) = f(xo) + f’(:Eo)Ax,



kuru izmanto tuvinatos rekinos.

5. Apskatitiem jautajumiem ir svariga mehaniska interpretacija. Uzdevums doto
funkciju petama punkta apkartne aproksimet ar linearu funkciju atspogulo svarigu ideju,
ka neliela laika intervala patvaligu procesu var aizstat ar vienmerigu. Atvasinajuma f’(xg)
matematiska izteiksme dod kustiga kermena momentana atruma formulu. Funkcijas dife-
rencialis punkta ir linearais attelojums f'(zo)(z—xo), tas tiek definéts ar novirzi no punkta
xo. Tas apraksta diferencéjamas funkcijas pieauguma uzvedibu punkta xo apkartné ar pre-
cizitati lidz bezgaligi mazai vertibai, salidzinot ar argumenta novirzi, un ir tads cela no-
grieznis, kuru noietu kermenis, ja tas laika intervala Ax parvietotos ar konstantu atrumu
f'(xo), t.i., vienmerigi.



2.3. Diferencejamiba un nepartrauktiba

No matematiskas analizes kursa ir zinams, ka no ta, ka funkcija ir diferencejama
punkta, izriet, ka funkcija ir arl nepartraukta Saja punkta, tomer apgrieztais apgalvo-
jums, visparigi runajot, nav patiess. Piemeram, funkcijas f(z) = |z| un ¢(x) = €l ir
nepartrauktas reala taisne R, bet nav diferencejamas punkta x = 0. ArT funkcija

rsinl, ja x#0,
9(5”)_{ 0, ja x=0.

nav diferencéjama punkta x = 0, bet ir nepartraukta reala taisne R. Atzimesim, ka
funkcijam f(x) un ¢(z) punkta = = 0 eksiste atvasinajumi no kreisas un no labas pu-
ses, kas sava starpa nav vienadi. Funkcijai g(z) punkta x = 0 neeksisté vienpusejie
atvasinajumi.

Funkcija h(z) = |sinz| ir nepartraukta kopa R un nav diferencéjama sanumurejama
punktu kopa x = km, kur k ir vesels skaitlis.

Liela mera negaidits var but gadijums, kad funkcija, kas ir defineta kopa R, ir
nepartraukta un diferencéjama tikai viena punkta. Ta (skat. 1., 2. paragrafa ] pun-
ktu) tika apskatita funkcija

2 . . . — . .
x®, ja x ir racionals skaitlis,
f(z) = { 2

—x”, ja x ir irracionals skaitlis.

Funkcija f(z) ir nepartraukta tikai viena punkta zo = 0, nav gruti paradit, ka f(x) arT ir
diferencejama saja punkta un f’(z) = 0. Tiesam

z—0 o —x, ja x ir irracionals skaitlis.

f(x) = flwo)  flx) { x, ja x ir racionals skaitlis,
Tad lir%% =0, tas ir, f/(0) = 0.
Augstak apskatitie piemeri var radit prieksstatu, ka katrai nepartrauktai funkcijai ek-

siste atvasinajums visos funkcijas nepartrauktibas punktos, iznemot funkcijas ipaspunktus.

Tomer matematiskaja analize dazados laikos, sakot ar pagajusa gadsimta pirmo pusi, ir

konstrueti nepartrauktu funkciju, kas nav diferencejamas neviena punkta, piemeri.
Vienu no tadam funkcijam izdevas konstruet veicot bezgaligi daudz funkcijas |z|

nobides. Tiesam, funkcija |x| ir visur nepartraukta, bet nav diferencéjama punkta = = 0.
Veicot §1s funkcijas “nobides”, var iegut visur nepartrauktu funkciju, kurai neeksiste
atvasinajums katra dotas galigas kopas punkta. Veicot bezgaligi daudzas funkcijas |z|
nobides ieguist meklejamo funkciju. Ta, kada etapa konstruejot lauzto Imiju, kas balstas
uz abscisu asi, un kuru posmu virziena koeficienti ir 1, talak konstrue lauzto Imiju ar
vel smalkakiem posmiem un tadiem paSiem virziena koeficientiem, utt. (sk. [16], II, 480.
Ipp.).
Pienemsim

B z, jaOSwé%,
fo(x)—{ l—z, jast<z<l,



un periodiski turpinam $o funkciju pa abscisu asi ar periodu 1. Talak define f,(z) =
4% fo(4™z), kuras periods ir 4=™ un kurai visur (izpemot “stura punktus”) eksiste atvasi-
najums, kas ir vienads ar +1 un —1. Beidzot define

f(z) =) fule),

kur f,(z) ir nepartrauktas funkcijas. Ta ka 0 < f,(z) < 55 (jebkuram n = 0,1,2,...),

o0 oo
. > — - . . 1 — . - —
rinda > 0 fn(z) mazore un mazorante ir konverggjosa rinda » 0 547+ Tad pec Veierstrasa
n= n=

oo

pazimes rinda Y f,(x) vienmeérigi konverge visa kopa R. Funkcija f(z) ir nepartraukta
n=0

funkcija ka nepartraukto funkciju vienmerigi konvergejosas rindas summa. Tomer f(x)

nav diferencéjama neviena kopas R punkta. (Sk. [16], IT, 481. lpp.)
Nepartrauktam funkcijam, kuram neeksiste atvasinajums, nav atrasts nekads pielieto-



2.4. Par attelojumu lokalo tuvinajumu ar polinomiem

2.2. paragrafa bija pieradits, ka punkta x, diferencéjama funkcija f(x) § punkta ap-

kartne var tikt pierakstita forma
f(@) = f(zo) + f'(2o)(x — 20) + () (z — 20),
jeb, apzimejot © — xg = h, forma
f(xo+h) = f(xo) + f'(x0)h + ah,

kur ah ir augstakas pakapes bezgaligi maza vertiba salidzinot ar h, ja h — 0. Tas ir

illirr(l) aTh = 0. Vertibu ah, kuras attieciba pret h tiecas uz nulli, ir pienemts apzimet ar
o(h). Tapec

f(zo+h) = f(zo) + f'(z0)h + o(h).

Ja tuvinajuma precizitate funkcijai f(zo + h) ir pietiekosa un mes nepemsim vera
augstakas kartas, salidzinot ar h, bezgaligi mazas vertibas o(h), tad jebkurai funkcijai
f(z) formula f(xg + h) = f'(xo)h + f(x0) dod labu tuvinajumu punkta z, apkartne,
izmantojot linearas funkcijas.

Formulas piemeérotiba, runajot par funkcijas f(xg + h) tuvinatu izteiksanu (petisanu,
izskaitlosanu), pilnigi atkariga no o(h) precizitates pakapes. Lokalas linearizacijas uzdevu-
mam $o precizitates pakapi pilnigi raksturo lielums o(h), ko mes nepemsim vera. Tomer,
var gadities, ka biis vajadziga lielaka lokala tuvinajuma precizitate, iespejams, bis va-
jadziba nemt vera h? kartas lielumus un mes varesim nepemt vera tikai o(h?) veida
lielumus, t.i., bezgaligi mazus lielumus, salidzinot ar h? (tas ir, otras kartas bezgaligi
mazs lielums salidzinot ar h). Saja gadijuma dabiski funkcijai f(zo + h) meklet tadu
otras pakapes polinomu cy + ch + c2h?, lai pie pietiekosi mazam h vertibam izpilditos
vienadiba

f(zo+h) = co+ c1h + coh? + o(h?),
kur ¢y, ¢1, ¢y ir konstantes, koeficienti, kas nav atkarigi no h.

Lidzigi turpinot spriedumus talak, acimredzot var pieprasit nemt vera h" kartas lie-
lumus, tada veida mes nepemsim vera bezgaligi mazus lielumus o(h™) un nonaksim pie
polinoma cg + ¢ih + coh* + ... + c,h"™ = P,(h) meklesanas, kur P,(h) ir tads polinoms,
ka f(xog+ h) = P,(h) + o(h™).

Ja 80 uzdevumu var atrisinat, t.i, ja eksisté tads polinoms, tad funkciju f(xo + h)
jeb funkciju f(z), ja @ = xo + h, (ta var but loti sarezgita funkcija) var aizstat ar n-tas
pakapes polinomu. Atzimesim, ka gadijjumam n = 1 $is uzdevums ir atrisinats lokalas
linearizacijas ietvaros, jo mes ieguvam pirmas pakapes polinomu f(xg) + f'(zo)h, kur
co = f(xo) un ¢ = f'(x). Tagad noformulesim visparigo uzdevumu - dotajam difer-
encejamajam attelojumam atrast lokalo tuvinajumu punkta xy apkartne, izmantojot n-tas
pakapes polinomu. So uzdevumu var nosaukt par attelojuma “lokalas polinomizacijas”
uzdevumu.

Rodas $adi jautajumi. Pirmkart, vai eksiste polinoms P, (h) = cy+cih+coh®+. . .+c,h™
ar koeficientiem, kas nav atkarigi no h, un kuram f(zo + h) = P,(h) + o(h™), ja h — 0.
Otrkart, ja eksiste sads polinoms, tad kadi ir ta koeficienti?



No matematiskas analizes kursa ir zinams, ka noformulétajai problemai ir atrisinajums.
Tas ir Teilora polinoms

Pu(h) = f(xo) + f(wo)h + - + mf(")(xo)h”.

Rezultata iegustam Teilora formulu:

1 1
f(zo+h) = f(zo) + f(w0)h + Ef”(xo)h2 +-t Ef(n)@o)hn + o(h").
Teilora formula pieprasa, lai punkta z( eksistetu visu kartu lidz pat n-tajai kartai ieskaitot,
atvasinajumi, tapec nepiecieSsams, lai funkcijai f kada punkta zy apkartne eksistetu atva-
sinajumi =V, f(=2) o f7
Lai pilnigi atrisinatu So uzdevumu, apskatisim robezu

lim o(h") = lim f@o+h) = P"(h).
h—0 h" h—0 h™

Apzimesim f(zo + h) — P,(h) = ¢(h) un paradisim, ka }llirr(l) ‘p}gﬁ) = 0.

Diferencgjot o(h), viegli iegiit, ka p(0) = ¢'(0) = ... = ©"=2(0) = 0, tad saskana ar
Lopitala kartulu llzin(l) “’h(ff) =...= }lliH(lj ‘p(n;!l}z(h). Labas puses robeza eksiste un ir vienada
ar 0.

Tiesam,

(n—1) (n—1) _ f£(n-1)
o h) 1 T @o+h) — U () _
AT h ST o) ) =0,
jo
(n-1) ) — 1)

Tada veida ir pieradita Teilora formulas piemerotiba izvirzitajam uzdevumam. Teilora

formulu biezi pieraksta sadi:

f(n)(a;o)

n!

F&) = Flao) + £ ) - w0) + Lo (@ )2 g

(x —z0)" + o(h").

Locekli o(h™) saja formula sauc par funkcijas f(z) Teilora formulas punkta zq apkartne

atlikuma locekli un apzime ar R, (z), R, (z) raksturo dotas funkcijas novirzi no polinoma.
No matematiskas analizes kursa ir zinamas dazadas Teilora formulas atlikuma locekla

R, (x) formas. Visbiezak izmanto Lagranza formu

SO (20 4 Oz — x0))
(n+1)!

Ry (r) = )"

(x — xq

)

un Kost formu

D) (2, T — X 1
Ro(a) = L0 E O 20)) (g gy gyt

n!




kur 0 < © < 1, abam formam pienem, ka punkta x, apkartné eksisté atvasinajums f™+1).
Teilora formula f(z) = P,(z) + R,(x) ir viena no diferencialrekinu centralajam for-

mulam. ST formula ir svarigs pétisanas darbariks matematiskaja analizé un tas pieliku-
mos, jo ta palidz izteikt funkciju f(x), ka ta ir pietiekosi daudzas reizes diferencejama
un defineta punkta xy apkartne, ka n-tas pakapes polinoma un atlikuma locekla summu,
pie tam atlikuma loceklis, kad x tuvojas xg, ir augstakas kartas bezgaligi maza funkcija
salidzinajuma ar |z — xo|" ™.

Teilora formulas specialgadijums ir formula

f(z) = f(zo) + Ro(z),
kur Ry(x) = f'(xg + O(z — z0))(z — o) jeb

f(x) = fzo) = (& — o) f' (20 + O(x — 20)).

Ka zinams, So formulu sauc par Lagranza formulu par galigiem pieaugumiem. Ta

apgalvo, ka nepartrauktas un diferencejamas punkta xy apkartné funkcijas pieaugums,
pie dota h = x — zg, ir vienads ar §is funkcijas diferenciali punkta & = zy + ©h, pie ta
pasa h.

Atzimeésim, ja f(z) interpretet, ka materiala punkta kustibas likumu, tad f(z)— f(xo)
ir parvietojums laika posma x — zy. Tad Lagranza formula nozime, ka materiala punkta
atrums f’ kada laika momenta ¢ (no laika intervala zy lidz z), ir tads, ka, ja saja laika
intervala materialais punkts kustetos vienmerigi ar konstantu atrumu f'(£), tad punkts
veiktu attalumu f(z) — f(zo). Lielumu f’(§) dabiski uzskatit par kustibas vidéjo atrumu
laika intervala no zy lidz z, tas ir,

£(2) = f(zo)

r — 2o

f'(§) =



3. Mers un integralis

leprieksejos paragrafos mes izpetijam attelojumu visparigas 1ipasibas, izmantojot punkta
apkartnes jedzienu. Tika apskatits neliels skaits aksiomu, kuras apmierina punkta apkartnes.
Tomer mes nenodarbojamies ar merisanu, t.i., ar kvantitativu intervalu garumu nover-
tejumu. Visi apskatitie matematiskas analizes jedzieni (funkcija, robeza, nepartrauktiba
un c.) un to ipasibas vareja apskatit gan pietiekosi maza intervala, gan visa reala taisne.
Izpetito kopu 1pasibas nemainijas savstarpéji viennozimigos un savstarpeji nepartrauktos
attelojumos (attieciba pret siem attelojumiem apskatitas ipasibas bija invariantas, t.i.,
neatkarigas no metrikas). Tagad mes interesésimies arl par kopas mérisanas jautajumiem,
pirmam kartam par kopas meru. Kopas mers ir nogriezna garuma, figuras laukuma,
kermena tilpuma jedzienu visparinajums. Tas intuitivi asoci€jas ar “kopas masu” pie
noteikta kopas sadalijuma telpa. Kopas mera jedziens paradas reala mainiga funkciju
teorija sakara ar integrala jedziena pétisanu un visparinasanu.

Lai patvaligai ierobezotai kopai F kopa R noteiktu meru, vajag atrast tadu skaitli
mFE, ko sauc par kopas F meru, lai izpilditos sadi nosacijumi:

1. Kopas E mers ir nenegativs skaitlis, t.i., mE > 0;

2. Ja kopas E; un FE, ir kongruentas, tad mE; = mFE, (invariances 1pasiba attieciba
uz kustibu);

3. JaE=JE kur ExNEy =@, jak # Kk, tad mE = mE}) (aditivitates ipasiba);
k k
4. Ja E =[0;1], tad mE = 1 (etalona izvele).

Jaatzime, ka tresaja nosactjuma, ja F = |J Ek,, (t.i., sanumuréjama jeb pilna adi-
k=1

tivitate), tad izvirzitais uzdevums nav atrisinams pat telpa R = R;.
n
Ja E = |J Fk, (galiga aditivitate), tad saskana ar Banaha teoremu, izvirzitajam
=1

uzdevumam ir pozitivs atrisinajums telpas R; un Ry, tomeér telpas R,, (n > 3) uzdevums
nav atrisinams (Hausdorfa teorema) (Seit Ry, (k € N) ir k-dimensiju Eiklida telpa).

Matematiskas analizes kursa apgabaliem, kurus ierobezo slégts kontirs, ir ieviests
kvadréjamibas jedziens, analogiski arT kubejamiba. Sie jedzieni ir saistiti ar méru Zordano
nozime, kas pieprasa galigas aditivitates Ipasibas izpildisanos. Tada veida, Zordano méra
definicijas apgabals ir gredzens, kas ir slegts attieciba pret galiga skaita kopu apvienojumu.
Sis fakts butiski sasaurina Zordano meéra pielietosanas robezas. Tomeér Zordano mera
definesanai ir izcila pedagogiska loma.



3.1. Garums un laukums

1. Parasti nogriezna garuma jedzienu apraksta ar merisanas procesu. Par nogriezna
garumu sauc art attelojumu d(A), kas ir definéts visu nogrieznu kopa, bet vertibas pieder
kopai R un apmierina $adus nosacijumus:

1. d(A) > 0;
2. ja nogriezni A; un A, ir kongruenti, tad d(A;) = d(Ay);

3. ja diviem nogriezniem A; un A, nav kopigu ieksejo punktu, tad d(A; U Ag) =
d(Ay) + d(Ay);

4. par nogriezna A, kas ir pienemts par vienibas nogriezni, garumu pienem skaitli 1,

£, d(Ag) = 1.

Tada veida, garums d(A) ir funkcija, kura ir defineta visu nogrieznu kopa, pienem vertibas
no R un apmierina 1-4 nosacijumus. Citiem vardiem runajot, garumu define ka attelojumu
d:{A} — R, kas apmierina 1-4 aksiomas.

Atzimesim, ka katram fiksetam vienibas nogrieznim A, eksiste viens vienigs attelojums
d: {A} — R, kas apmierina 1-4 aksiomas. STteoréma par eksistenci un vienigumu atrisina
jautajumu par aksiomatikas nepretrunibu. Tapat ir pieradita So ¢etru aksiomu pilniba un
neatkariba.

2. Kaut gan laukuma jedziena ieviesana realizéjas pec tas paSas shémas, tomer
tai ir savas Ipatnibas. Atskirtba no garuma, kas tiek definets jebkuram nogrieznim,
laukums netiek definets jebkurai figurai, bet tikai specialu plakano figuru, kuras sauc
par kvadrejamam, klasei. Sadu figuru klasi var izveleties dazadi, bet jebkura gadijuma
“vienibas” kvadrats pieder apskatamajai kvadrejamo figuru klasei.

Kvadrejamo figuru vienkarsaka klase ir visu plakanu daudzsturu klase {M}. Par
laukumu daudzsturu kopai {M} sauc attelojumu @ : {M} — R, kuram izpildas sadi
nosactjumi:

1. Daudzstura laukums Q(M) > 0;

2. Ja M; un M, ir kongruentie daudzsturi, tad Q(M;) = Q(Ms), t.i., daudzsturu
laukumi ir vienadi;

3. Ja diviem daudzsturiem M; un M, nav kopigu ieksejo punktu, tad Q(M; U My) =
Q(My) + Q(My);

4. Vienibas kvadrata My laukums Q (M) ir vienads ar 1.

Tapat ir speka apgalvojums, ka fiksetam vienibas kvadratam M, eksiste viens vienigs
attelojums @ : {M} — R, kas apmierina 1-4 nosactjumus. Laukumu teorija attistas
talak paplasinot kvadrejamo figtiru klasi. Pec tas pasas shemas ir izveidota daudzskaldnu
tilpumu teorija.

Matematiskas analizes kursa tiek apskatiti kvadrejami un kubejami apgabali, balstoties
atbilstosi uz daudzstura laukuma un daudzskaldna tilpuma jedzienu. Ta, piemeéram,
plaknes “apgabalu” merisanas definicija sastav no sadiem apgalvojumiem:



1. Par apgabala P ieksejo laukumu sauc daudzstiiru, kas ieklaujas apgabala P, laukumu
kopas infimu (augsejo slieksni vai precizo augsejo robezu).

2. Par apgabala P arejo laukumu sauc daudzsturu, kas ieklauj sevi apgabalu P,
laukumu kopas supremu (apaksejo slieksni vai precizo apakséjo robezu).

3. Ja apgabala P ieksejais un arejais laukums sakrit, tad apgabalu P sauc par kvadre-
jamu, bet ieksejo un arejo laukumu kopigo vertibu sauc par apgabala P laukumu.

Patvaligas ierobezotas kopas Zordano mera definicijas pamata ir &1 ideja. Apskatisim
So uzdevumu linearu kopu gadijuma.



3.2. Kopas Zordano mers

Apskatisim kopa R ierobezotu kopu F, kura, protams, pieder kadam nogrieznim [a, b].

Sadalisim nogriezni [a,b] ar punktiem a = xy < 21 < x93 < -+ < x, = b parcialno-
grieznos (g, rr41], kur k = 1,2,...,n — 1. Ar A apzimesim visu parcialnogrieznu, kas
ieklaujas kopa FE, garumu summu, bet ar B apzimesim visu parcialnogrieznu, kas satur
vismaz vienu kopas F punktu, garumu summu. Acimredzot, A < B.

Nogriezni [a, b] var sadalit bezgaligi daudzos veidos. Tad summas A un B, visparigi
runajot, arl var pienemt bezgaligi daudz vertibas. Visu iespejamo A vertibu kopa {A}
ir ierobezota no augsas, tai eksiste preciza augseja robeza sup{ A}, bet visu iespejamo B
vertibu kopa {B} ir ierobezota no apaksas, tai eksiste inf{B}. Ta ka vienmer A < B,
tad sup{A} < inf{B}.

sup{A} sauc par kopas E ieks€jo méru un apzimeé mFE, bet inf{B} sauc par kopas
E arejo meru un apzime mkE. Ja ieksejais un arejais mers sakrit, tad kopu F sauc par
merojamu Zordano nozimé, jeb vienkarsi merojamu, bet iekséja un areja mera kopejo
vertibu mE sauc par kopas F Zordano méru. Tatad, mFE = mE = mE. Ja mE # mE,
tad kopu E sauc par nemerojamu Zordano nozime.

No Zordano meéra definicijas izriet, ka m|a, b] = b—a un m(a,b) = b—a. Viegli redzet,
ja kopa E sastav no galiga skaita intervaliem vai nogriezniem, kas savstarpeji neskelas,
tad sis kopas E mers ir vienads ar visu nogrieznu vai intervalu meru summu. TuksSas
kopas meéru pienem vienadu ar 0. Beidzot, mla, a]=a-a=0, t.i., punkta mers ir nulle.

Atzimesis dazas Ipasibas:

1. jakopa E C [a,b] ir mérojama, tad arT kopas E papildinajums lidz nogrieznim |[a, b],
t.i. C'E, ir merojams;

2. ja E; un F, ir merojamas kopas bez kopigiem ieksejiem punktiem, tad to apvieno-
jums ar1 ir merojama kopa, pie kam m(FE; U Ey) = mFE; + mEs;

3. ja kopas Ej un E, ir mérojamas un £y C Fy, tad mE; < mEs (méra monotonitates
1pasiba);

4. ja kopas F; un Ey ir mérojamas, tad arl kopas F; U Ey, Ey N Ey un By \ By ir
merojamas.

Pedgja 1pasiba, ja izpildas nosacijums Ey C Ey, tad m(E; \ Ey) = mE; — mEs.

Merojamai kopai E' ir pozitivs mers tad un tikai tad, ja kopai ir vismaz viens ieksejs
punkts.

Atzimésim $adu mérojamas Zordano nozimé kopas pazimi:

Kopa E C [a,b] ir merojama tad un tikai tad, ja katram ¢ > 0, eksisté nogriezna [a, b]
tads sadalijums parcialnogrieznos ar garumu summam A un B, ka B — A < e.

Pienemsim, ka dota mérojama netuksa kopa £ C R. Ja katram punktam x € F
un jebkuram nedegenerétam nogrieznim A ar centru punkta z, skeluma A N F mers ir
pozitivs lielums, tad kopu E sauc par homogenu. No Sejienes seko, ka:

1. jebkura homogena kopa ir mérojama kopa un tai ir pozitivs mers;



2. jebkura netuksa, meérojama, valeja kopa ir homogena;
3. jebkuras merojamas, valejas kopas slegums ir homogena kopa;

4. galiga skaita homogenu kopu apvienojums ir homogena kopa.

Atzimesim, ka uz taisnes jebkur$ intervals ir homogena kopa; tacu kopa, kas sastav
no [0, 1] un punktiem 1%, 1%, 1%, R %H, ..., kaut gan ir merojama un mers ir
pozitivs, tacu nav homogena kopa.

Ka jau tika atzimets, mera definicija Zordano nozimé ir pietiekosi saura. Pieméram,
kopa Qa4, t.d., visu nogriezna [a,b] racionalo punktu kopa, nav merojama Zordano
nozime. Tiesam, lai ka mes nesadalitu [a,b] parcialnogrieznos, nebus neviena parcial-
nogriezna, kas pilnigi ieklautos kopa Q[q4, no ta seko, ka mQp = 0. Taja pasa laika
katrs parcialnogrieznis satur kopas ([, punktus, no ta seko, ka va[a,b] = b — a. Tatad,
MQap 7 M, N0 kurienes seko, ka kopa (.5 nav merojama Zordano nozime (sikak
skat.: [4], 1.9. (linearu kopu gadijuma); [I5] (plakanu un telpisku kopu gadijuma); [6]
1. paragrafs (n-dimensionalas eiklida telpas kopas gadijuma)).



3.3. Par integralrekinu pamatu izveidi

Integralrekini sakuma attistijas neatkarigi no diferencialrekiniem, bet velak tie kluva
savstarpeji saistiti, jo visas pamatproblemas ir savstarpeji apgrieztas.

Savstarpeja saikne starp §im divam matematiskas analizes centralajam nozaréem para-
das integresanas teorijas logiskajas konstrukcijas. Viena gadijuma integresanu define ka
operaciju, kas ir apgriezta diferencesanai, otra gadijuma abas operacijas definé neatkarigi,
péc tam noradot to savstarpejo saikni. Konstruejot integralrekinu teoriju, diskusijas
izraisa jautajums, ar ko sakt izklastu: ar nenoteikta integrala jedzienu vai noteikta integ-
rala jedzienu?

Sakot izklastu ar nenoteikta integrala jedzienu, noteikto integrali pec tam ievies ar
kadu no sadiem panémieniem:

1. ka primitivas funkcijas pieaugumu nogriezni definetajai funkcijai;
2. ka integralsummas robezu;
3. ka augseja un apakseja Darbi integralu kopejo vertibu;

4. ka funkcijas f(z) primitivas funkcijas Q(x) vertibu starpibu Q(b) — Q(a), ko iegust,
izmantojot nenoteikta integrala geometrisko interpretaciju - Iikliiju trapeces lau-
kums intervala [a, z], kur = b ir fikséts labais galapunkts.

Sakot izklastu ar noteikta integrala jedzienu, talak visbiezak integrali define ka in-
tegralsummas robezu, atzimejot, ka tieSa integralu aprekinasana ir loti sarezgits uzde-
vums, tapec integrala aprekinasanai nepieciesams sameklet vienkarsakas metodes. Pec
tam definé primitivo funkciju un Nutona-Leibnica formulu noteikta integrala aprekinasa-
nai.

Sie izklasta veidi ir lidzvertigi no formalas logikas viedokla, tomer tie loti atskiras no
pedagogiska viedokla. Ja izklasta primarais merkis ir dot logisko prieksstatu un idejas,
kas ir to pamata, tad butu lietderigi integralrekinu teoriju sakt ar uzdevumu, atrast
diferencesanai apgriezto operaciju, kas noved pie primitivas funkcijas un noteikta integrala
jedziena. Ja teorijas pasniegSanas merkis ir uzsvert integreSanas praktisko pielietojumu,
tad izklastu varetu sakt ar noteikta integrala jedzienu. Protams, Sos ieteikumus nevajag
uztvert parak kategoriski.

Macot matematiku vidusskola, vienadi svarigi ir paradit ne tikai matematikas logisko
uzbtuvi, bet arl praktisko pielietojumu. Tomer butu lietderigi dot prieksroku pirmajai
tradicionalai integralrekinu teorijas izklasta shemai, kura ir realizeta gandriz visas augst-
skolas macibu gramatas. Jau diferencejot funkciju rodas doma par apgrieztas operacijas
eksistenci, tada veida integresana dabiski paradas ka diferencesanas apgriezta operacija.
Tadejadi, kad nonak pie integresanas praktiska pielietojuma, jau ir apguta integresanas
tehnika. Beidzot, tada pieeja ir ne tikai integralrekinu pamata, bet art diferencialviena-
dojumu teorijas pamata.



3.4. Integralis

1. Visbiezak, pirms noteikta integrala definesanas, apskata dazus konkretus uzdevu-
mus. Piemeram, tadus: kermena noieta cela aprekinasana; mainiga lieluma speka veikta
mehanika darba aprekinasana; liklinijas trapeces laukuma aprekinasana, un citus uzde-
vumus, risinot kurus, izmanto, péc buitibas, vienu un to pasu matematisko metodi. ST
metode ir konkreta veida summas robezas noteiksana. Péc tam no konkreta uzdevumu
risinasanas pariet uz ta atrisinasanas metodes analitiskas struktiiras analizi. Nogriezni

b
la, b] ierobezotas funkcijas f(z) noteikto integrali [ f(x)dx definé ka integralsummas

n—1 .
> f(&)Axy robezu (ja tada eksiste), pie nosacijuma, ka max Azy — 0. So shemu sauc
k=0
par integreSsanu Rimana nozime, bet pasu integrali sauc par Rimana integrali.

Tada konstruktiva pieeja nodrosina, pirmkart, st jedziena biutibas izpratni, otrkart,
saglaba vienotibu viendimensijas un daudzdimensijas integralu definesana.

_ n—1

Ipasu uzmanibu japievers integralsummas » | f(&;)Axy robezai, ja A = max Az, — 0.

k=0

Sirobezpareja ir pietiekosi sarezgita un savdabiga. Procesu, kad integralsumma (Rimana)
tiecas uz savu robezu, pie nosacijuma, ka A\ — 0, gruti paskaidrot, pamatojoties uz kadu
vienu mainigo (neatkarigo), ka bija darits agrak. No pirma acu uzmetiena liekas, ka par
tadu mainigo var panemt A, tomer integralsumma nav viennozimiga argumenta \ funkcija,
tapec, ka katrai izveletai A vertibai atbilst bezgaligi daudz dazadu “sadalijumu” (T). Ja
nolemtu fikset art sadalijumu, tad vienalga punktu & izveli parcialnogrieznos var veikt
bezgaligi daudzos veidos.

n—1
Funkcijas f integralsumma o = > f(&§)Axy ir nogriezna [a,b] “sadalijuma” T un
k=0

b
punktu &, funkcija. Skaitli I = [ f(z)dx sauc par summas o robezu, kad A\(T) — 0, ja

katram e > 0 eksiste tads § > 0, ka jebkuram sadalijumam 7', kuram A(7T") < 4, un pie
jebkuras punktu & € [y, Tx41] izveles izpildas nevienadiba |I — 0| < e.

Atzimesim, ka, lai I butu o robeza, nepiecieSsams, lai katram € > 0 eksistetu tads o > 0,
lai pie A(T") < ¢ izpilditos bezgligi daudzas nevienadibas | —o| < ¢, katra no kuram atbilst
vienam punktu &, izvéles variantam atbilstosajos parcialnogrieznos (£ € [, Tri1])-

Sadalijumu 7', kuram katra parcialnogriezni [xy, x4 1] ir izvelets patvaligs punkts &
(k=0,1, 2,...,n—1), sauc par “sadalijumu ar atzimetiem punktiem”. Skaitli I sauc par
integralsummas o robezu, kad A(T') — 0, ja katram ¢ > 0 eksiste tads 6 > 0, ka katram
sadalijumam ar atzimeétiem punktiem, kuram \(7") < 6, izpildas nevienadiba |I — | < e.

2. Definicijai “e — § valoda” var dot ekvivalentu definiciju “virknu valoda”. (skat.
[12], 32. paragrafs)

3. Pieradot teoremu par to, ka katrai nogriezni [a, b] nepartrauktai funkcijai eksiste
xT

primitiva funkcija, ka zinams, apskata funkciju ¢(z) = [ f(t)dt, kur a < 2 < b, un kura

ir viena no funkcijas f(x) primitivajam funkcijam nogriezni [a, b]. Tomeér f(z) primitivas
funkcijas ¢ un F' atskiras par konstanti, tatad, ¢(x) — F(x) = C. Ja x = a, tad iegusim



p(a) — F(a) = C. Taka ¢(a) =0, seko C = —F(a). Tapec

/ F(B)dt = p(z) = F(z) + C = F(z) — F(a).

Tada veida, [ f(t)dt ir funkcijas f tada primitiva funkcija, kura vienada ar nulli, ja
T b

& = a. Seit noteiktais integralis [ f(¢)dt ir primitiva funkcija, bet lielums [ f(¢)dt ir s

primitivas funkcijas parciala vertiba, ja x = b.

4. Eksiste ar1 citi noteikta integrala uzdosanas panemieni. Integrali var apskatit ka
intervala aditivu funkciju. (skat. [10], 9. nod.) Var izmantot arT integrala aksiomatiskas
uzdosanas iespeju. Pienemsim, ka katrai gabaliem nepartrauktai funkcijai f(x) nogriezni
[A, B] un katram nogrieznim [a,b] C [A, B] atbilst skaitlis I°(f), kuram izpildas sadi
nosacijumi:

1. katrai konstantei k € R izpildas vienadiba I’(kf) = kI°(f);

2. jebkuram gabaliem nepartrauktam funkcijam f un ¢ izpildas vienadiba:
L(f) + Io() = I(f + »);

3. I)(1) = b —a;
4. jebkuriem a < ¢ < b izpildas vienadiba I(f) = IS(f) + I(f);

5. eksiste tada konstante k, ka izpildas nevienadiba:

112(f)] < k‘s[zuglﬂ

Jebkurai gabaliem nepartrauktai funkcijai f izteiksmi I°(f), kurai izpildas Sie pieci
b
nosacijumi, sauc par §is funkcijas noteikto integrali intervala [a, b] un apzimé [ f(x)dz.
a
5. Biezi, definejot noteikto integrali, Rimana integralsummas sarezgito robezpareju
aizvieto ar citu tai ekvivalentu shemu, ko nosaciti sauc par “Darbu shemu”. Izmanto-
jot to, sakumposma var iztikt bez robezparejas. Nogriezni [a,b] apskata nepartrauktu
funkciju f(z) un patvaligam sadalijjumam 7T konstrué divas Darbu summas: apaksgejo

n—1 _ n—1
Sy = > mpAzy un augsejo Sy = > MpAxy Darbu summu, kur my un M ir atbil-
k=0 k=0

stodi funkcijas f(x) preciza apakieja un augseja robeza intervala [y, 2x,1]. Sis summas,
atskiriba no integralsummam, ir atkarigas tikai no sadalijuma 7'. Jebkuram sadalijumam
iegtitas kopas {S} un {S} ir ierobezotas. Stm kopam eksiste I = sup{Sr} un I = inf{Sr},
ko atbilstosi sauc par apakséjo un augsejo Darbii integrali. Ja izpildas vienadiba I = I,
tad So kopejo vertibu sauc par funkcijas f(z) noteikto integrali nogriezni [a, b] un apzime

[ fayde.



6. Rimana integrala jedzienu var apskatit arl izmantojot jedzienus robeza péc virziena
un robeza pec bazes. (skat. [18], 301. Ipp. un [§],1. sejums, 337.-338. Ipp.)

7. Ka zinams no matematiskas analizes kursa, funkcijas f ierobezotiba nogriezni
[a, b] ir integréjamibas nepiecieSama pazime; funkcijas f nepartrauktiba nogriezni [a, b] ir
integréjamibas pietieckama pazime. Ierobezotas funkcijas f nogriezni [a, b] integréjamibas
nepiecieSama un pietiekama pazime ir nosacijuma }gr(l) Sr = }\15% Sy izpildisanas. Pedeja

vienadiba ir lidzvertiga nosacijumam ;in% (ET — §T) =0, bet ta ka

n—1 n—1
ET - §T = Z(Mk - mk)Aﬂl?k = Zw(f, Ak>Axk7
k=0 k=0
kur Ay = [z, zry1] ir sadalijuma parcialnogriezni, seko, ka nogriezni [a,b] ierobezota
n—1
funkcija f ir integrejama Rimana nozimeé tad un tikai tad, ja }\irr(l) S w(f, Ap)Azy = 0.
—0%=0

(Integrejamibas Rimana nozime kriterijs).

Funkcijas nepartrauktiba nogriezni garante tas integrejamibu Saja nogriezni. Tomer
eksiste ierobezotas funkcijas ar partraukuma punktiem, kas ir integrejamas Rimana
nozime. Ka piemeru var minet partrauktas nogriezni monotonas funkcijas. Ka arl var
konstruet ierobezotu, bet nogriezni neintegrejamu funkciju. Piemeram, funkcija

L, ja zeQ,
f@)_{o, ja zeR\Q,

nav integréjama nogriezni [0, 1], tapéc, ka

3
—

0

=
Il

bet tas nozime, ka o robeza neeksiste.
Pie nogriezna [a,b] sadalijuma parcialnogrieznos un punktu &, € [rg,xpy1] izvéles
n—1
tika prasits, lai eksistetu robeza o = Y f(&)Axg, kas nebutu atkariga no punktu & €
k=0
[k, T4 1] izveles. Punkts & var but jebkurs nogriezna [z, xx11] punkts, tomer & izvele
nedrikst butiski ietekmet o vertibu. To var panakt, ja pietiekosi tuvi punkti & un &,
nogrieznl [z, Tx+1] nodrosina lielumu f(&) un (&) nelielu atskiribu. To var sagaidit,
ja funkcija f(z) ir nepartraukta nogriezni [a,b]. Ja funkcija f(z) ir partraukta, nevar
garantet, ka, ja A — 0, eksisté o robeza; Saja gadijuma abscisu tuvums ne vienmer
nodrosina ordinatu nepiecieSamo tuvumu.

Rodas jautajums: cik liela mera ir pielaujama funkcijas partrauktiba un kadai jabut
funkcijas partraukumu punktu kopai, lai funkcija butu integrejama? Pameéginasim to
noskaidrot.

Jau pagajusa gadsimta sakuma Lebegs visparinaja mera jedzienu, tada veida paplasinot
merojamu kopu klasi. Saskana ar Lebegu, kopas F (E C R) mers ir 0, (kopa £ ir nulles
mera kopa), ja katram ¢ > 0 eksiste kopas F parklajums, kas ir ne vairak ka sanumurejama
intervalu, kuras garumu summa neparsniedz ¢, sistéma.



Viegli redzet, ka viens punkts un kopa, kas sastav no galiga punktu skaita, ir nulles
mera kopas. Ar nulles mera kopu ne vairak ka sanumurejams apvienojums ir nulles mera

kopa. Nulles mera kopas apakskopa ir nulles mera kopa.
n—1
Saskana ar integrejamibas kriteriju, summa »_ w(f, Ay)Azy var but maza, jo reizinataji
k=0
w(f,Ar) var but mazi funkcijas nepartrauktibas punktu pietickosi mazas apkartnes.

Gadijuma, ja dazi nogriezni Ay satur partraukuma punktus, tiem w(f, Ay) netiecas uz
nulli, lai art cik siki nesadalitu nogriezni |[a, b].

Lidz ar to, w(f, Ax) < w(f,[a,b]) < 400, tapec, ka funkcija f ir ierobezota nogriezni
-1

n

[a,b]. Saskana ar to, summas Y w(f, Ax)Axy to saskaitamo, kas satur partraukuma
k=0

punktus, summa var biit arl pietiekosi maza, ja sadalijuma parcialnogrieznu, kas parklaj

partraukuma punktu kopu, garumu summa ir maza. Atzimesim, ka reizinataja w(f, A)
palielinasanas daziem sadalijuma parcialnogriezniem Ay, kaut kada mera, var kompenset
ar otra reizinataja Az, samazinasanos.

Balstoties uz So spriedumu, izvirza versiju, ka funkcija f var but integrejama Rimana
nozimeé nogriezni [a,b], ja 8aja nogriezni funkcijas partraukuma punktu kopas mers ir
nulle. Tas arT ir Lebega integréjamibas kritéerija pamata. Lebega integrejamibas kriterijs:
lai nogriezni [a, b] ierobezota funkcija f butu integréjama, nepieciesami un pietiekami, lai
gis funkcijas partraukumu punktu kopas mers Lebega nozimé bitu nulle. Saja gadijuma
saka, ka nogriezni [a; b] ierobezotai funkcijai f jabut gandriz visur nepartrauktai nogriezni
[a, b], lai ta butu integréjama Saja nogriezni. (pieradijumu sk. [4], 3.8.)

8. Pienemsim, ka kopa F ir patvaliga lineara kopa uz [a, b]. Apskatisim funkciju

e(x) = 1, ja T €L,
10, ja z€lab]\E.

So funkciju, kas ir definéta nogriezni la,b], sauc par kopas E raksturfunkciju kopa
la, b].

Saikni starp raksturfunkcijas Rimana integrali un kopas E Zordano meru raksturo
sada teorema: linearas kopas E C [a, b] raksturfunkcijas apaksejais Darbu integralis I ir
vienads ar mFE, bet augsejais Darbu integralis [ ir vienads ar mFE. Tik tiesam, funkcijas

_ n—1
e(x) uz [a,b] augseja Darbu summa ir Sp = > MpAxy, ta ir sadalijuma parcialintervalu
k=0
(g, Tr41), kas satur vismaz vienu kopas £ punktu, garumu summa. No ta seko, ka, ja
A — 0, tad summa St tiecas uz mE, no otras puses, St tiecas uz I, (ja A — 0) t.i,,
I =mFE.
Tada pasa veida var paradit, ka [ = mFE.

Ja teoremas nosacijumos I = I, tas ir, ja kopas F uz [a,b] raksturfunkcija e(x) ir
b

integrejama Rimana nozime, tad kopa E ir merojama un mE = [ e(x)dz.
a

S1 formula rada saikni starp Zordana meru un Rimana integrali.

9. Pielietojot noteikto integrali geometrijas un fizikas uzdevumu risinasana, tiek iz-
mantotas divas shemas. Pirma shema define integrali ka integralsummas robezu, bet otra
darbojas ta, ka vispirms sastada sakaribu starp apskatamo lielumu diferencialiem, bet



b
pec tam ar formulas [ f'(z)dx = f(b) — f(a) palidzibu pariet uz sakaribu starp pasiem
lielumiem. ’

Pirma shema apliiko integrali, ka bezgaligi daudzu bezgaligi mazo lielumu summu, bet
otra shema apgalvo, ja integralis, kas ir vienads ar kada lieluma bezgaligi mazo pieaugumu
summu, ir vienads ar §1 lieluma pilno pieaugumu.



3.5. Integrala vispariga ideja

1. Pienemsim, ka F ir ierobezota meérojama kopa Eiklida telpa R, (ta var but taisne,

plakne, trijdimensiju telpa). Par kopas E sadalijumu 7 nosauksim jebkuru tas izteiksanu,
n—1

ka pa pariem neparklajamu merojamu kopu e, galigu apvienojumu, t.i., £ = |J ex.

k=0
Merojamas kopas e, (k =1, 2,..., n—1) sauksim par “parcialkopam” jeb “sunam”. Par
piemeéru var kalpot nogriezna [a, b] sadalijums parcialnogrieznos Ay ar punktiem
a=xyg<x1<-+-<x =0
n—1
Skaidrs, ka mE = > mey.
k=0

Dotajam sadalijumam 7' ar A(7") apzimésim maksimalo no nenegativiem skaitliem
do, dy, da, ..., d,_q, kur d;, = diamey. Par fikseta sadalijuma 7" soli nosauksim \(7") =
max dy,.

3.1. piezime. Ja kopa FE ir homogena, tad katram e > 0 eksiste Sis kopas tads
sadalijums ar soli mazaku par €, ka katra Stina ir pozitiva mera kopa. Ja pie tam
kopa F ir slegta kopa, tad var konstruet sadalijumu, kura Stinas art ir slegtas kopas.

Pienemsim, ka doti divi sadalijumi 7" un 7”. Sadalijumu 7" sauc par sadalijjuma T
turpinajumu, ja katra sadalijuma 7" suna ieklaujas kada sadalijuma 7" stna. Acimredzot,
sadalijuma 7" solis neparsniedz sadalijuma T soli. Atzimeésim, ka, ja T un 7" ir divi
dazadi mérojamas kopas F sadalijumi, tad eksisté sadalijums 7", kas ir gan 7', gan T’
turpinajums.

n—1

Pienemsim, ka apskatamaja kopa E ir defineta funkcija f(z), kur £ = |J eg, un ey ir
k=0

netuksas pa pariem neparklajamas Stinas. Katra stina e izvelesimies punktfl P,. Summu
o= nzl f(Py)mey sauc par funkcijas f integralsummu meérojama kopa E. ST summa ir
atkar]%; no f, no F, no sadalijuma 7', no punktu P izveles.

Ja pie \(T)) = maxd, — 0 visas integralsummas (neatkarigi no punktu Py izveles)
neeierobezoti tuvojas konkretam skaitlim, So skaitli sauc par integralsummas robezu.

Skaitli I sauc par funkcijas f integralsummas o robezu (ja A — 0), ja katram & > 0
eksiste 0 > 0, ka katram kopas E sadalijumam T ar soli A(T") < ¢, un katrai punktu P
izvelei izpildas nevienadiba |I — 0| < e.

Ja funkcijai f eksiste integralsummas robeza, tad funkciju sauc par integrejamu kopa
E. Funkcijas f integralsummas robezu sauc par funkcijas f integrali kopa E un apzime

[ f(z)dx. Tatad
o

n—1

/f(x)dx = ;ii%z f(Py)ymey..

k=0

Integrala teorijas konstruésana uz sadas abstraktas bazes (So shemu var realizet loti
visparinatas telpas) lauj pec tam apskatit parastos, divkarsos un citus specifiskos in-
tegralus, ka §is teorijas specialgadijumu. Gadijuma, kad E = [a,b] C R, bet f(x) ir viena



mainiga reala funkcija, mes ieglisim viendimensialo integrali [ f(z)dx, jeb, ka parasti to
[a,b]

b
apzime, [ f(z)dzx.

Saja visparigaja shema jautajumu par noteikta integrala cksistenci atrisina tapat, ka
ierobezotai funkcijai nogriezni, proti ar teorémas palidzibu: lai ierobezota funkcija f(x)
biitu integreéjama merojama kopa £, nepiecieSami un pietiekami, lai katram € > 0 eksistetu
o > 0, ka katram kopas E sadalifjumam 7" ar soli A(T') < 4, butu speka nevienadiba
Sy — Sy < e (kur Sy un Sy ir Darb@l summas). Ir speka arT $ada svariga pietickama
pazime: ja funkcija f(x) ir ierobezota merojama kopa E un tas partraukuma punktu
kopa ir merojama un tas mers ir nulle, tad funkcija f(x) ir integrejama kopa E (Seit kopa
E meérojama Zordano nozime). No §is teorémas seko, ka merojama kopa nepartraukta
funkcija, ka art merojama kopa ierobezota funkcija ar galigu partraukuma punktu skaitu,
ir integrejamas.

2. Péc A. Hinéina, uzbuvesim integrésanas procesa abstraktu fizisko ainu. ([17])

Pienemsim, ka kopa F ir sadalita kada mateérija (masa, elektriskais ladins utt.), kuras
porcijas atbilst katrai kopas E dalai e;. Materijas kopejais daudzums F'(F), katra kopas
F sadalijumam, “summeéjas” no materijas porcijam, kas atbilst katrai stunai ey:

F(E) = Feo) + F(ey) + -+ + F(en_1).

Uzskicetas shemas realai interpretacijai ir svarigs jedziens kopas E “materijas blivums
punkta P”. To nosaka noteikts diferencejosais process. Ja par e nosauksim patvaligu
kopas E dalu, kurai eksiste mers me, tad attiecibu % var nosaukt par materijas videjo
blivumu kopa e. Pienemsim, ka P ir patvaligs kopas e punkts. Ap P izveidosim apkartni
U ar pietickami mazu diametru d(U), materijas videjais blivums apkartne U raksturo
materijas koncentraciju punkta P pietiekosi maza apkartne. Ja videjam blivumam eksiste

robeza f(P), kad d(U) — 0, tad o robezu sauc par materijas blivumu punkta P.

Pienemsim, ka katra kopas E punkta P materijas sadalijjuma blivums ir f(P), un
vajag noteikt pilno materijas daudzumu F'(E), kas ir sadalits kopa F. Tad, sadalot kopu

FE sinas e, (k =0, 1, 2,..., n— 1), katra $tna izvelesimies tadu patvaligu punktu Py,
ka f(P) ir attiecibas F;n(—zk) robeza, ja neierobezoti samazina kopas e, pie nosacijuma, ka

joprojam punkts P, € e,. Tada veida, pie pietiekoSi mazam kopam e, un pie patvaligi
maza € > 0 izpildisies nevienadiba

F(ek)
meyg

‘f(Pk)—

jeb
F(ex) —emey, < f(Py)mey < F(ey) + emey,
jak=0,1,2 .. n—1

Sasummejot Sis nevienadibas, ieglisim

F(E)—emE < nz_:f(Pk)mek < F(E)+emkE.
k=0



n—1

Neierobezoti samazinoties sunu diametriem, summas » , f(Py)me, robeza tiecas uz lielu-
k=0

mu F'(E), kas ir kopéjais materijas daudzums, kas ir sadalits kopa E.

Skaidrs, ka materijas kopejo daudzumu F'(E) atrod izmantojot materijas blivumu f(P)

punkta P. To var izdarit ar integresanas procesa palidzibu (E sadala sunas ey, izvelas
n—1

punktus P, sastada summu Y f(Py)me; un veic robezpareju), kura formalais apraksts
k=0

ir paragrafa sakuma.
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