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ANOTACILJA

Macibu Iidzeklis satur 1su teorijas izklastu un uzdevumus no temam,
kas atbilst matematiskas analizes kursa programmai. Darba ieklauti uzde-
vumu atrisinasanas paraugi, auditorija un majas atrisinamie uzdevumi.
Pielikuma apkopoti uzdevumi studentu individualajam darbam. Audi-
torija risinamie uzdevumi un majas darba uzdevumi ir sanumureti katrai
temai atseviski.



1. nodala

NENOTEIKTAIS INTEGRALIS

1.1. Primitiva funkcija un nenoteiktais integralis

Integralrekinu pamatuzdevums ir péec funkcijas atvasinajuma atjaunot
pasu funkciju.

1.1. definicija. Funkciju F(x) sauc par funkcijas f(z) primitivo fun-
kciju intervala (a;b), ja katra 1 intervala punkta tas atvasinajums
ir vienads ar f(x), t.i., visiem x € (a;0) F'(z) = f(z).

Acimredzot, funkcijai f(x) primitivo funkciju dotaja intervala var atrast
ar precizitati Iidz konstantam saskaitamajam, pie tam funkcijas jebkuras
divas primitivas funkcijas var atskirties tikai ar konstanti.

1.2. definicija. Funkcijas f(z) visu primitivo funkciju kopu intervala
(a; b) sauc par nenoteikto integrali un apzime ar simbolu [ f(z)dz.

Tatad
/f(a:)dx = F(z)+ C.

Nenoteikta integrala atrasanu sauc par integreSsanu. Nenoteiktajam in-
tegralim piemit Sadas 1pasibas:

L (f f(x)dw>/=f(x);
2. d (/ f(:n)dx) — f(x)da:
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3. /dF(x):F(x)-l—C;
4. /F’(:U)dx:F(a:)+C;

5. /kf(:v)dx = k/f(x)d:v, (k=const, k # 0);

6. /(f(ac)—l—g(x))dx:/f(x)dx+/g(x)dx.

Lai integretu, ir jazina pamatintegralu tabula:

xoz—i—l
/adx— +1—|—C’ (v # —1);

ch?z

2/ =In|z| + C;
3. /axdx— :
/exdx—e +C;

4. /cosxdx—smx—l—C

5. /smxdw——costrC’
d

6/ :5 =tgx + C;
cos

7/ = —ctgx + C,
sm T

8/ —arcsmx—I—C;

9/ 5 = arctgz + C;

10. /chxd:z:—sh:c+0

11. /shxdx—chx+0

12/ =thae + C;
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d
13./ Y o~ _cthz+C.

sh? z

Lai atvieglotu integresanu, pamatintegralu tabulu var papildinat ar
sadiem biezak sastopamiem integraliem:

dx 1 x

dx L
= arcsin — + C;

Va2 — 2 a
16./tgxda: = —1In|cosx| + C;

15.

17./Ctgxd:z;:1n\sin:v| + C;
2
18./\/@2—x2dx:%arcsianrg\/a?—szrC;
a
dx 1 T ax
19. = tg— 4+ —— C
/(x2+a2)2 2a3 (amga+a2+x2> + O
dx 1 r—a
20. = —1
/xQ—a2 2 T+ a
dx
21. —:ln‘x+\/x2+a‘+0;
/\/x2+a

22./ da :1n‘tg§‘+0;

+ '

Sin &

23./ @ _
COS T

d
1.1. piemers. Atrast integrali / 6_x5 Veikt parbaudi.
x

1+tg3
1 —tg3

+C.

dv _ 1 (=574, 1 27 — __1
6x5_6f$ de =5 -5 +C=—ga+C.

Parbaude. (—ﬁ + C’)/ = (—ix_‘l)/ + ' = —ﬁ (—4:15_5) =

1
65"

1.2. piemérs. Atrast [ (4x3 — 2sinz + — )d:z:. Veikt parbaudi.

sin® x

3 d
/(4x3—281nx—|— —5 )dx:4/x3dx—2/sinxdx—l—3/ ; f =
sin” sin” z

4

= 4%4—01—2(— cos £)+Co+3(— ctg 2)+C3 = z*+2 cos t—3 ctg z+C,




6 1. nodala. NENOTEIKTAIS INTEGRALIS

kur C' = C1+Cy+C3 (parasti patvaligu konstansu summa tiek aizstata
ar vienu konstanti).

Parbaude. (x4 + 2cosx — 3ctgx + C’)/ = 423 — 2sinx + ==

sin’z”

1.2. Integresanas pamatmetodes

Ir sadas integresanas pamatmetodes:

1. zemintegrala funkcijas sadaliSsana saskaitamajos,

2. parciala integresana,

3. substituiciju metode (integresana ar mainiga aizvietoSanu).

1. Sis metodes butibu atklaj tas nosaukums, to var uzskatami ilustret
ar piemeriem.
/T + 23— 5
r2\/x

[255 e [ G ) ies

d 5 > T2
:/§+/xédx—5/x_2dx:1n\m\+%—5x—3+(]:
2 2

2
2 10 1
=1 = — —+C.
n|x\—|—3a:\/5—l— 3 .TZZ\/E—i_

dzx.

1.3. piemers. Atrast/

1.4. piemers. Atrast /tg2 xdx.

") 9
1— d
/tg%:dx:/smxdx:/ﬂda::/ ‘ —/dx:
cos? x cos? cos?

=tgr —xz+C.

4

2 —4

1.5. piemers. Atrast/ dx.
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! (z* —16) + 16 2t —16 16
/x2—4dx_/ 22 —4 dx_/(x2—4+x2—4>dx_

:/(332—4) (x2+4)dx—|—16/ dz

22 —4 2 —4
dx 3 r— 2
_ 2 _
. dx
1.6. piemers. Atrast/(x2+1) 1 2)

dx B (a:2+2)—(x2—|—1) B
/(9:2+1)(x2—|—2)_/ @2+ 1) (22 1 2) du =

2 +2 2+ 1
= dx — dr =
(2 4+ 1) (22 + 2) (x24+1) (224 2)
—/ du —/d—x—arctgx—iarctgi-i—C
x? 41 x2+(\/§)2 V2 N

2. Parcialas integresanas butibu izsaka formula:

/udv:uv—/vdu,

kur v = u(x) un v = v(x) ir intervala J diferencejamas funkcijas.

St formula dod iespgju no integrala [ wu(x)dv(x) pariet uz integrali
[ v(z)du(z), kas nav sarezgitaks par doto (pie pareizas funkcijas u un di-
ferenciala dv izveles).

1.7. piemérs. Atrast [ zsinadz.

. u=ux, du=dz,
xrsinxdr = :
dv = sinxzdx, v = —cosx

= x(—cosz) — /(— cosx)dr =

= —a:cosx+/cos:1:dx — —xcosz +sinz + C.

Parcialas integresanas formulu var pielietot ar1 vairakkartigi.
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1.8. piemers. Atrast [ (2% + 1) e"dz. Veikt parbaudi.

2
9 v, |u=a"+1, du=2xdz,
/(:L‘+1)eda:— dv = e*dx, v =¢"
u =2z, du = 2dx,

2 T x —
(x +1)e —/e 2zdr = dv = ¢*dz, v = ¢

— (1’2—|—1) et — 2 (xex—/exdx) = (:132—|—1) e’ — 2xe” + 2e* + C.

Parbaude.

((2° +1)e” — 2ze” +2¢" + C’)/ =
= 2ze” + (:UQ + 1)65” — 2e" — 2ze” + 2e" = (xQ + 1)ex.

Atkartoti pielietojot parcialas integresanas formulu, dazreiz nonak pie

izteiksmes, kas satur doto integrali. Tad no ieguitas vienadibas izsaka doto
integrali.

1.9. piemers. Atrast [ e * cosazdzr.
u=-e ", du=—e"dz,

e “cosxdr = .
dv = cosxdr, v =sinx

—=e sinx — /sinx (—e_x) dr =e “sinx + /e_”“" sinxdx =

u=e " du=—e"dr,
dv = sinxdxr, v = —cosx

=e¢ “sinx 4+ e *(—cosz)—

— /(— cosz)(—e “)dr =e “sinx —e Y cosx — /e_”“" cos zdz.

Ja apzime doto integrali ar J, t.i.,

J [ e " cosxdr, tad iegist
vienadibu J = e *sinx — e *cosx — J;
)

tatad
27 = e “(sinx — cosx) + (4,
1
J= /e‘x cos xdr = §e_$(sinx —cosx) + C,

Ci
kur C' = 5t
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Parcialas integresanas metodi lieto, lai atrastu sadus integralus:

/Pn(x)e‘mdx, /Pn(a:) cos axdzr, /Pn(:z;‘) sin azxdz, /Pn(m) In* zdz,

/Pn(az) arctg” xd, /Pn(x) arcsin xdz, /Pn(x) arcsin® zdz,

kur P,(x) ir n-tas pakapes polinoms, a € R, k € N.
Pirmajos trijos integralos ar u apzime polinomu, pare€jos - atbilstosas
transcendentas funkcijas.

3. Substituciju metodes butibu izsaka formula:

/ f(x)dz = / £ (0(8)) (). (11)

Formulu var lietot gan no kreisas puses uz labo, t.i., mainigo x aizstajot
ar kada cita mainiga ¢ funkciju ¢(t), gan otradi, t.i., kadu funkciju apzime-
jot ar jaunu mainigo. Péc integresanas noteikti jaatgriezas pie sakotnéja
integresanas mainiga.

oS \/_
\/_

3 — 3 t
T P \ [t fesua -
o

1.10. piemers. trast

= 3sint + C' = 3sin/x + C.

1.11. piemers. Atrast fcos 16zdzx.

16 =t, o=t 1 1
= ’ 16 ™ = o = — —
/cos 16xdx ‘ dr — 1—16dt ‘ /costhdt T cos tdt

1 1
:1—681nt—|—C—Esml6x—l—C

1.1. piezime. Sadus vienkarSus integralus var atrast ari, izmantojot
substitiiciju metodi netiesi, t.i., ienesot kaut kadu izteiksmi zem dife-
renciala zimes ([LIT] piemera ienes zem diferenciala zimes 16):

1 1
/COS 16zdr = E/COS 16216dx = E/COS 162d(16z) =

1
:EsmlGa}JrC
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1.12. piemers. Atrast /x2x/5+2x3d:c.

Ta ka d(5 + 223) = 6z%dx, tad ieprieks reizinot un dalot zemintegrala
izteiksmi ar 6, izteiksmi 6z var ienest zem diferenciala zimes, ka
rezultata iegist tabularo integrali:

/ 2?\/5 + 2x3dy = é / V5 + 22362dx = é / (54+22%)2d(5+22%) =

1(5 4+ 223)3 1
:6%4_0:5\/(54_2‘%3)3—’_0'
3

1.13. piemers. Atrast/ dx.

— 3z
d(2 — 3x) = —3dx, tapéc reizina
1 dr — un dala zemintegrala B
2 -3¢z | izteiksmi ar (—3) un — 3dx B
parraksta ka d(2 — 3x)

1 [ —3dx 1 [d(2—3x) 1
_ 1 Y S o/ D S Y o
3/2—3g; 3/ 2_ 37 g2 -3z +

1 4 arctgx
1+ 22

/1—|—arctgxdx:/ dx +/arctgxdx:
1+ a2 1+ 22 1+ a2

= arctgx + /arctg xzd(arctg x) = arctgx +

1.14. piemers. Atrast/ dx.

arctg? x

5 +C.

Lai sekmigi varetu risinat uzdevumus, izmantojot ienesanu zem diferen-
ciala zimes, ir loti labi jazina funkciju diferenciali, t.i.,
dx

— =d(Inx), e’dx = d(e),
T
cos xdr = d(sin x), —sinzdx = d(cos z),
dx dx
cos?x dte ), Csinlr dlctgx),
d d
\/1—%562 = d(arcsinz), ; +acx2 = d(arctgz) u.c.

Acimredzami, §1 darbiba nav viennozimiga, jo, pieméram, e*dz = d(e*+C)).
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Auditorija risinamie uzdevumi

I Atrast integralus; 1., 4., 5. uzdevuma veikt parbaudi.

L. 20° — 52° + Tz — 3) da; 2. /(:z: — 1)(x + 4)dx;

(Liwmed)as 1 [ (10 )an
(

4sinz — dx; 6. / 1 — 6%)%da;
= 9xz> (16"

3.

/
/
"
[~
/
/

1—4ct 2

7. cte’ T 8. /3—|—x dux;
cos? x 1+ a?

9. [ ctg? xdx; 10. /SSm —dx;

11. [ sin3zdx; 12. /\4/1 — Sxdx;

1
13. /x\/1+x2d:c; 14. /ﬂd:c
15. /\/sinxcosxdx; 16. /xe v dx;
d
17. /63—2%;; 18. / *
rvVinx
19.L/“ dr__ 20.t/m—ff§f1—dx;
cos?2 max 1+sinx
/ x

(2 + 1) arctg z’

1 —4arcsinzx d
21, dz: 22
V1— 22
3d
23. /e4cosx_lsinxdx; 24. /%
sin” x

IT Atrast integralus, izmantojot parcialas integresanas metodi.

L. /xlnxda:; 2. /(x — 5) cos xd;

3. /xarctga:dx; 4. /(x2 + 1) sin zdz;

5. /ex sin 3xdx.

III Atrast integralus, izmantojot substittuciju metodi.
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Majas darba uzdevumi

Atrast integralus.

1. 6t — 2t%) dt:
JACEES
5 /(4 3\/_)

12

— 4 cos’
; /_5 col'z,
cos® x
/tg2 xdx;
dx
9. | ————;
/ (5 —3z)¥
1. / _cldr
(=5

3

=~

15. /\/1 — 2sin x cos xdz;

€5x

1
19. /de
21./ :cd;:;
COs“ x

cos 9623
2. . dx;
T

dx
4 [ — 2 (w45 =12
/1+\/x+5 ( )
6. /\/9—:1:2d:13 (x = 3sint);
d
8 Y (z=2tgt)
(4 + 22)3
2. /xQ(erl)(E)x—?))dx,
4. /3xexdx,
/7+2xsm x
6. — x;
sin®
/1—\/1—:1:2
8. dx;
V1—2?
dx
10. ;
0 /11—4x’
61 5
12. / el
x
dx

14. / ;
etgt xsin® @

16. /x2 : 61_x3d:13;

r—1
V2 — :1:2
20. / arccos xrdx;

22. /(332 — 3)edu;
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23. /4xsinxdx;

o, / cos /zdz (VT = 1):

e_m%l
26. / o dx;
28. /\/4—x2d:r:;
Va2 —2
30. /x—5da: (x—i>
x

sint

25'/ cosy.chx;

2+sin“x

27./ VT dx;
Vr+1

29/ xdx '
' V1422

1.3. Racionalu funkciju integresana

1.3. definicija. Funkciju
Pu(z) = apr™ + a1x™ ' + - 4 @1 + ap,

kur m € N, a; € R, sauc par veselu racionalu funkciju vai m-tas
pakapes polinomu (k = 0,m).

1.4. definicija. Funkciju

kur P, (x) un @,(x) ir polinomi, sauc par racionalu funkciju.

Jebkuru polinomu var integret, izmantojot nenoteikta integrala 5] un

1pasibu un pamatintegralu tabulas 1. formulu.
P, (x)

Ou(r)y Vispirms ir janosaka, vai

Lai integrétu racionalu dalu R(x) =
racionala dala ir Tsta vai neista.

1.5. definicija. Racionalu dalu g’”gi sauc par istu, ja m < n, t.i.,

skaititaja polinoma pakape ir mazaka par sauceja polinoma pakapi.
Preteja gadijuma (ja m > n) dalu sauc par neistu.

Katru neistu racionalu dalu var izteikt ka polinoma un istas racionalas

dalas summu.

Istas racionalas dalas g’"g; sauceju var sadalit reizinatajos:

Qu) = bo(w = a)f -+ (2 = (2% + pr+ )7 (2 7))
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kur bp e R, a4+ -+ F+2y+ -4+ 2\ =n; a,...,b ir polinoma Q,(z)
realas saknes ar kartu atbilstosi «, ..., 3; bet kvadrattrinomiem

x2+paj—|—q,...,x2+m‘—|—s

nav realu saknu.
Istu racionalu dalu var sadalit elementardalu summa:

Pol) A A B 8B
Qu(r) z-—a (x —a)® r—>b (x —b)P
Cll'—l—Dl NI C(»y—l—D7 TR E1$+F1
22+ pxr+q (2% 4 pr + q)7 224+ rxr+s
E\xz + F)
_|_...+

(22 4+ rx + s)N
Konstantes
A, A, . By, ., B, Cy, Dy, .., Cy Dy, By B BN F)

atrod ar nenoteikto koeficientu metodi.

Lai atrastu integrali no istas racionalas dalas, integre atseviski katru
elementardalu. Elementardalu integresana sikak ir aplikota konkretos pie-
meros.

Lai atrastu integrali no neistas racionalas dalas, vispirms neista racionala
dala ir jaizsaka ka polinoma un istas racionalas dalas summa.

2341

1.15. piemers. Atrast ——dx.
P ras /x(x—l)?’ T

Jaintegre 1sta racionala dala. Izmantojot nenoteikto koeficientu metodi,
to var sadalit elementardalu summa:

3+ 1 A B C D

r(r—1)3 o +:L‘—1+(x—1)2+(x—1)3'
Vienadibas labaja puse vienado saucejus:

> +1  Alx—1)P+Bx(x—1)*+Cx(x — 1)+ Dz
r(r—1)3 z(x—1)3 '

Lai §is dalas ar vienadiem saucejiem butu vienadas, dalu skaititajiem
jabtt vienadiem:

2?4+ 1=A(x — 1) + Bx(z — 1)* + Cx(x — 1) + Dz.
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Savukart, lai divi polinomi butu vienadi, jabut vienadiem koeficien-
tiem pie atbilstosajam = pakapem:

1=A+ B,
0=-34—-2B4+C,
0=3A+B—-C+D,
1=—A

Atrisinot vienadojumu sistemu, iegust: A =—-1,B=2,C=1,D = 2.
Tadsjadi

B +1 1,2t 2
v(r—13 2z o-1 (x—-12 (v-1)3

un

/xé;fi /dﬂz/x_l /;ﬁ)ﬁ LI

—In|z|+2Injz —1| - —1_(x—1) +C = IHT—

1 1

1
1.16. piemers. Atrast / vt dx.
r(x? +x+1)

Racionala dala ir 1sta; to var sadalit elementardalu summa:

r+1 A Bz +C

w22 +zx+1) x+a:2—|—:1:—|—1

z+1=A@@*+z+1)+ (Bx + C)z;

0=A+B,
1=A+C,
1=A;

A=1,B=—1,C=0.
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Tadejadi
/ v+1 /@g_/ vde
r(x?+ 2+ 1) T 2+r+1

2 1
mm—-/ z+1) -

x2+x+1
In |z 1 /d(x +:c+1)+/ dx
= N|\x| — — _— =
2 2+r+1 L |
1 1 d(z+1
zln\x\—iln(azz+x—l—1)+§/ (2 2) S =
(z+3)7+ (%)
B || 1 1 T+ 3 B
—lnm+§ ? arctg % +C =
|| V3 20 + 1
= 1In + arct C.
vVrz+x+1 3 & V3

5 2
1.17. piemers. Atrast/ dx.

Jaintegre neista racionala dala. Sadala to polinoma un istas racionalas
dalas summa, izdalot skaititaja polinomu ar sauceja polinomu:

x® —4z2 —6x -3 43— —1
x4zt -2 —x \ r -1
—x* —3x* —Hhr -3

43— —1 e A
Sauceju sadala reizinatajos:

x4+az3—x—1:a}3(x+1)—(x+1):(x+1)(a:3—1):

Tadsjadi
x3—3x2—6x—4_ A N B N C’:I:—|—D_
4 —r—1 x+1 -1 224z+1
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23 =322 —6r—4=A@x - 1)@’ +2+1)+Blxz+1) (2> +z+ 1)+
+ (Cz + D)(z* - 1).

Ievietojot Saja identitate v = —1,x = 1,x = 0,z = 2, ieglst sistemu:
-2 = =2A,
—12 = 6B,
-4 = —-A+B-D,

—20 = TA+21B+6C + 3D.
Atrisinot So vienadojumu sistemu, iegust:

A=1,B=-2C=2D=1.

Tadejadi
x> —4a? — 6z — 3 - 1 2 N 2r + 1
= X — —_
-3 —x—1 r+1 x—1 x2242x+1
un

/x5—4x2—6x—3
dr =
ot a3 —x—1

dx dx 20 + 1
= —1)d -2 ——dx =
/(x )x+/x+1 /x—1+/x2+x+1x

(v —1)° 2
=T+ln|x—|—1| —2Injz — 1|+ In(z*+2+1)+C =
—1)? 1|(2? 1
_(@-1) +1n\x+ |(z° 4+ x + )+C.
2 (x —1)?
- N dx o L
1.2. piezime. Nereti, lai atrastu / 5 , ir izdevigi sauceja at-
ar® + bx + ¢

dalit pilno kvadratu un reducet sadu integrali uz vienu no tabulara-

jiem:
dt , dt
/t2+a2 (14) vai /t2 — 3 (20).

dx
472 +8x+ 5

Sauceja atdala starpibas pilno kvadratu:

1.18. piemers. Atrast/

5 5
—4#+&%5=—4<ﬁ—2x—1>:—4(@z—mHJJ—1——>:
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/—4;,;2 j—x8x+5 N _i/ (x_cf; —9° _i/ @ d(f);”(%)g =

1 1 (x—1)—3 1. |2z+1
— . 1 2l 4+ (C=—1 C.
4 2-3“ (x—1)+3 * 12]“2:[;—5|+
d
1.19. piemers. Atrast/ a :
x? —8xr + 25
/ dx _/ dx _/ dlx —4)
2 —8x+25 ) (x—4)2+9 ) (x—4)2+32
1 ; x—4+0
= —aIC .
38 T

Auditorija risinamie uzdevumi

10z — 3
2—3a:+5x2
5—4dx
x—l—l )(z —2)

J J

/ [
5/ voGr-18 ./ﬂdaz;

! /

. /-

o

dx;

(@)

(x — 2)(2? +2x +5)
5:1:—10—:1:
x2 — 4x—|—3

10.

z? + 10x+34
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Majas darba uzdevumi

xdx 2 +3
1. : 2. dx:
/x3+x2—x—1’ /:c3—af2—6:c i
3/ , 4./x4+3:1:3—1 ;
x4+:c2 224+ 2x+1
5/ 6./ﬂ;
1— 22+ 22+ 3
d
7/ 8./ ° ;
696—93:2—1 202 4 2x + 5
9.
/41:2—16:1:—

1.4. Iracionalu funkciju integresana

Apskata gadijumus, kad iracionalu funkciju integresanu var reducet uz

racionalu funkciju integresanu.
1)
ar + b\t az + b\ ™
/ R =z, ey dx.
cr +d cr+d
Lai atrastu sadu integrali, lieto substitiiciju %

. _.
P RRRE R kopsaucejs.

==

= t%, kur s ir dalu
Atrast/ du
(\4/x+3— 1) Vr+3
dx B r+3=th

443t
/(\4/x+3—1)\/x+3_ dr = 4t dt _/(t_l)t2_

— 4 ﬂ:gl/wdt:gl/(l_kL)dt:
t—1 t—1 t—1

:4(t—i—ln|t—1|)—|—C:4(\4/x—|—3+1n 4x+3—1’)+0

1.20. piemers.

2dx
x+2x

1.21. piemers. Atrast /
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B 8t (1—t*)dt
_/(1—752)2 201+ 12)
B t2dt L+ ==
‘4/(1_t2>(1+t2)‘4'2/ -t -

dt dt 1+t
1 —1¢2 1+¢2

1—-1

1—¢2

‘ — 2arctgt + C,

/R(az, \/ax2+b:1:+c> dz.

Sadu integralu atrasanai var izmantot vienu no trim Eilera substita-
cijam:

1. jaa >0, tad vVaz? +bx +c=1t— az,

2. ja ¢ >0, tad Vaz? +br +c=tx — \/c,

3. ja D = b?—4ac > 0, tad Vaz? + bz + ¢ = t(x — ), kur « ir viena no
kvadrattrinoma az? + bx + ¢ saknem.

d
1.22. piemers. Atrast / ‘ :
rVa? 42z +4
a=1> 0, tapec var lietot
Eilera [L] substituciju.
Va2 +2x+4=t—u;
/ dr = 2?4204+ 4 =122z + 22 x = L2 =
N P T = 5y
Vs L A2t
r=————4dt;
2(t+1)2
_ _ t2—4  _ 2+42t+4
Vel +2r+d=t—w=t— 5575 = 2J(rt+1+)

_/ S dt_/ (12 4 2t + D)4t + 1)?
2

t2—4  t242t+4 o 2042 _ 2
o G 2(t + 1)2(t2 — 4) (12 + 2t + 4)

dt 1 t—2 1 Va2 +2 4—2
:2/—2 =2—1In ‘—I—C’:—ln TEV Y +C.
-4 4 t+2 2 |z+Val+2r+4+42
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dx
141 —22 — a2

a=-1<0,c=1>0,
tapec var lietot Eilera [2] substitiiciju.
V1—-2x—22 =tz —1;
dx 1 —2x — 22 —(tx 1)2;
/1+m: 1 —2x — 22 = t?2% — 2t + 1;

_2(t-1)., _2(2-2t-1)
= T dr = e db;

14+ V1 =20 —2a2=

_ _20(t-1)
=l4+te—1=tx o)

1.23. piemers. Atrast/

—2(t2—-2t—1)

(7+1)2 t2 -2t —1
/ 26(t—1) / tt—1)(t2+1)

241

legtits racionalas funkcijas integralis.

Jaintegre ista racionala dala; ta jasadala elementardalu summa.

t*—2t—1 A B LOt+ D
tt—1)2+1) ¢t t—1 24+1°
t?—2t—1=At —1)(#* +1) + Bt(t* + 1) + (Ct + D)t(t — 1);

Jat=1,tad B=—
Jat=0,tad A=1.

Salidzina atbilstosos koeficientus:

C=-—1,
D=2,
tadejadi
/ t2—2t—1 /dt dt N t—2
t(t —1)(¢2 t—1 t2+1
2tdt dt
=Injt|+Inft -1 2 =
n|‘+n| [+ /t2+1 /t2+1
=In +§ln(t +1) —2arctgt + C,

_ V1-2z—22+1
kur t = A



22 1. nodala. NENOTEIKTAIS INTEGRALIS

1.24. piemers. Atrast

/ dx
V=212 +5xr — 2

a=-2<0,c=-2<0,
bet — 222 +5x —2=—2(z —2) (z — 3) ,
tapec var izmantot FEilera 3] substituciju.

V=222 + 51— 2 =t(x — 2);

/ - —2(z—2) (z — 3) =z — 2)% -
V=212 + 5z — 2 1 -2z =2 — 2t2 = 241
dr = 75w dt;

(t2+2)
V=212 +5r—2=1t(z—2) =

20241 —3t
t(t2+2 2> 1242

B 6t(t* +2) dt t
— / e 2)2(—3)tdt = —2/ = —ﬂarctgﬁ +C,

V=222 + 51 — 2

kur t =
ur p—

1.3. piezime. Nereti, lai atrastu [ \/ﬁ, ir izdevigi zemsaknes iz-
teiksme atdalit pilno kvadratu un reducet sadu integrali uz vienu no
tabularajiem:

/\/% (15) vai /\/tjtﬁ (21)

Piemeram, [1.24] piemeru varetu risinat sadi:
1 (Vi )

/¢ ) f/¢ %f:

= —arcsin ————= + (' = - arcsin 5

V2

+C.

[\}
Sw
)

/:Um(a + ba™)Pd.
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Izteiksmi 2™ (a+bz")Pdz, kur a,b € R, m,n,p € Q, sauc par binomialo
diferenciali.

Binomialo diferenciali iespejams integret galiga veida trijos gadijumos,
lietojot atbilstoSo substiticiju:

1. ja p ir vesels skaitlis, tad apzime x = t%, kur s ir m un n kopsaucejs;

2. ja mTH ir vesels skaitlis, tad apzime a + bx" = t°, kur s ir dalas p
saucejs;
3. ja mTH + p ir vesels skaitlis, tad apzime ax™" + b = t°, kur s ir dalas p
salcejs.
. dx
1.25. piemers. Atrast 5.
VE(E - 1)
Ta ka
1 11 —2
[ 2:(@6(3;3_1)
VE(E - 1)
un m = —%, n = % un p = —2 ir vesels skaitlis, tad tas ir binomiala

diferenciala integresanas pirmais gadijums.

3_/ dx | oz =15 _/ 6t°dt
) Yz —1)? | de=6tdt | ) (> —1)2
tAdt 22 — 1 22 — 1
— - = 1 — | dt =6t —dt.
6/@2—1)2 6/< +<t2—1>2> ° +6/@2—1)2

Lai atrastu pedejo integrali, zemintegrala funkcija, kas ir 1sta racionala
dala, jasadala elementardalu summa. Ta rezultata iegtst:

3—6t+61/ ’ k + ! + ! dt =
B 4 t—1 t+1 (t—1)2 (t+1)2 B

3 t—1 1 1
=6t + — | 31 - C=
+2( nt—|—1| <t—1+t—|—1)>+
o [t—1| 3t
6+2nt+1‘ g1 ¢
0 |vz—1| 39z
= 6/z+ 21 - C.
\/5+2n\%+1‘ Ji—1_
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1.26. piemers. Atrast/

e

31 4
+\/de.
NZ
1 1 %
r= | x 2(1+:1:4) dr =
m=-yn=tp=1
m—i—l_—%—kl

= 2 — vesels skaitlis;
n

1

4

14+zi =13 2= (B —1)%
dr = 12¢2(t3 — 1)3dt

/((t?’ - 1)4>% (£)5 122 (88 — 1)* dt = 12/ (£ = 1) Pt =

:12/(753—

)
1)t3dt:12/( zf?’)alt_12<t77 t4>+0:

4
4
(Vi+Vz)
— C
1 +
1
1.27. piemers. Atrast/ f :
/ /:z: % 1—x é>d:z::
%n % :%,azl;b:—l.
1 i+1 1 3 1
mt2 p=—2 — + - =—5+5=—1 — vesels skaitlis
—3 2 2 2
i —1=1t% z= (2 +1)%
= dx = 6t(t* + 1)%dt; =
Ir lietderigi izteikt 1 — x ~3 atkartha no ¢ :
1 1— 275
T - F
T 3 T3
-2 3 =22+ 1)1
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:6/(t2+1) 322 = 6/(t2+1)0t2dt:

:6/t2dt:2t3+0:2 (Ve 1) +C.

1.4. piezime. Lai atrastu integralus
/R (x, va+ xQ) dx, /R (:E, Va2 — 332> dz, /R <33, x? — a2) dz,

ir izdevigi lietot trigonometriskas substitucijas:

lal t t( 7T<t<7T>
T =la —— —
gt (5 5)

x:|a|sint(——<t< >

2 2

. a| 0<t<m
cost t#3 '

Piemeram, [ 4—2)3 varetu reducet uz racionalas funkcijas integrali,
x
izmantojot Eilera[2)] vai[3]substituciju, integréjot ka binomialo diferenciali
(3. gad.), tacu ta rezultata iegutu diezgan sarezgitus racionalu funkciju
integralus (parliecinieties par to).
Izmantojot trigonometrisko substituiciju, risinajums ir nesalidzinami vien-
karsaks:

/ dx _ | @ = 2sint, t<3 2 costdt B
\/m_ dx—Qcostdt \/4 Asin?t)?
2 cos tdt _1/costdt_1/ zltgt—i—C
VA3 (1 —sin?t)3 4 cos3t 4 ) cos?t 4

Atgriezas pie dota integresanas mainiga x:

tatad
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Auditorija risinamie uzdevumi

Atrast integralus.

/ dx 5 / dx _

3x—|—\/— ) V2 —1 =2 =1
S e+ D)V a1

5/ ' 6 x2dx '

' \/4—#23:—:1:2’ . V1—2r— 22

dx dx
7./ X 8. / 55
(z — 2)/(Tx — 22 — 10)3 (1+ Jx)

9. /:::3\3/7 — 3a2dx; 10.
Va2 +16
11. | ———dz
€T

Majas darba uzdevumi

Atrast integralus.

\/2 +x
dx;

3‘/x+\1/;ni/_\/_,x

/ x+ xQ’

\/x2+2x—|—
6x — 7

So — 4 —:c2

n [V, 12.
e
V16 — 12
13. /#dw
T

12.

14.

/\/1+¢_

20
l‘Q

2/ dx .
)1+ e+ 1

4 / 22dx .
) (42 —3)V4x -3’

6 / dx .
' V12 —5r+5

dx
8. ;
/m
dx
10./ X
V3 (Jz — 1)

.’,U,

\/7
[
r3dx

Va2 —25
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1.5. Trigonometrisku funkciju integresana

Apskata f R(sin z; cos x)dzr un ta dazadus integresanas panémienus.
1. Universala trigonometriska substitiicija tg5 =t (-7 <z < 7),
kas [ R(sinx;cosz)dr reducé uz mainiga ¢ racionalas funkcijas integrali,

Jo

, 2t 1— ¢ 2dt
sing = ——, cosx = ——, dr = :
142 14t 142
. dx
1.28. piemers. Atrast : :
dsinz +3cosx + 5
/ dx B tg5 =1t; sinx = %; cosT = }jrg, B
; o _2dt o
4sinx + 3cosx + 5 dg;_m
2dt
_/ JEEE _2/ dt _
- _ 42 — 42 2 T
FraEes ) A
_2/ dt _/ dt _/ dt.
B A2 4+ 8t +8 ) 244t +4 ) (t+2)?2
1
=—+(C=- C.
t+2+ tg§+

Kaut arl ar universalas trigonometriskas substitiicijas palidzibu
f R(sinx;cosx)dx var atrast vienmer, ta nereti So integrali reduce uz
sarezg1tu racionalas funkcijas integrali, tapec ir svarigi zinat atseviskus
gadijumus, kad ir izdevigi lietot citas substitticijas.

2. a) Ja R(sinx;cosz) ir nepara funkcija attieciba pret cosx (izpildas
R(sinx; — cosx) = —R(sinz;cosz)), tad lieto substituciju sinz = t;

b) ja R(sinz;cosz) ir nepara funkcija attieciba pret sinx (izpildas
R(—sinz;cosx) = —R(sinx;cosx)), tad lieto substituciju cosx = t;

¢) ja R(sin z; cos ) ir para funkcija attieciba pret sin z un cos x, (izpildas
R(—sinx; —cosx) = R(sinz;cosz)), tad lieto substituciju tgax = t
(-5 <x<7F).

COS3 i

dx.

1.29. piemers. Atrast/ :
sin® x
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Ta ka zemintegrala funkcija ir nepara attieciba pret cosz, tad lieto
substituiciju sinx = ¢:

cos® x cos® x 1 —sin’z
——dr = —— coswdr = | ——F——cosxdr =
sin’ x sin® x sin® x

sinx =1 1 — ¢ 6 .4 > 3
cos:z:dx:dt‘_/ t6 dt_/(t -1 )dt—_—5—_—3—|—C—

1 1
=— + +C.

5sinz  3sin®zx

1.30. piemers. Atrast fcos4xsin xdzx.

Ta ka zemintegrala funkcija ir nepara attieciba pret sinx, tad lieto
substitiiciju cosz = t:

4 . cosr =1 _ 4 __ﬁ _
/COSxsmxdx_|—sinxd:c:dt'_ /tdt— 5+C’—

COS5 T

= — C.
5 +

dx
sinx — cosx)?’

1.31. piemers. Atrast/(

1

R(sinz;cosx) = E— x)Q;

R(-s ) 1 1
—sinz; —cosx) = — _
I’ ’ (—sinz +cosx)?  (sinz — cosx)?

R(sinz;cos x).

Tatad zemintegrala funkcija ir para funkcija attieciba pret sinx un
cos x, tapec

/ dx _/ dx B
(sinz —cosz)? ) sin?x —2sinzcosz + cos?x
tgx =t; (—%<x<%)

Y A sin 2p — -2t :/i:
: 1442 2
1 —sin 2z dp — odi 1— 75
T 142
dt dt
=2 — =2 =2 [(1—t)2dt =
1+ — 2t (1— 1)
2 2
=—+C=——+C.

-t~ 1—tgx



1.5. Trigonometrisku funkciju integresana 29

3. Integrejot trigonometriskas funkcijas, izmanto trigonometriskas for-
mulas (skat. [L29)] [L.3T] piemeérus), pieméram, reizinajumu parveido trigo-
nometrisko funkciju summa

sinasin 3 = %(cos(a — ) — cos(a + 5));
cos a cos 3 = %(cos(oz — B) + cos(a + B));
sinacos 3 = %(sin(oz + ) + sin(a — 5))a

pazemina pakapi

1
sin x = 5(1 — cos 2z),

cos’x = 5(1 + cos 2x),

1
SIN X CoSx = 5 sin 2x

u.cC.

1.32. piemers. Atrast fcos 3z sin brdzx.

1
/cos 3x sin brdr = 5 /(sin 2x + sin 8x)dx =

_ ! 2 8x + C
= —4 00827 — - cos 8z :

1.33. piemers. Atrast fcos6 xdx.

1 22\
/0086 xrdx = /(6082 z)3dr = / (W) dx =

1
:5/(1—|—300821}—|—3C05221:—|—cos32x) dr =
1 3 1 4
:é (x+§sin2x+3/$dx+/cos22x0082xd:v> =
1 3 3 3 1
=3 <x+§sin2x+§x+ﬁsin4x+§/(l —sin2x)d(sin2x)) =
1

8\2 2 8 2 2 3

5 1 3 1
= 1—6x+zsin2x—l—asin4x— Esin32x+0.

5 3 3 1 1sin® 2
:—(—a:—i——sin2x—|——sin4a:—|——sin2x——Sm x)—i—C:
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4. Integralus f tg™ xdx, kur m ir vesels pozitivs skaitlis, var izskaitlot,

1
cos? x

izmantojot formulu tg?z = — 1, vai arT izmantojot substitiiciju

tgx = 1.

1.34. piemers. Atrast [ tg*zdz.

1.
1
/tg4a:d:v:/tg2x / —tg2x dxr =
cos?z cos? x
1 tg’w
= [ tg*xd(tgz) — —1)d
/g vd(tg ) /(coszx ) T
2.
tgr =1, —5 <z <3 4
/tg4xdx: x = arctgt :/ dt =
gy dt 1+ ¢?
=1
(t*—1)+1 / 5 / dt
= [ ———dt = t°—1)dt =
/ 241 ( )t + 241
t3 tg

:g—t+arctgt+C’:T—tgx+£C+C.

Auditorija risinamie uzdevumi

Atrast integralus.

dx dx
1. —_— Y, 2. ) . 3
4 —5sinx sin“x + 2sin x cos T — cos? x
3. /cosx—l—cos xd:c; 4. /Sin4xcos5xd:z:;
1+sin’z
d
5. /c 3z sin 3xdz; 6./ f ;
cos*
d
7. / :§ 8. /ctg5a:d33,
sin®
9. / sin 9z sin xdz.
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Majas darba uzdevumi

] / dx .
' cosx + 2sinx + 3’

5 /cos x
sin®

D. /00843:1:d:c

7. /sm T COS xdx
1+t

0. / + g:c
l—tgx

/smx+sm T
dx;
cos 2x
d
A / —
sin® z’
1 —
6. / COS T d:
s1nx+tgx
8.
/sm 2rcostx
10. / cos 3x cos bx cos 8xdx.
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2. nodala

NOTEIKTAIS INTEGRALIS

2.1. Noteiktais integralis un ta izskaitlosana

2.1.1. Noteikta integrala definicija
Pienem, ka f(z) ir defineta intervala [a;b]. Sasmalcina intervalu [a; 0]
elementardalas ar punktu palidzibu:
a=290< 11 < < Tpg<xp<--<x,=0>.

Apzime ar A = max Ax;, kur Az, = xp — Tp_1.

1<k<n
Katra no intervaliem [z)_1; x| izvelas pa patvaligam starppunktam &
(k = 1,2,...,n) un izskaitlo funkcijas vertibas katra no Siem punktiem
F(&).

2.1. definicija. Par funkcijas f(z) integralo summu intervala [a;b]
sauc summu

0= flE&)Ary = f(&)Az + f(&)Aws+ - + f(§) Az,
k=1

Integrala summa ir atkariga no intervala [a; b] sasmalcinajuma un starp-
punktu & izveles.

2.2. definicija. Par funkcijas f(z) noteikto integrali intervala [a;b]
sauc integralas summas o robezu, kad sasmalcinajuma solis A\ — 0:

b n
| o= > (6020

33
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Ja funkcija f(x) ir nepartraukta intervala [a;b], tad St robeza eksiste
un ta nav atkariga no nogriezna [a;b] sasmalcinajuma un no starppunktu
izveles.

2.1. piemers. Izmantojot noteikta integrala definiciju, izskaitlot integrali
b

1. /C’d:L', ja C' =const.

2. /4(1 + z)d.

1. Intervalu [a; b] sasmalcina elementardalas ar punktu palidzibu:
a=20< 11 < - < Tpg<xp<---<x,=0>

un sastada atbilstoso integralo summu
n
0 =CAz; +CAzy+ -+ CAz, = Y CAuy.
k=1

(Ta ka zemintegrala funkcija f(z) = C Soreiz ir konstanta, tad
f(&) = C jebkurai starppunktu & izvelei).

Parveido integralo summu:

0 = zn:CAxk = Czn:A.rk =
k=1 k=1

=C((m1—a)+ (@a—x1)+- -+ (b—2y-1)) =C(b—a).

Acimredzot, funkcijai f(x) = C' integrala summa nav atkariga ne
no intervala sasmalcinajuma, ne no starppunktu izveles. Tatad

b n
/Cdx =1lim Y CAz;=C(b- a).
k=1

A—0
a

4

2. Lal atrastu / (1 + z)dx, izveido intervala [—1; 4] sasmalcinajumu,

-1
sadalot intervalu n vienadas dalas. Katra no intervaliem
—1) 5k
. _"_ -

5(k
(15 2] = {—1+—( :—1
n n
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nepartraukta, augosa funkcija y = 1 + x sasniedz savu vismazako
vertibu intervala kreisaja galapunkta, bet vislielako vertibu -
S1 intervala labaja galapunkta. Par starppunktiem &, izvelas,
piemeram, elementarintervalu labos galapunktus, t.i.,

&= —1+ %; tad Soreiz funkcijas y = 1 + z integrala summa ir
vienada ar augsejo Darbu summu:

- - 56\ 5 =5k 5
O:SZZM’“A%:Z]C<_1+?)E: ;ﬁ:
k=1

25 25 n(n+1)
= — k —_ — e —
n? n? 2
k=1

n

(Izmanto to, ka Az =2un Y k=14+2+---+n= nth) kg
k=1

aritmetiskas progresijas loceklu summa).

4
25 1 25
-1

(Ja intervalu sadala n vienadas dalas, tad nosacjjumam
A = max Az — 0 lidzvertigs ir nosacijums n — 00).

2.1.2. Noteikta integrala pamatipasibas

b b b

1. /(f(x)+g(x))dx:/f(:z:)d:er/g(x)da:.

a a

b b

2. /kf(sc)d:c:k/f(:z;)dsc (k =const).

a

No [L] un 2] 1pasibas izriet linearitates 1pasiba, t.i.,

b b

/(k’lf(a:) + kog(z))dx = kl/f(a:)dx + k‘g/bg(x)dx,

a a

kur k7 un ks ir konstantes.
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. Aditivitate.

b b

/f(x)dx:/cf(m)d:rJr/f(x)dx,

a Cc

kur [a;b] = [a; ] U [e; ).

b
: /f(:v)dx >0, ja f(x) > 0 visiem z € [a;b].

. Monotonitate.

/bf(l‘)dx < /bg(l‘)dx,

ja f(z) < g(x) visiem x € [a;b)].

b b

[ e < | [ 15@)ds.

a a

. Novertejums.

m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a),

jam < f(x) < M visiem x € [a;b] (m, M € R).

. Videja vertiba.

b

/bf(x)g(x)dx = f(xo)/g(ﬂi)dw,

a

ja f un ¢ ir nepartrauktas intervala [a,b] un g saglaba zimi Saja in-
tervala; x¢ € [a; b].

2.1. piezime.

1. /af(x)dxo
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, jﬂx)d - [ st
(z

3. Ja B]1pasiba g(x
vertibas 1pasibu:

) = 1 visiem z € [a;b], tad iegust $sadu videjas
ja f(x) ir intervala [a;b] nepartraukta funkcija, tad eksisté tads
punkts zy € [a;b] ka

b

h/ﬂwmzfu@w—m.

a

Vertibu

f(zo

>biajfqu

sauc par funkcijas f(z) videjo vertibu intervala [a;b].

2.2. piemers. Novertet integralus:

1 2
b V4 + x2dx.
O/\/2+x—:c2 )o/

a) _Ta ka.f(.x) = \/ﬁ ir nepartrz.iukta intervala [0; 1], tad ta sa-
sniedz Saja intervala vismazako un vislielako vertibu. Atrod tas:
20 — 1 1

f’(x)=2\/(2+x_$2)3, f@)=0, ja z=3.
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un

t.i.,

b) Funkcija g(z) = V4 + 22 ir augosa intervala [0; 2], tapec
ming() = 9(0) = 2, maxg(x) =g(2) = V8
un

2(2 — 0) S/\/4+:1:2dx <V8(2-0)

jeb

2

4§/\/4+x2d:c < 44/2.

0

1 1

d d
2.3. piemers. Salidzinat integralus / Y / T
142 1+ a2
0 0

Intervala [0,1] 2 < z, tapéec

1 _ 1
l+z 1+2?
un
1 1
/ dx / dx
< .
1+x 1+ 2
0 0
2.4. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 1 + x videjo vertibu intervala
[—1;4].

Izmanto noteikta integrala videjas vertibas ipasibu: ta ka funkcija
f(x) = 14z ir nepartraukta intervala [—1;4], tad eksiste tads punkts
xp, ka

/(1 + z)dz = f(z)(4 — (—1)).
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Ta ka
4
25
/(1 + z)dr = —,
2
“1
td 25 5 5 3
?:f(ﬂfo)& f(fo):? 37025—1:5-
Tatad, funkcijas f(z) = 1 + z videja vertiba intervala [—1;4] ir 2, un
tas ir ple x = %

2.1.3. Noteikta integrala izskaitloSana

2.1. teorema. [Integralrekinu pamatteorémal]

Ja funkcija f ir nepartraukta intervala |a;b] un F ir funkcijas f
patvaliga primitiva funkciyja, tad

/ f(z)dz = F(z)|’ = F(b) - Fl(a).

So sakaribu sauc par Nutona-Leitbnica formulu.

8
2.5. piemers. Atrast /\/3 x2dx.
1

3/, 3 93
:—8wJ>:—%—1:—<
5(3 5 ) =3

2.1.4. IntegreSanas pamatmetodes noteiktaja integrali

1. Parciala integresana.

2.2. teorema. Ja funkcijas u = u(zx) un v = v(x) ir nepartraukti dife-
rencéjamas intervala |a; b], tad

b b
b
/udv:uv‘a—/vdu.
a a
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ST formula izsaka parcialas integresanas biitibu noteiktaja integrall.
&
2.6. piemers. Izskaitlot [ lnazdz.
1

e

w=Inz du=%
rInzdr = 5
dv = zdr; v="7%

¢ e2 1 ez 1 e+ 1
— (lne)— —(In)=— (= —-Z2) = .
= ne)5 — (nl) ( )

= (In x)%

1

e
2 332

x
— (nz)—| -
(nx)21 1

2. Integrésana ar mainiga aizvietosanu.

2.3. teorema. Ja funkcija f(x) ir nepartraukta intervala [a;b], funkcija
©(t) ir nepartraukti diferencéjama intervala [cv; 5] un ta attelo inter-
valu [a; B] par intervalu |a;b], pie tam p(a) = a un @(B) = b, tad

/bf(fc)dﬂf = jf(w(t) o' (t)dt

S1 formula izsaka integresanas ar mainiga aizvietoSanu butibu noteiktaja
integralt. Jaievero, ka izdarot mainiga aizvietosanu noteiktaja integrali, ir
janosaka integresanas robezas, kadas mainas integreSanas mainigais, ar

kuru aizstaj doto integrééanas mainigo.

/ V1 —22
—dw.
i

2.7. piemers. Izskaitlot

1 1 xg r =sint; dx = costdt;
/ =lJar = \f taudtl—aurcsm\éi % —
vz Jaxg—l tad to = arcsinl =
F V1= it F ot Pl smtt
:/fcostdt:/ dt _/7#:
sin“ ¢ sin?t sin?t
i 7

s

[/ 1
= —1)dt=(—ctgt—t
/(sith ) (= cte )

4

2

us
4

(t7r+7T>+<t7r+7T> 1 T
—(ctg=+ = ctg—+—)=1——.
59 T3 81T A
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Nereti, lai atvieglotu noteikta integrala izskaitloSanu, izmanto Sadas

likumsakaribas:

1. Ja f ir para funkcija, t.i., f(—z) = f(x) un integresanas intervals ir
simetrisks attieciba pret koordinatu sakuma punktu, tad

/af(x)de/af(x)dx
Za 0

2. Ja f ir nepara funkcija, t.i., f(—z) = —f(z) un integresanas intervals
ir simetrisks attieciba pret koordinatu sakuma punktu, tad

/af(ac)dx = 0.

Auditorija risinamie uzdevumi

Izskaitlot integralus.

16 el 9
1. /\/de; 2. /ﬂdx;
x
1 1
z V3
2 2
3 / _ 2 1 /%—arcsinxd
. [ sinz cos” xdz; . x;
V1 — 22
0 _V3

2

1 G

5. /xe‘xdaz; 6./

0 0

et 1
7. /\/Eln:vdx; 8./\/54_1

1 0

2

1/

In2

9. /\/ex — ldz; 10.
0
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Majas darba uzdevumi

Izskaitlot integralus.

0,5

5 b
1/ rdx _ 5 / 3”3d3:_
' / V1 + 322 ' / 1492’

1

3. /sin2 (% — :E) dx; 4. /xarctgxda:;
0

0
0

—; 6. /(21‘+3)6_$d£€;

-1

P
7. fldx; 8. /\/(4 — x2)3dx;
x
0
9. dr
3+ 5cosx

2.2. Noteikta integrala lietojumi geometrija

2.2.1. Plaknes figiiras laukuma aprekinasana
1. Laukums Dekarta koordinatas.
Pienemsim, ka f(z) > 0 un f(x) ir nepartraukta intervala [a; b]. Figuru
E={(z;y))a<a<b 0<y< f(a)}

sauc par liklinijas trapeci (2.1] zim.).
Ka zinams, liklinijas trapece ir kvadrejama plaknes figiira un tas laukums
ir

b

S:/f(as)d:c.

a
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AY

X
0 »
2.1. zim.
Ay
y = f(x)
E
r
0] a b "
2.2. zim.

Ja plaknes figiru no apaksas ierobezo intervala [a; b] nepartrauktas fun-
kcijas g grafiks, no augsSas - Saja intervala nepartrauktas funkcijas f grafiks,
bet no saniem - taisnes x = a un x = b (2.2] zim.), tad laukums

b
S = /(f(:(:) — g(z))dz.

2.2. piezime.
1. NepiecieSsamibas gadijuma plaknes figiru sadala divas vai vairakas
dalas un aprekina laukumu katrai dalai atseviski.

2. Atseviskos gadijumos ir lietderigi par integresanas mainigo nemt
nevis x, bet y.



44 2. nodala. NOTEIKTAIS INTEGRALIS

2.8. piemers. Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo lmijas y = sinx
uny =0,ja0 <z <.

AY :
1 y =sinx

\ A

2.3. zim.

S = /sinxdm = —cosx}g = —(cosm —cos0) = —(—1—1) =2,
0

2.9. piemers. Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo taisnes

r+2y—8=0,y=1,y=3, z=0.

Ay
3
|
: r+2y—8=0
|
1 : -
| ~<
| SN €T
I ~ :
0 2 8
2.4. zim.

Soreiz par integresanas mainigo ir lietderigi nemt y.
3
S = / —2y)dy = (S8y —y )\ =8-3-9-8-1)=15-7=8.
1

2.10. piemers. Aprekinat laukumu figiirai, ko ierobezo linijas y = 22,

y:%xQ, Yy = 3.



2.2. Noteikta integrala lietojumi geometrija 45

\ &S

Ok e 2

2.5. zim.

Dota plaknes figiira jasadala divas dalas. Vispirms atrod Imiju krust-
punktu koordinatas:

.2
{125, 0oy

{ yf %2 (0;0) un (6; 18).

Y=o

3 6
2
S=S1+52=/<$2—%>d$+/(3:6——)6[:13:
0 3
s 322 2?
0*@7‘6)

2. Laukuma aprekinasana liklinijas trapecei, kuru no augsas
ierobezo parametriski uzdota linija.

w

6
= 13,5.
3

6

r = ¢(t),
= (),

Pienem, ka linija ir uzdota ar vienadojumiem { pie tam x

mainai no a lidz b (a < b) atbilst ¢ maina no a Iidz .
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Laukumu Iiklinijas trapecei, kuru no augsas ierobezo dota lmija, var
aprekinat, izmantojot formulu:

B
s:/¢®¢@w

2.11. piemers. Aprekinat laukumu figtirai, ko ierobezo cikloidas

{ x = a(t —sint),

y = a(l — cost)
viena arka un abscisu ass.
AY
2a

RN

0 2ma

\ AS

2.6. zim.

Ja x mainas no 0 Iidz 27a, tad parametrs ¢ mainas no 0 Iidz 27. Atrod
2'(t) = a(l — cost).

2w 2w

S = /a(l — cost)a(l — cost)dt = a” /(1 — cost)’dt =
0 0
2m 3 5 9
. t T
= a? /(1—2 cost+4-cos® t)dt = a* (Qt — 2sint + SHLIL ) — 3ma’.
0

(Funkcijas cos?t primitiva funkcija atrasta, lietojot pakapes pazemi-
nasanas formulu).

3. Laukuma aprekinasana liklinijas sektoram (laukums polarajas
koordinatas).

2.3. definicija. Plaknes figiru, ko ierobezo divi stari ¢ = a, ¢ = 3
un intervala [o, 5] nepartrauktas un nenegativas funkcijas p = p(p)
grafiks, sauc par liklinijas sektoru.
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2.7. z1im.

Liklijas sektors ir kvadrejama figiira; ta laukumu var aprekinat pec
formulas:

2.3. piezime.

1. Ja figtiru ierobezo izliekta slegta linija, kas iet caur polu, tad tais-
nes ¢ = o un @ = [ jaaizstaj ar §1s linijas pieskarem, kas novilktas
pola.

Piemeram, aprekinot laukumu figtirai, ko ierobezo trislapu roze
p=acos3p, 0 < ¢ < & (ZIZ] piem.).

2. Ja figuru ierobezo slegta lnija un pols atrodas tas iekSpuse, ¢
mainas robezas ir no 0 lidz 27. Piemeram, atrodot laukumu
figtirai, ko ierobezo elipse.

2.12. piemers. Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo trislapu roze
p = acos 3y (2.8]zmm.).
Izmantojot simetriju, var atrast laukumu sestajai dalai no visa lauku-
ma.

jus

1
S=6- 5 /(a cos 3¢)2dy = 3a2/cos2 3pdyp =
0 0

jus

6
3a? 3a? 1
:% (1—|—C086g0)d90:%<90+681n6g0>| =

ol

oIy

0
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SHE]

2.8. zim.

2.2.2. Liknes loka garuma aprekinasana

1. Loka garuma aprekinasana, ja lIikne ir intervala [a; b] nepar-
traukti diferencejamas funkcijas f(z) grafiks.

2.4. definicija. Par liknes loka AB garumu s sauc Saja loka ievilktas
lauztas linijas garuma robezu, kad lauztas Iinijas posmu skaits neiero-
bezoti palielinas, bet to garumi tiecas uz nulli.

2.9. zim.
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n
s = lim E Mkfle,
A—0 1

kur A = 1mkax M;._1M;,. Ja sada robeza eksiste, tad Iikni AB sauc par
<k<n

rektificejamu jeb iztaisnojamu, un tas garumu s aprekina pec formulas

s= [ VIT P@s (+

2.13. piemers. Aprekinat kedes Iinijas y = e2 + e~2 garumu, ja
0<x<2.

AY

va

2.10. zim.

1 e +2+e T  erfe?
1 Ty — 1 (et — 9 —x :\/ —
vV1i+y \/+4(€ + e %) 1 5
2 2 z _z 2 1
s:/\/l—l—y’de—/eQze 2dac:(e%—e*%) =e——~1,45
0 e
0 0
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2. Parametriski uzdotas Iiknes loka garuma aprekinasana.

r = p(t),
y=uv@) =

Pienem, ka liknes loks ir uzdots ar vienadojumiem {

t < 3. Izdarot mainigo aizvietoSanu formula (x), iegtst:

g
s = / V2 (t) 4+ 2 (t)dt. (xx)

T = acos’t,

: arumu.
y=a sin® ¢ &

2.14. piemers. Apréekinat astroidas {

Aky

2.11. zim.

Ta ka astroida ir simetriska likne, tad pietiekami aprekinat garumu
§1s linijas ceturtajai dalai (parametrs ¢ mainas no 0 Iidz 7).
Ta ka

2’ = —3acos’tsint; y' = 3asin®tcost,

tad

s

3
5§ = 4-3a/\/COS4tsin2t+Sin4tCOSQtdt =
0

sint costdt =

o\
NE

3
= 12a/ \/sin2 tcos?t(sin?t + cos?t)dt = 12a
0
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us

120 [ 1
= 5 sin 2tdt = 6a (—5 CoSs 215) ‘ = —3a(cosm — cos0) = 6a.

0

[SIE

0

3. Loka garuma aprekinasana, ja likne uzdota polarajas koor-
dinatas.

Pienem, ka likne uzdota ar vienadojumu p = p(¢), @ < ¢ < [ un
funkcija p = p(¢) ir nepartraukti diferencéjama intervala [«; [].

Tad, parametrizéjot So likni un izmantojot formulu (xx), iegust:

5
82/\//)2(90)+p’2(¢)d90-

2.15. piemers. Aprekinat Iiknes p = asin® £ (0 < ¢ < 37) garumu.

2.12. zim.
Ta ka
1
p = 3asin2£cosf c == asiancosf,
3 3 3 3 3
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tad

3m
_ 2606 F 4 2sin? £ cos? Ldo —
S /\/a81n3+asm30053<p

= / \/ sm + cos? %)dg@ =

3T

2
:a/sm §d¢—3/<1—008§>d¢:
0

0
a 3 2¢
== — —sin —
o \¥ 2%

= =31 = 37T—a.
0 2 2

2.2.3. Kermena tilpuma aprekinasana

1. Kermena tilpuma aprekinasana, ja zinams ta skersgriezuma
laukums.

Pienem, ka S(z) ir kermena Skersgriezuma laukums, pie tam funkcija
S(z) ir nepartraukta intervala [a;b]. Tad kermena tilpums

b
= /S(x)dx

2.16. piemers. Aprekinat tilpumu piramidai, kuras pamata laukums ir
S, un augstums ir H (ZI3]zim.).

Ir zinams, ka S(S) = If,— tatad

un
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2.13. zim.

2.2.4. Rotacijas kermena tilpuma aprekinasana

Pienemsim, ka rotacijas kermenis rodas, liklinijas trapecei rotejot ap Ox
asl.

Ta ka rotacijas kermena skersgriezums ir rinkis, tad ta skersgriezuma
laukums ir rinka laukums, t.i., S(z) = 7 f*(z), kur f(z) ir rinka radiuss un

2.4. piezime.

1. Ja ap Oz asi rote figuira, kuru ierobezo intervala [a; b] nenegativu
un nepartrauktu funkciju y = fi(z) un y = fo(x) grafiki, pie tam
fo(x) > fi(x), tad rotacijas kermena tilpumu var aprekinat pec
formulas:

b

Venr / (F2(x) - f3(x)) da.

a

2. Ja rotacijas kermenis rodas, Iiklinijas trapecei rotejot ap Oy asi,
tad sada kermena tilpumu var aprekinat pec formulas:

b
V= 27r/:1:f(x)da:.
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2.17. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Ox asi
rotejot plaknes figtirai, kuru ierobezo Imijas xy = 6, x = 1, y = 6

(2141 zim.).

Ay

6

2.14. zim.

Ta ka y = g; tad

"6\ : 1
7r/ <—> dr = 367r/x2dx = 367 <——>
T T
1 1

1
= 367 <_6 + 1) = 307.

6

1

v

2.18. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Oy asi rotejot

figirai, kuru ierobezo Iinijas y = 2 un = = y* (2.15] zim..).
_ 2
Atrisinot sistemu { z x2, atrod lmiju krustpunktus: (0;0) un

Y

1;1). Ta ka visiem y € |0; 1] ir speka nevienadiba > 92, tad
( Y vy

V= 7T0/1((\/§)2 = (")) dy = Wo/l(y = (; - 35)
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\ A

i e o -

2.15. zim.

2.19. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Oz asi
rotejotfigtirai, kuru ierobezo cikloidas

{ x = at —sint),

y = a(l — cost),
viena arka un Oz ass.
AY

2a

—.

0 2Ta

2.16. zim.
b
[zmanto formulu V =7 / f*(x)dx, izdarot mainiga aizvietosanu. Ta

ka 0 < x < 2ma, tad 0 <t < 27; do = a(1 — cost)dt.

2m 2m
V= 7r/a2(1 — cost)?a(1l — cost)dt = wa® /(1 — cost)ddt =
0 0
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2m
= 1a’ /(1 — 3cost + 3cos’t — cos’ t)dt = ”ag(t — 3sin t)’§7r+
0

2 2
3 3
7;(1 /(1 + cos 2t)dt — wa® /(1 — sin 2t)d(sint) =
0 0
3 3 1 2 . 3t 27
= 1a’2r + ma (t + —sin 2t> — ma® (Sint _ S ) =
2 2 0 3 0
3ra’

— 27%a® + o = 21%a® + 37%a® = 5rad’.

2.2.5. Rotacijas virsmas laukuma aprekinasana

1. Rotacijas virsmas laukuma izskaitloSana, ja likne uzdota
Dekarta koordinatas.

Laukumu rotacijas virsmai, kas rodas, ap Ox asi rotejot nenegativas un
nepartraukti diferenceéjamas funkcijas f(x) grafikam, aprekina pec formu-
las:

S— 27r/f(a:)\/1 T (2)da.

2.20. piemers. Izskaitlot laukumu virsmai, kas rodas, rotejot ap Ox asi
sinusoidas y = sinz lokam, 0 < x < 7.

AY :
1 Yy =sinx

\ A3

2.17. zim.
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m cosr =t, —sinxdx = dt;
S:27r/sinx\/1+coszxdx: jar =0, tadt =1, =
0 r=m, tadt = —1.

-1 1
:—27T/\/1-|—t2dt:27r/\/1+t2dt:
1 -1

9 1
= §<t\/1+t2+1n (t+ \/1+t2)>
1

= 7(2V2+In(3 + 2v?2)) = 14, 38.

2. Rotacijas virsmas laukuma izskaitloSana, ja Iikne uzdota
parametriska veida.
z = (1),
y = (1),
©(t), 1(t) ir nepartraukti diferencejamas, tad rotacijas virsmas laukumu
aprekina pec formulas:

Ja Iikne uzdota parametriski, t.i., { a <t < (3, un funkcijas

B
S =on / (1) /(D) + PR (D)dt.

2.21. piemers. Izskaitlot laukumu rotacijas virsmai, kas rodas, rotejot

TEOOSh g <y < 1 (I8] 2m.).

O  Tiniiag .
ap Ox as1 linijjal { y = asint,

S =27 asint\/a2 sin?t + a2 cos? tdt =

o
NIE

g
sintdt = 2ma®(— cost)| = 2ma®.
0

= 971a’?

o
ol
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v

2.18. zim.

3. Rotacijas virsmas laukuma izskaitloSana, ja ap polaro asi
roté polarajas koordinatas uzdota likne.

Ja polarajas koordinatas uzdota likne p = p(¢) (@ < ¢ < ) rote ap
polaro asi, tad rotacijas virsmas laukumu aprekina péc formulas

5
S =2r / p() sinpr/p2(0) + p2(p)dep.

(0%

2.22. piemers. Izskaitlot laukumu virsmai, kas rodas, rotejot ap polaro
asi Iiknei p* = a®cos2p (0 < ¢ < 7).

, asin 2
p = ay/cos2p, p :—m;
a? sin® 2¢ B a?

0+ p?* = a’cos2¢ + = :
cos 2¢p cos 2¢p

S=2m sin pdp = (2 — \/5) ma?.

o\
e
o

INE

a~/cos 2¢p sin @\/ﬁdw = 2ma’
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AN

INE
’
\ (/—\Ak—\’ 7
N 7
z
7
d
7
d
s
d
N\
\3
\
S
VH

2.19. zim.

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo linijas
(a) y:%z, r=1 =3, y=0;
b)y=lz|+1, y=0, z=-2, z=1;
(c) y=a% y=2—a%
(d)y*=22+1, 2—y—1=0.

2. Aprekinat astroidas x = acos®t, y = asin®t ierobezoto laukumu.

3. Aprekinat laukumu figiirai, ko ierobezo Imijas © = a(t* — 1), y =
b(4t — 3) cilpa (a > 0, b > 0).

4. Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo rinka lnijas p = 2acos,
p = 2asin .

5. Aprekinat liijas y = Insinz loka garumu, ja 3§ < x < 7.

6. Aprekinat Itnijas = (t* — 2)sint + 2t cost, y = (2 —t?) cost + 2t sint
loka garumu (0 <t < 7).

7. Aprekinat Arhimeda spirales p = ap pirmas vitnes garumu.

8. Aprekinat tilpumu konusam, kura pamata radiuss ir R un augstums
ir H.

9. Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, rotejot figurai, kuru ierobezo
Imijay =sinz, 0 <z <7
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10.

11.

(a) ap Oz asi,
(b) ap Oy asi.
Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Oy asi rotejot figurai,

kuru ierobezo Iinijas y?> = 4 — z, x = 0.

Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Ox asi rotejot cikloidai
r=a(t —sint), y =a(l —cost), 0 <t < 2.

Majas darba uzdevumi

1.

© o N o

10.

Aprekinat laukumu figturai, ko ierobezo Imijas

s

(a) y+22 =0, x4y =0;
(b) y = arcsin 2z, = = 0, y__§;
(C)y—lnx Tr =e, T = e2 Ly =0;
(d)

Aprekinat laukumu figiirai, ko ierobezo parabola (y —2)*> = x — 1, Ox
ass un pieskare parabolai, kas novilkta punkta ar ordinati yy = 3.

Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo cikloida z = 2(t — sint),
y =2(1 —cost) un taisne y =3 (0 < x < 4m, y > 3).

Aprekinat laukumu figurai, ko ierobezo kardioida p = a(1 — cos ¢).

Aprekinat laukumu figiirai, ko ierobezo rinka Imijas p = v/3cos ¢,
p=cosp,jal<p< 7.

Aprekinat Iimijas y = Inz loka garumu, ja v3 < 2 < V/8.
Aprekinat Iiijas © =12, y =t — g loka garumu, ja 0 < z < 3.
Aprekinat lmijas p = sin3§ loka garumu, ja 0 < ¢ < 7.

Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Ox asi rotejot figurai,
kuru ierobezo lijas y* = (v — 1)?, z = 2.

Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, ap Oy asi rotejot figurai,
kuru ierobezo Iinijas y = 2, y = 8 un koordinatu asis.



2.3. Noteikta integrala lietojumi fizika 61

11. Aprekinat laukumu virsmai, kas rodas, ap polaro asi rotejot kardioidai
p = a(l+ cosyp).

12. Aprekinat laukumu virsmai, kas rodas, ap Ox asi rotejot figurai, ko
ierobezo Imijas y = tgz, r =0,z =a (0 < a < F).

2.3. Noteikta integrala lietojumi fizika

2.3.1. Materiala punkta noieta cela izskaitloSana

Ja punkts parvietojas ar atrumu v = f(¢), tad punkta noieto celu laika
intervala [t1;ts] aprekina péc formulas

5= / (1)t

2.23. piemers. Punkts parvietojas ar atrumu v = 0, 1t m/s. Izskaitlot
punkta noieto celu pec 10 sekundem no kustibas sakuma.

10
t4
s = /o, 1t3dt =0, 1—
4
0

10
= 250 (m).
0

2.3.2. Mainiga speka padarita darba izskaitloSana

Darbu, ko veic mainigs speks F' = f(x), parvietojot materialu punktu
pa Ox asi no punkta x = a Iidz punktam x = b, aprekina pec formulas

A:/bf(sc)dx.

Risinot uzdevumu par darba aprekinasanu, biezi izmanto Huka likumu:
F =kx,

kur F' - speks;
x - absolutais atsperes pagarinajums, ko izraisa speks F';
k - proporcionalitates koeficients.
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2.24. piemers. Izskaitlot darbu, kas javeic, izstiepjot atsperi par 6 cm,
ja tas izstiepSanai par 1 ¢m nepieciesams 10N liels speks.

Izmantojot Huka likumu, apréekina proporcionalitates koeficientu:

10

k:
0,01

= 1000.

Tatad F = 1000z un
0,06

/ 1000zdz = 50022|""°
0

A 0

=500 - 0,0036 = 1,8 (J).

2.3.3. Skidruma spiediena spéka izskaitlosana

Skidruma spiediena speka izskaitlosanai izmanto Paskala likumu
P = ~hS,

kur P - skidruma spiediena speks;
h - virsmas iegremdeésanas dzilums;
S - virsmas laukums;

v - skidruma 1patnejais svars.

2.25. piemers. Atrast hidrostatisko spiedienu uz pusrinki, kas vertikali
iegremdets uden1 ta, ka pusrinka diametrs atrodas uz tidens virsmas.

v
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Dota pusrinka laukumu sadala joslas, kas paralelas udens virsmai.
Katras joslas, kas atrodas attaluma h no tudens virsmas, laukums ir

dS = 2xdh = 2+/1? — h?dh.

Spiediena speks, kas darbojas uz So joslu, ir

dP = vhdS = 2vh\/r% — h2dh,

kur v = 1.

2.3.4. Materialas linijas masas, speka momentu un masas centra
aprekinasana

Ja materialas Iinijas masu apzime ar m, speka momentus pret attiecigam
koordinatu asim - M, un M, masas centra koordinatas - ar x., y., tad

b
m = [ ) VTF PP

b
w&z/ﬂ@M@VHﬁW@m;

b
My = [ an(o)T+ PPl

p(x) - Iinijas linearais blivums,
y = f(x) - materialas linijas vienadojums dotaja intervala [a; b].

2.26. piemers. Aprekinat masu rinka linijas pusei, ja tas linearais bli-
vums jebkura punkta ir vienads ar §1 punkta attalumu Iidz diametram,
kas savieno tas galapunktus.
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2.21. zim.

Rinka Imiju novieto xOy plakne ta, lai tas centrs sakristu ar koordi-
natu sakumpunktu, bet diametrs atrastos uz Oz ass.

Rinka Iinijas vienadojums ir 2 4+ y> = R2, bet tas jebkura punkta
attalums Iidz diametram ir y. Tad p(x) = y un pec attiecigas formulas

R
m = /y\/l—l—y’de.
“R

No rinka Iijas vienadojuma

y=VR 2% y = ———

tad
R N 5
m:/ R2$2'\/1+<—> dr =
R2 _ 12
i R
:—/Rda::Ra: = 2R2.
"R
“R

2.5. piezime. Ja lija ir homogena (u =const), tad tas masas, speka
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momentu un smaguma centra aprekinasanas formulas ir vienkarsakas:

m = u/ V14 f?(z)de;
M, = ,u/f(x)\/l + f(x)dx;

b
M, = ,u/x\/l + f?(x)dz;

M, M,

kur s ir Iinijas loka garums.

2.3.5. Homogeénas plaknes figtiras (Iiklinijas trapeces) speka mo-
mentu un masas centra aprekinasana

Ja homogenas plaknes figiiras, kas ir Iiklinijas trapece, speka momentus
pret attiecigam koordinatu asim apzime ar M, un M, tas masas centra
koordinatas - ar x., y., tad

b b
M, = %u/ﬂ(x)da:; M, = ,u/a:f(:c)dx,
M 1 / M 1 /
= —y == — N = ad == — 2
ve= = [af@dn y=Tr =50 [ Pl

(1 =const - materialas figuiras blivums;

y = f(x) - nepartraukta, nenegativa funkcija, kuras grafiks ierobezo
lIiklinijas trapeci no augsas;

m - liklinijas trapeces masa m = u.S,

S - Iiklinijas trapeces laukums.

2.27. piemers. Atrast speka momentus attieciba pret koordinatu asim
trijsturim, ko ierobezo taisnes £ +4 =1, 2 =0, y = 0.
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AY
b
T
=
0 a
2.22. zim.
No taisnes ¥ 4 ¥ = 1 vienadojuma izsaka y:
y:b(l—z);
a
Tad
1“ 2 b2 2 2 1 3 a b2
Mx:—/b2(1—f) do =2 (2.2 4 . 2| 2%
2 a 2 a 2 a® 3)|, 6
0
2 1 3\ |¢ 2,
My:b/x<1—§)d:c:b L) 2L
a 2 a 3/ 6
0

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Izskaitlot speku, ar kadu tidens spiez uz taisnsturveida vartiem, kuru
platums ir 20 m un augstums 16 m, ja vartu augseja mala atrodas
tudens ltment.

2. Vertikals trijsturis ar pamatu 10 m un augstumu 8 mir iegremdets ar
virsotni uz leju tiden1 ta, ka trijstiira pamats atrodas uz tiidens virsmas.
Izskaitlot tidens spiedienu uz So trijstiri.

3. Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izsuknetu udeni no rezervuara, kam ir
3 ) ) )
pussferas veids ar radiusu 0,6 m.

4. Tzskaitlot darbu, kas javeic, lai izstiknétu tideni no vertikalas cilindris-
kas mucas, kuras radiuss ir 2 m un augstums ir 5 m.
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Majas darba uzdevumi

1. Aizsprostam ir trapeces veids; trapeces augsejais pamats ir 20m, aug-
stums 6 m un apaksejais pamats 10 m. Izskaitlot idens spiedienu un
alzsprostu.

2. Kads darbs ir javeic, lai izstieptu atsperi par 6 cm, ja 1 kG liels speks
1zstiepj to par 1 cm.

3. Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izstiknetu skidrumu no cilindrveidigas
cisternas, kuras garums ir a¢ un diametrs ir d.

4. Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izsuknetu tudeni no puscilindrveidigas
siles, kuras garums ir 10 m un radiuss 4 m.
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3. nodala

NEISTIE INTEGRALI

Par neistajiem integraliem sauc integralus ar bezgaligam integresanas
robezam un integralus no neierobezotam funkcijam.

3.1. Integrali ar bezgaligam integresanas robezam jeb
1. veida neistie integrali

Pienem, ka funkcija f(x) ir definéta un nepartraukta visiem x € [a; +00).
Neisto integrali ar bezgaligu augsejo integresanas robezu define sadi:

00 b
[ s = i [ sy

Ja st robeza eksiste un ir galiga, tad neisto integrali sauc par konvergentu,
ja robeza ir bezgaliga vai neeksiste - par divergentu.

Analogi define neisto integrali ar bezgaligu apaksejo integresanas robezu

b b

/f(:c)da:: lim [ f(z)dx

a——00

a

un neisto integrali, kam abas integreSanas robezas ir bezgaligas:

c

+00
/f(x)dx: lim [ f(x d:p—|—bhm /f
a——00 — 400

a

c € R.

69
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3.2. Integrali no neierobezotam funkcijam jeb
2. veida neistie integrali

Integralus no intervala [a;b] neierobezotam funkcijam sauc par otra
veida neistajiem integraliem.

1. Pienem, ka f(z) ir intervala [a;b) nepartraukta funkcija, kas ir neie-

robezota punkta b apkartne. Ja e ir péec patikas mazs pozitivs skaitlis,
b
tad otra veida neisto integrali [ f(z)dz definé sadi:

a

/bf(x)da: = lim b/gf(a:)dx

e—0

Ja eksiste galiga robeza, tad saka, ka neistais integralis konverge
un So robezu sauc par neista integrala vertibu. Preteja gadijuma
neistais integralis diverge.

2. Analogi apzime un define neisto integrali no funkcijas, kas ir neiero-
bezota punkta a apkartne:

/bf(x)dx—lim/bf(az)dx.

e—0
a+e

3. Ja zemintegrala funkcija ir neierobezota intervala [a; b] iekséja punkta
c apkartne, tad sadu neisto integrali define ka divu ieprieks apskatito
integralu summu:

/bf(x)dx/cf(x)dxwtfbf(:v)dx.

Sads otra veida integralis konvergg, ja konverge abi labas puses integ-
rali.

Ja zemintegrala funkcijai f(z) var atrast primitivo funkciju, tad neista
integrala aprekinasana ipasas griitibas nesagada, pieméram,

+00 b

/ f(x)dx = blim f(z)dz = lim (F(b)—F(a)) = lim F(b)—F(a).

——400 b—+-00 b——+00
a
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Ja rodas grutibas atrast primitivo funkciju, tad neista integrala kon-

vergenci vai divergenci var noteikt, izmantojot t.s. salidzinasanas
teoremu.

3.1. teorema. Ja f,g - intervala [a;+o00) nepartrauktas funkcijas un
visam argumenta vertibam no $i intervala ir speka nevienadiba
0< f(z) < g(x), tad

+00 +00
1. ja [ g(x)dx konverge, tad konverge ari [ f(x)dr,
a a

+00 +00
2. ja [ f(x)dx diverje, tad diverge ari [ g(x)dx.

3.1. piemers. Izskaitlot neistos integralus:

+ood 0 +o0o d
SC xT . o .
CL) /E? b) /6 dﬂf, C) /ZE2—|—17
1 “0 %
4 9
d) dx _ e) / dx
/ Ve / Y(x—1)?2
+00 b
de oo fde o LNP (1 1) 1
V) e fm e e s Ty
1 1

0 0

0
b) /exd:z:: lim /exd:c: lim e

c)

+o00 0 b
/ dx . dx Lo / dx
— 1m 1m —
241 a——oo ) 224+1 bt ) 22+1
—00 a 0
0 b
= lim arctgz| + lim arctgz| =
a——00 a b——+oo 0
lim (—arctga)+ lim arctgh=—(—=)+ 2
= lim (—arctea m ar = —|—= — =T
a——00 arcts b—1>—|-ooa s 2 2 i

Acimredzot, pirmie tris dotie neistie integrali konverge.
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d) Zemintegrala funkcija f(x) = ﬁ% ir neierobezota punkta xz = 0
apkartne, bet Soreiz punkts x = 0, ir apakseja integresanas robeza,
tapec dotais integralis ir neistais.

4 4
/ dx . dx I 2
——=lm | — =lim [ ——
x\/f e—0 x\/f e—0 \/E
0 €

tatad neistais integralis diverge.

4
=lim | -1+ 2 = +00
. e—0 \/E ’

1

c) Zemintegrala funkcija f(z) = W ir neierobezota punkta
x J—
xr = 1 apkartne, punkts = = 1 kas ir intervala [0; 9] ieksejais punkts.
9 1—51
/ 1 / dx ! /
= lim ———— + lim
/ V(-1 a0 Y/ (a: —1)? 62—>01 (x—1)2
+e9
—&1
/T — + hm 3V — =
614>0 624> 1+€2
_311m(\/ — V- )+311m(\/_—\?/5_) 9,
51—> 82—>
tatad neistais integralis konverge.
3.2. piemers. Izpetit uz konvergenci integralus:
+00 4
1'/ dx ; o /3—|—cos:1:
23+ 4 (x — 2)?
1 2

+o0o
1. Jaz >1,tad 0 <

, bet integralis | — ir konvergents
a3 +4 x?’ & / 5

(skat. B.I]a) piemeru).

[zmantojot [3.1]teoremu, var apgalvot, ka dotais neistais integralis
konverge.

3+ cosw
(x —2)?
ir neierobezota punkta x = 2 apkartne. Ta ka visiem = € (2;4] ir
speka nevienadiba

2. Dotais integralis ir neistais, jo zemintegrala funkcija f(x) =

e’ 1
A—22  (1-2p
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un
1

[755

0

diverge (par to parliecinieties pasi), tad var izmantot 3. ] teoremai
analogu teoremu prieks neistajiem integraliem ar neierobezotu
zemintegrala funkciju. Seko, ka dotais integralis diverge.

Auditorija risinamie uzdevumi

Izmantojot definiciju vai salidzinasanas teoremas, izpetit uz konvergenci
Sadus neistos integralus

+00 —+00

2. / xe‘xQd:z:;

1 0
0 J +0oo
3. / xzf—9; 4. /sinxdx;
4 9
5 / v 6. [T
T/ T Ve —1
0 0
+00 +00 d
x x
7. d 8. —_
/ FENE / x? . er’
1
+00 3

o
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Majas darba uzdevumi

Izmantojot definiciju vai salidzinasanas teorémas, izpetit uz konvergenci

sadus neistos integralus

+oo
dx
T
1
0
3. xetdr;
— 0
16
dx
5. —;
xg

+oo d
2./ xg X
zln’zx
+o0
n /d_x;
24+ 22+ 2
/ d
T
6.
/($—2)4’
0
—+00 1
T+
8./ dx;
1 Va?
/ d
etdx
10.
/(l—x)Q’
0



4. nodala

PIELIKUMS

[. Atrast integralus, izdarit parbaudi.

1 a) xdx ; b) arccos® z — 1 da
2. a) \/%; b) /1+xlnxd:c;
2
cofEE o[,
2 x—1
5. a) /35 xdz; b) /\/ﬁdx;
6. a) /xe_3x2+1dm, b) /4arftfi2_ * da;
TYE
o [
10. a) / edx ; b) /Ctgz(x—l)dx;
et +1 sin“(z — 1)
sin xdx 2%dx
11. a)/m; b)/3+2x,
2
12 q) / fj;, b) / (;:;stx)?dx;

o
~

\\\\\\?\\ — — —
z
=
S
2
&

o o o
~ ~ ~—

[\

=)
8
Y
8

)

=3
2
<9
2

o
~

8
™
& _
8

o o
~ ~

(x 4+ 1) cos xdx;

8
(@
S
SH
8

c)

o
~—

sin(Iln x)dzx;



76 4. nodala. PIELIKUMS
13. a) /\3/1 — 2xdx; b) /:Uc(o;::i;—xs;nxdx; c) /xcos2 xdx;
14)/ de b)/tl dz: /2—) d
. a 1T g xIn cos xdx; x” — x) cos xdx;
2 — arccosx
15. a) /x(2m2+3)4d:1: b) / e dur;
V1 — 22
d v/arctgx — 3
16. a) rer ; b) el R dx; (x — 1)Inzdx;
(224 1)3 1+ 22
sin xdx er — 1 xd
17. a) / oy b) / " dx; / o
dx cos &
18. a _ b dx; 2% cos xdr;
) /x\/l—lnx ) / Vsin? z /
V1+Inzd
19. a) / e x; b) /cosxel_281”dx; / (x + 2)3%dx;
x
3d d
20. a) / x4 xl; b) /ﬁl—xf, /arcsma:dm
xt — cos? T
3 cos xdx
21. a z2e” dx; b / : /ln
) / ) sin® z/sin z
d 3—2
22. a) —COS\\//_E x; b) / 5 333 dx; /a:2 sin 2zdz;
x x? — 3z
r2dx e’
23. a) /0082 ot b) /1+610xdx, /;Uarcctga:dx
2x — Vinzg —1
24. a) (22 — 3)dz ;D) ne dx; 2% In zdz;
(22 — 3z + 2)3 T
25. a) /(—2x—6)dx' b) /sinx\/l — 2cosxdx; c) /x2 arccos xdzx.
2% 4 62 4 10’ ’

La) [
/-
W
[

I1. Atrast integralus.

P 4+r—1

43:2—|—4x
3+ 4

— 622 + 8z

0+ ! —8
3 _

2
d: b)/ Ao 4+ 3x + 4 d:
(2+1)(22+2z+1)

x+4
az; ) /(x2+x+2)(x2+2)dx’
b)/ xdx _
(22 +1)(a® + 3z + 3)’
T+ 2

. ) / (x2+4x+5)(:c2+1)dx;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2xt —3r2 —2lx +1
x3 — 322 4+ 2x
= 62° + 1222+ 6
dx;
3 — 6224 122 — 8

dx;

x4—16x3+5x+8
3 — 16z
5x4—:1: +42% + 8
s —ax?—x+1
4

dx;

d;

ot — 42 + 22+ 162 — 11

x3 —222 —br +6

1'10

2

DO
&
W
I
&
_I_
—_

dx;

8
o
|

S

321 —2
2 922 —3
23 4 3
3 + 322 — 10z
23+ 1
3 — bx? + 6x

1'3

213 — 312 — 2x
2+ 5
4o +4

dx;

SHES

dx;

dx;

dx;

)
S S S S S S S S S S

8

| +
&M
I
&
5

dx;

)| s
|
)| T
ies
ks
|
0/
0/
) | Era
) | s
|
0]
|
) |
|
b)/
b)/

223 +4x +2x—1
x2+2x+2)
3:19 +13:1: 13z + 1
( 2)(x2—x+1)
3 43: 16x—12

dx;

x2+4x+5)

2 +63: + 92 +6
1)(x? 42z +2)

23 —|—4:E +4x + 2
(2?2 +2+1)
4oy — 3

(222 —3x 4 3)(22 + 1)
x4+ 2

5 dx;

(2 + 6x + 10) (22 + 1)
S5 + 3

622+ + 2)(x2+ 1)

dx;

dx;

dx;

2

3 -|—2x + 10z
(z? —x+1)
37% 45
(224 5)(z? — 4x + 8)
22 + 31 + 3z + 2
x2+x+1(x2+1)

dx;

dx;

5

dx;

x2—|—a:+2(9:2+4)
x? —33—12 d:
2-bx+T)(2?+1)
322 +4x—1
(22 +4)(22 — x + 8)
222 + 3x — 5
(2 + 2)(2? — 4x + 5)
223 + 1122 —|—1693—|—10
(z+2)? (x2+2x+3)

dx;

dx;
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3zt — 402 — 8 3 — 222 +1
22. dx: b dr:
@) /x3—5x2+6x " ) /(x2+9)(x2—3x+6) .
3z — 4 222 + 8z + 3
23. dx: b dx:
a)/x3—2x2—|—x . )/(x2-|—3)(x2—2x+7) o

/ 92° —x + 16
dx;
z?(z —1)

ITI. Atrast integralus

10. a

11.

12.

13. a

sin xdx

o+ 3smx
sin zdx .

2+Slnx

sm ZE'

cosz(1 4 cosz)’
cos zdx

5+4cosz’
sin xdx

1+ sma:

4smx+3003x+5;

2cosx + 3 sinx’
cos xdx

2+ cosz’
cos xzdx

1+Slnx—cos:(:

sin”(1 — cos x)

) |55
s

) | G

) )

) | 5 s
/ .
iy
) )

) )
v

) )

) )

'/

QSlnx—cosx+5

Sr + 1
b) /(x2+2)(x2 — 424 6)

dx;

2% — 1
) / (2 — x4+ 4)(2? + 4)d$'

b) / sin z cos® zdz;
b) / cos® 3z sin* 3xdux;
1
b) / +tg xdx;
1 —tgx
b) / sin 9z sin zdux;
b) / sin® z cos* zdx;
b) / sin’ fda:.
cost x
dz
b) / . 3 s
cos x sin”
b) / cos® —dx
3
b) / = L da;
sin® x
b) / tg® xd;
b) / sin4fdx.
cos? x
dx
b
) / sin® z cost
b) / sin® zdz;
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n / sin zdx
sin x + 2cos:13
15 a /
5smx + cosz’
16. a /
1 + sma: +cosz’
17. a /
1 +sin?z’
18 4 / 44+ tgx
2sin’ x + 18 cos? x
6tgx
19. a dx;
3sin 2z 4+ Hcos? x
2t 3
2. a / R .
sin? z + 2 0032 T
1. /
8 — 4smx + 7cosx
22. /
5+ 4smx
23. a /
7cos2x —l— 2sin?x’
24. /
1+ Cosx sinz’
t
2. a / Orter .
9sin®z + 4 cos? x
IV. Atrast integralus.
6V + 2
1. a) dx;
(x +2)*Vx+1
) 20 — 13 .
V322 — 3z — 16 v

5 o / /9 —2:1:
33—21

_ dx;
) /\/23:2 — 4z —1

b) [ sin®2x cos? 2zdz;
b) [ cos? g sin’ —dx
b) [ sin 3z cosbxdr;
b) [ cos®2xsin® 2zdz;
e

cos 5z cos 3xdx;

b) [ sin2zsin 3x cos brdz;
dx
b .
) sin z cos? &’
.9
sin” x
b dx;
) cosbz
4
b) C?SZ v dx;
sin” x
dx
b
) cos® x
b) [ sin®3xdz.

e S S S S S e S

dz;

i
) [

/JT
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g ) \3/(1 +3\5/F)2dx;
/\/%714 / r2yx

r—1

V32 —x+5

/\/x2—13521 /31+ i
x +

V) e

a)/2+j§:ﬁ; /1+

2r + 5
c) dx;
VAx2 +8x + 9
3—2x V11—
b) dx
20 — 7 x°
/x\/4x2 + 4z + 3

5 _
/\/ xdm b) /x2\/:r:2+1da:;
aj_

Tr —1
m
5vVz 41 /(223 +1)°
a)/(g;+1)—|—\/_ T; b)/ p; dx
r?dx
A=y
2 /(15\/:LT3 i /\/T

z+3)%/x
2x — 10

Vi
—x xdx
A N e

/(:c+ 1)\/m

7

¢)
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11.

12.

13.

14. a

15.

16. a

17.

18. a

19. a

A

2/ x —
T — 9

itz o
) [

:U.r+

a)
c)

)/Hm;

a)/3 r+2dr
x—2z’

2 + 4z

Va2 +2x+2

s Fdw

m
a) /(m—2) 1+xd1‘

3r —1

c) dz;

V212 — 51 + 1

/ [4x — 5
3:+1
5r + 2

Va? + 3z —
a) / V16 — 22dx;

r—4

V2r2 —x +7

/ =

3z — 1
\/4x2+8:1:+5

/ :L‘—i-5x2’

) [
) [
b) / o L
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20. a

21.

22.

23.

24. a

25.

20 — 1
Vi -3z +4

r2dx
)/kMHBMMx—y
) (4r + 1)dz
‘ V242 — 2%
yiv2
a) /( dx;

Vi + ) Vb
or — 3

V222 +4x — 5

)

dx;

dx
a)/k4+x%V4+xT
0 3x + 2

Va4 2z — 932
a) /\/ 256 — z2dz;

r+5
c)

V3 — 6:L'—x2

dx
) /(1—.7:2)\/1—.91527
) 2 4+ 4

V3x? +x —
a) / V100 — z2dz;

Te — 2
va?z—br+1

) [,

) /_Wd

[

@L/éﬁg;zzm

dx _
21/1 + 2%

b) / dx .
3335’/14—%7

V. Izskaitlot noteiktos integralus ar precizitati lidz ¢ = 0, 01.

1. a)

7z 3
xdx
3 b)
cos? x
0 2

yIn(y — 1)dy; C)/

N

COS3 T

———dx;
\Vsinx ’

NIE]
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10.

11.

12.

COs z sin zdz

X

/
e

/ 4—x2
1

1

/433:’

0

a) / 12 ctg 3zdx;

sin z cos® zdz;

a)

ol ol
o0 SIE]

a) /ﬁdaj;

d .
a) ——da;
) x2dx
a .
1+ 26’

(y — 1) Inydy;

re *dx:;
"1
2
m
b) / x sin x cos xdz;

-7

€

In? x
b)/ p dx;

1

b) / Vv In xdx;
1

1

b) /arctg Vad;

0

™

0

dz
c)
2+ cosw
c) [ sin®2xdx;
¢) [ sin* —dm

tg? zdx;

2 cos z sin 3xdz;

x x
cos — cos —dx;
2 3

cos xdx

sian—i—l’

2 2

0/
i
0
f 3
c) / CoS = cos —xdx
0
0/
i
0
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xrdx
13. a) | —2 .
) /\/1—x2
0
2 1
ez
14. /x2d:c,
1
1
15. a) /a:3\/4+5x4d.7:;
0
[1+1
16. a)/ 1 nxdm;
T
1
2 y
17. a)/ L ;
zt+4
0
T
18. a) [ —m—m .
) /\/25+3x
0
% d
T
19. ;
@) /1:2+1’
3
4
20. a) /sin:z:cos2 rdx;
1
7
21. J/ 2
0
12y/3 5d
99 / 122°dx
0

2

b) [ y*Inydy;

b) [ arctg(2z — 3)dx;

b) [ (z+ 3)sinzdz;

z1n? xde;

b)

b) [ (x—2)e 3da;

b) [ arcsin(l — z)dx;

b) [ xIn(1l — z)dx;

arcsin 3
dx;

) V2—ux

b) [ In(3x 4+ 2)dx;

b) | xarctgxdr;

S Tt Tt Rt T et T Tt — e T —

ctg® zdx;

c)

)

cos x cos 3xdz;

o\ ca\:\\
(SIE] [SIE]

s
/ cos® x sin? zdz;
0

1+tgx
sin 2x

dx;

sin 2x

s—dx;
cos’

O o
N— SN—
@\:\\ c:\:\\
B w3 INE

c) / sin x sin 3xdz;
0

™

c) / sin x sin 2zdz;

cos® xdz;

c)

c) / sin’ gdx;

0

5 o\.w\:\ INE

us

2
dx
c) | —5—;
S1in- &I

wly
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V3

23. a) /x\?’/ 1 + 22dz; b)

0

24. a)O/
25. a)/2

INE]

™

(z + e *dx; ¢ /0082 rsin® xdz;

e

jus

o\»\z\ l“\,.o

23 / dx
dz; b tg? vdr; ;
Syl ) | @t wd; ) /sinx’
5
d [ oad f
€T rax . .
R b) /COS2 3 c) /sm 27 sin 3xdx.
0 i

VI. Izskaitlot laukumu figtirai, ko ierobezo dotas Iinijas.

La)y=4—z

ca)y=1, y=-1, y=x+1, z=y%

y = 2v/2sint,
y=2(y=2);
a)y = (r—2)° y=4dx—8;
b) r = 4(t —sint),
y =4(1 — cost),

y=4(0<z<8m, y=>4);
2

b) { T = /2 cost,

,y:x2—2x;
T = 2cost,
b){y:6sint,
y=3(y>3)
a)y=vV4—2% y=0, =0, z=1;
b) {x:2(t—smt),

y = 2(1 — cost),

y=30<zxz<dm y>3);
2

La)y =z, x=29;
T = 6cost,
2 {y:2sint,

y=V3(y>V3);
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10.

11.

12.

13.

L,

: a)y:Za:, x=—2, x =06 un abscisu ass;
x = 3(t —sint),
b)
y = 3(1 — cost),

y=3(0<z<6bm y=>3);
a) y = arccosx, y=0, x=0;
x = 6(t —sint),
b)
y = 6(1 — cost),
y=90<z<12m, y>9);
a)y=(z+1)? y=x+1;

r = 3cost,
2 { y = 8sint,
y=4(y > 4);

. a) y* = r + 4 un ordinatu ass;

b>{x:6@—anm

y = 6(1 — cost),
y=6(0<xz<12m, y > 6);
2m T

a) y =sinx, x:—?, x:—§ un abscisu ass;
x = 6cost,

b) {y:4sint,
= 2V3 (y > 2V3);

7 5t :

a) y = ctgx, a::E, x:?un abscisu ass;
r=1—-sint

b Y

) {yzl—cost,

y=1 (0<z<2m y=1)
a)y=2x—2°+3, y=ux>—4r+3;

r = 9cost,
2 { y = 4sint,
y=2(y=>2)

a)y =2z°, y=6a"

b){ngu—gnm

y = 8(1 — cost),
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

=12 (0 <z < 167, y > 12);
a)x=(y—2)°, o=4y—8;
T = 3cost,
) {ystint,
y=4V3 (y > 4V/3);
a)y=2°—6x+5, y=2r—T,;
x =2(t —sint),
b)
y = 2(1 — cost),
y=20<z<4m, y>2);
a)r=4—y z=y -2y,
r =4(t —sint),
b)
y = 4(1 — cost),
y=06(0<z<8m y>6);
a)y=(r—17 y’=z-1;
b) :L‘:2\/§cost,
y = 5v/2sint,
y =5y =5);
a)y =2x —a?, y=—ux;
_ 3
b) {a:—24.c%s t,
Yy = 2sin°t,
x:9\/§(5z:29\/§);
a)r=4—(y—1)* x=y*—4y+3;
r = 16 cos’ ¢,
2 {y:281n3t,
r=2(x>2);
a)y=c¢e", y=e
r = 16 cos’ t,
b) {y:sin3t,
x:6\/§(5c26\/§);
a) 2t +y* =1, 22 =2y+1;
xr = 32cos’ t,
2 {y:sin3t,

Yox=1In4;

r=4(x >4);
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22. a)x=+4—y% =0, y=0, y=1;

r = 8cos’t,
b) { y = 8sin®t,

r=1(x>1);
23. a) y =tguz, :U:g un Oz ass;
x = 8cos>t
b) {y:4sin3t,,
= 3V3 (z > 3V3);
24. a) x = arccosy, x =0, y=0;
_ 3
) {5t
r=2(x>2);
25. a) 22+ y> =36, z =3, x=3V3;
b) {x:8\/§.cos?’t,
y:\/§sm3t,
r=4(x>4).

VII. Izskaitlot loka garumu dotajam liknem.

La){x:5@—$nm

y = 5(1 — cost),
0<t<m,

b)p:3e37<p, —

2. a) zr = 10cos’ t,
' y = 10sin’t,

D p=2e%, — <<l
Jp=2e7, —5 <9<

3. q) x = 3(2cost — cos 2t),
' y = 3(2sint — sin 2t),
0 <t < 2m,

T T
_ p _T < -
b) p = V2¢?, S <e< o
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10.

-
t < —;
- 3
5
b) p="5e12, —— <
x = 4(cost +t
a) :
y =4(sint —t
0<t<2m,
b) p=1—sinyp, —

{ xr = 8cos’t,
. a)

y = 8sin’t,
0<t<—

- T 6
b)p=4de?, 0<¢

sint),
cost),

o]

<p<—

T
<3
3

x = e'(cost + sint),
y = e'(cost — sint),

0) x = e'(cost + sint),
y = €'(cost — sint),

0<t<m,
b) p=3(1+siny),

o) x = 3(cost+t
y =3(sint — t

0<t< =

v
—— < <0
6_S0_’

sint),
cost),

7T-
67



. 4. nodala. PIELIKUMS
x = 4cos?t,
T T
—<t< -
6 — — 4
b) p=beosg, 0<p< T
x = 4(t —sint),
12. CL) {y:4(1_cost),
T 21
—<t< —;
2 — — 3
2
b) p=8(1 — cos ), _?WS@SO;
x:2(COSt“r‘tSint)7
13. a) {yzg(sint—tcost),
0<t<’.
= v = 2’
b)p=2p, 0<p<
— ot 1
14, ) § 7= Lcost e,
y = e'(cost — sint),
T T
—<t< -
6 — — 4
b) p = 8sin o, OSWSE;
x:2C083t7
7
0<t<—;
= v = 4’
3
b) p = 3, OSwSZ;
x = 3,5(2cost — cos 2t),
16. a) {y:3,5(zsmt—sm2t>,
0<t< =
— v = 2’
) p=4(1-sing), 0<p<
x:6(COSt+tSint)7
17. a) { y = 6(sint — tcost),
0<t< .



91

18. a

19. a

20. a

21.

22.

23.

24.

b) p=2cosp, 0<p< —;

6
) x = 2,5(t —sint),
y = 2,5(1 — cost),
— <t<7T
5(1 — cos @), —gggng;

x = e'(cost + sint),
y = e'(cost — sint),
<t<m.

= 8cos p, 0<gp<Z

tQ — 2)sint + 2t cost,
2—t2 cost + 2tsint,

2
) p=
T
2
) p
0< L
2

b) p = 6(1 + sin ), —gSsOSO;
x = (t* — 2)sint + 2t cost,
y= (2 —t?) cost + 2tsint,

12

= 8(cost + tsint),
= 8(sint — t cost),

=

N—
—
OOOO

r=(t*— 2)Sint+2tcost,
y = (2 —t?)cost + 2tsint,

= 2sing, 0<p <

Tr = %COSt—ZCOSQt
Yy = %smt— istt

1
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T
y=02-#

= (1 — 2)sint + 2t cost,
)cost + 2tsint,

VIII. Plaknes figura, kuru ierobezo dotas linijas, rote ap noradito asi.

Izskaitlot iegtita rotacijas kermena tilpumu ar precizitati Iidz € = 0, 01.

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

- W

© ® N oo

y>=4—x, =0, Oy.
V4 I =V2, 2=0,y=0, Ox.
2

2
T+5 =1 0y.
=22, y=1, Ox.

r = 6(t —sint), y = 6(1 — cost), Ou.
x = 3cost, y=4sint (O <t< %), Oy.

r=+/1—9? y=2x, y=0, Ox.

y? = 4z, 2* = 4y, Ox.

x = 2cost, y=5Hsint, Oy.

y =22, 8z = y?%, Oy.

y=¢e¢v, x=0,y=0, =1, Ox.

y2:4§,x:3, Ozx.
y=2x—a° y=0, .
2 2
SRR
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18.
19.
20.
21.

y=2—212% y=a% Ox.
y=—x2+8, y=a2 Ox.
y=2% =0, y=28, Oy.

2y =22 204+ 2y —3 =0, Ox.

22. y=a —a% y=0, Ox
23. y—Z—%z, r+y=2, Oy
24. > = (x +4)3, 2 =0, Ox
25. © = +/3cost, y = 2sint, Oy.
IX.
1. Izskaitlot speku, ar kadu tidens spiez uz taisnstiira vartiem, kuru pla-

tums ir 20 m un augstums 16 m, ja vartu augseja mala atrodas tdens
Iiment.

Divi kermeni iesak kustibu pa taisni no viena un ta pasa punkta viena
un taja pasa virziena. Pirmais kermenis kustas ar atrumu v = 3t> m/s,
otrais kermenis - ar atrumu v = 6t2+10 m/s. Kada attaluma kermeni
atradisies viens no otra pec 10 sekundem?

Aizsprostam ir vienadsanu trapeces forma; tas augsejais pamats ir
20 m, augstums 6 m un apaksejais pamats ir 10 m. Izskaitlot tdens
spiedienu uz aizsprostu.

Trijsturis ar pamatu 10 m un augstumu 8 m ir iegremdets ar virsotni uz
leju tudent ta, ka trijstura pamats atrodas uz tidens virsmas. Izskaitlot
tudens spiedienu uz So trijstiri.

Izskaitlot smaguma centra koordinatas plaknes figurai, ko ierobezo
Imijas 224+ 3y =6, x =0,y =0 (p=1).

Izskaitlot speka momentu attieciba pret Oy asi (p = 1) plaknes figurai,

ko ierobezo linijas y = = un y = 2.

Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izsuknetu tideni no rezervuara, kam ir
3 ) Y Y
pussferas veids ar radiusu 0,6 m.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Saspiezot atsperi par 0,05 m, patereja 25 J lielu darbu. Kads darbs
javeic, lai atsperi saspiestu par 0,1 m?

Lai izstieptu atsperi par 0,04 m, ir javeic 20 J liels darbs. Par cik
metriem var izstiept atsperi, veicot 80 J lielu darbu?

Punkta kustibas atrums ir v = te”%% m/s. Izskaitlot punkta noieto

celu no kustibas sakuma lidz ta apstasanas momentam.

Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izsuknetu tudeni no koniskas tvertnes,
kuras pamata radiuss ir i un augstums H, ja konusa virsotne ir versta
uz leju.

Izskaitlot inerces momentu attieciba pret Oy asi (p = 1)plaknes

figiirai, ko ierobezo Iinijas y = 2%, v = 2, y = 0.

Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izstuknetu skidrumu no cisternas, kura
garums ir a un diametrs d?

Taisns rezervuars, kura pamats ir kvadrats ar malu 3 m, bet augstums
ir 2 m, piepildits ar tideni. Izskaitlot darbu, kas nepieciesams, lai no
rezervuara izstiknetu udeni.

Aprekinat gazes speka paveikto darbu, gazei izpleSoties no tilpuma V;
lidz V5, ja ir speka Boila-Mariota likumam: pV = C, (C' = const).

Kvadratiska plaksnite ar malu a iegremdeta vertikali ideni ta, ka viena
tas virsotne pieskaras tidens virsmai, bet viena diagonale paralela tai.
Aprekinat spiediena speku uz plaksniti.

Izskaitlot darbu, kas javeic, lai izstiiknetu tideni no puscilindrveidigas
siles, kuras garums ir 8 m un radiuss 3 m.

60 N speks atsperi izstiepj par 0,02 m. Atsperes sakotnéjais garums
ir 0, 15 m. Kads darbs ir javeic, lai atsperi izstieptu lidz 0,2 m?

Izskaitlot inerces momentu attieciba pret Ox asi plaknes figiirai, ko
ierobezo Imijas y? = 2(2 + z), ¥* = 2(2 — x).

Izskaitlot smaguma centra koordinatas rinka Imijas

r = 2cost,
y = 2sint

ceturtajai dalai.
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21.

22.

23.

24.

25.

Izskaitlot smaguma centra koordinatas figiirai, ko ierobezo kardioida
p = a(l + cosy). Figura ir homogena.

Kads darbs japatere, lai kermeni, kura masa ir m, paceltu no Zemes
ar radiusu R augstuma h?

Punkta atrums ir v = 3t> — 2¢t. Atrast celu s, ko noiet punkts laika
t = 4s no kustibas sakuma.

Izskaitlot trijstiira inerces momentu attieciba pret ta pamatu, ja tri-
jstura augstums ir h, pamata mala .

Radija sabruksanas atrums katra laika momenta ir proporcionals ta
sakuma daudzumam. Atrast radija sabruksanas likumu, ja sakuma
momenta ¢t = 0 bija )y grami radija, bet pec T' = 1600 gadiem radija
daudzums samazinajas divas reizes.

X. Izskaitlot neistos integralus vai pieradit to divergenci.

+00 1
xdx dx
1. _— b _—
@) /16x4+1’ )/\3/2—4:19
0 0
+0oo 3
5 a)/ 16xdx b)/ dx
J 1624 — 1’ J Va2 —6x+9
+0oo 3
3. a) /ﬂ b) /1+xd:z:
/ V162t +1 / 2
+0oo 3
4 a) rdx . b)/ dx
' J V1622 — 1’ ) /B -
I ad [ n(3z — 1)
rdx n(3x —
) M b dzx.
v | e [
+00 1
6 )/ x2dx b)/ dx
. a _—
3/( 3 4’ 2022 — 9z + 1
/ (23 +8) %
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7. a) xdx
. a :
/(16 + x2)>
S, a) xrdx
. a :
Va2 —4dx +1
+00 J
x
9. :
2 /7r(x2+4a:+5)’
1
+00 J
xdx
10. _
2 /$2+4x+5’
21
+00 t0 0
arctg 2x
11. ————duz;
2 /7T(1—|—4x2) .
0
T 16ad
xdx
12. :
2 /7?(4x2+4x—|—5)’
+00 J
xdx
13. —_
@) /:c2+4a:+5’
0
+00
14, o) / (x +2)dx
. a :
/ V(z?+ 4o + 1)1
400
3 — 2
15. a) /x2 x4dx,
0
+
\/arcthx .
16. a) IR
0
Jr
17. a) / dz
. a _
z(1+1n*2)
1

1
b) / In 2dx
(1—2)ln*(1 —2)
P In(2 — 3x)
b) / SR dx.
0
/ d
xdx
b) / L
0
b) / cos 3x .
/ v/(1 — sin 3z)5
1
; 2xdx
) / V1— 22
0
b) / dx
v1+3x
1
b) / dx
/3 —4x
2 etgx
b) /coszxdx'
0
12 12 aresd
e 7;&1'(:8111:0
b —dx.
) 0/ 1 — 22
2
b) / dx
4r — x?2 — 4
1
b) j sin xdx
J Veosx
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

2) dx .
(22 — 42)In b’
+00
2) / mdx _
(1 + 922) arctg? 3z’
1
3
+o0
) / dz
a :
(14 2?)y/warctgx’
2
+00
2) / dx .
(22 + 22) In® 2’
1
+00
a) / e ¥ dx;
0
) 2
T T
- d
) / (x?’—l 1—1—1:2) .
+00
2) / dx .
202 — 2 + 1
0
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