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1. nodala

GALVENIE JEDZIENI

1.1. Skaitlu rinda un tas parcialsummu virkne. Kon-
vergentas un divergentas rindas. Rindas summa

Ka zinams, aritmetiska saskaitiSanas darbiba ir defineta tikai tad, kad
saskaitamo skaits ir galigs. Matematika saskaitisanas darbibu medz vispa-
rinat ar1 attieciba uz bezgaligi daudziem locekliem.

Apskatisim bezgaligu skaitlu virkni aq, as, . . . , a,, . . .. §is virknes loceklus
savienosim ar “+” zimem un formali iegtsim izteiksmi no bezgaligi dau-
dziem “saskaitamiem”. leguto izteiksmi sauc par skaitlu rindu.

1.1. definicija. Par skaitlu rindu sauc izteiksmi

ar+ag+ -t ap+ -,

o0
kuru apzime ar simbolu Y a,. Skaitlus a,as,...,a,,... sauc par
n=1
rindas locekliem; pie patvaliga n a,, sauc par skaitlu rindas visparigo
locekli.

Daudzpunkti rindas pieraksta pec a, norada, ka Saja izteiksme nav pedeja
saskaitama; pec katra saskaitama seko nakamais saskaitamais. Tadejadi
rindu var uzskatit par bezgaligu summa. Tiesi Sajos daudzpunktos art
slepjas rindas biitiba. Ja ir jasaskaita galigs skaits loceklu, tad vienmer tiek
ieglits kads noteikts skaitlis - summa. Rindas gadijuma, kad summesana
turpinas bezgaligi, $ada summa (ja ta eksiste) ir jadefine pasi. Janoskaidro,
kadam rindam sads skaitlis - rindas summa eksiste un ka to var aprekinat.
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Apskatisim skaitlu rindu
L
2 4 8 16 '

Katrs §is rindas loceklis (sakot ar otro) ir divreiz mazaks par ieprieksejo
locekli. Aprekinasim §is rindas pirmo loceklu summas.

S =1,
1 3
Sy—14==2
2 +2 27
1 1
=1 — - = —
Ss —|—2+4 1
1 1 1 15
=1 — — _ =
Sy +2+4+8 3
1 1 1 1 31
Ss=1+-4+-+-4+—= utt.

2 4"8"716 16

Sis summas arvien vairak tuvojas skaitlim 2. Logiski butu skaitli 2 nosaukt
par minetas skaitlu rindas summu. Apstiprinasim Sos spriedumus geomet-
riski. Izvelesimies taisnsturi, kura laukums ir 2, bet malas ir 1 un 2 garuma
vienibas. Sadalisim So taisnstiiri uz pusem, pec tam vienu no Sim pusem
atkal uz pusem utt. legusim taisnsturus (I.1.] zim.), kuru laukumi ir

1111
- -, =, —u
"274°8716
Visu So taisnsturu apvienojums ir sakotne€jais taisnstiris, pie tam ta lau-

kums ir ta dalu laukumu summa, t.i.,

11 1 1
I+ -+ +—=+-+

tt.

cee =9
2 4 8 16 2"—1+
1
2
1
1
1 8
4 e
16 |

1.1. zim.
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o0
Apskatisim patvaligu skaitlu rindu > a, un izveidosim tas pirmo loceklu
n=1

sumimas
Sl = daq,
SQ = a1 + as,
Sg=a1+a2+a3,

..............................

o0
Sis summas sauc par rindas ) a, parcialsummam.
n=1

Tas veido dotas rindas parcialsummu virkni (5,,). Parcialsummu vir-
kne (.5,,) var but ka konvergenta, ta arT divergenta, pie tam konvergentai
parcialsummu virknei atbilst konkrets skaitlis - tas robeza.

o0
1.2. definicija. Ja skaitlu rindas ) a, parcialsummu virknei (S,) ek-
n=1

siste galiga robeza S = lim S,,, tad doto rindu sauc par konvergentu
n—oo

rindu, pie tam So robezu S sauc par rindas summu un raksta

(0] o0
> a, = S. Preteja gadijuma ( lim S,, = oo vai neeksiste) rindu > a,

n=1 n—oo n=1
sauc par divergentu skaitlu rindu.
oo
Ja lim S, = oo, tad saka, ka rinda ) a, divergé uz oo un raksta
n—oo —
~ n=1
> a, = 0.
n=1

Starp citu, péc parcialsummu virknes (S,) var atjaunot rindu. Rindas
locekli

alel, CLQ:SQ—Sl, a3253—52, ceey an:Sn—Sn_l,
Apskatisim rindu 1 — 141 — 14 ---. Soreiz
S1:1,S2:0,S3:1,S4:0,...

un lim 5, neeksiste. Rinda diverge.
n—oo

- 3 3 3 — 1= 1. 1 :
Rindu {5 + 155 + 1000 + -+ var uzskatit ka skaitla 5 = 0, 33? ... citu

pierakstu, tapec 81 skaitlu rinda konverge, pie tam tas summa ir 3.
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Velak noskaidrosim, ka rindas

NEUESE U R
3 5 79 ’
1 1 1 1
I + = 52 + = 5 + = B + -
ir konvergentas rindas un to summas atbilstosi ir § un %2. Pie tam sis

rindas var izmantot, lai aptuveni izskaitlotu 7 vertibu.

1.1. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas. Konvergentam rindam
atrast to summas.
3 4 +1 .
a) m2+Ing+Ing+---+In%== 4.
1 1 1 1 :

1 1 1 1
)imztazitzmt T )y T

a) Apskatisim parcialsummas

Si=a; =1In2;

52251+CL2=1H2—|—1H;=1H(2-

4
53252+CL3=1H3—|—1H§=1H<3-

=] Ot Wk DN w
~
I
=)
e~

54:Sg+a4:1n4—|—lngzln<4- = Inb5;
n+1
S,=5S,-1+a,=Inn-+1n = In(n + 1);
n

lim S, = lim In(n + 1) = +o0.

n—oo n—oo
Rinda diverge.

b) Apskatisim parcialsummu

S 1 1 1 1
"TT272.373 jL”Jrn(nJrl):

(11 1 1 1 I
_(1 2) ( >+<§_Z>+ +<5_n+1)_

1
4+ 1
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1
lim S,, = lim (1— >:
n—o0 n—00 n+1
Rinda konverge un tas summa ir 1.
¢) Rindas visparigo locekli a,, =
dalu summas veida.
1 A B C
n

n(n+1)(n + 2) - +n+1+n+2'

1 — . _
FCESVCES) uzrakstisim elementar-

No Sejienes

A(n+1)(n+2)+ Bn(n+2) + Cn(n +
—1,C =

1)
Ievietosim n vieta 0, —1, —2 un iegtusim, ka A = % B
Tatad

1 1 1 1 1

1/1 2 1
ap ==\ —— + .
2(n n+1 n+2>

Parveidosim rindas parcialsummu

jeb

1 1 1 1
=193 234 AT T a2
1 /1 2 1/1 2 1 1/1 2 1
=§<r5 ‘) 5(5‘5*1)%(5‘1%)*“‘*
1 /1 1 _1 1 1 1
+§(ﬁ n+1 n—i—2) §<§_n—|—1+n—|—2>'
. 1
ke
Rinda konverge un tas summa ir S = i.

1.2. Geometriska rinda un tas summa

Apskatisim rindu, kuru veido bezgaligas geometriskas progresijas locekli,
t.1., rindu
o0

a +aqtag+-Fag 4= qun_l (a1 # 0).

n=1



8 1. nodala. PAMATJEDZIENI

Sadu rindu sauc par geometrisko rindu.

Tas parcialsumma

1 _ 4N
Sn:a1+a1q+a1q2+---+a1q”_1 = aq l—qq.
Atradisim lim S,,. Acimredzami, ja |q| < 1, tad
n—oo
lim S5, = @ ,
n—0o0 1—gq
jo
lim ¢" = 0.

Geometriska rinda konverge un tas summa S = —*-.

1—q
Ja |g| > 1, tad

lim S,, = o0
n—oo

un geometriska rinda diverge, pie tam uz co.

Jag=1, tad S, = na; un lim S,, = co. Rinda diverge.

n—oo
Ja ¢ = —1, tad iegusim ar1 divergentu rindu ay —a; +a; —ay + ---.
Soreiz lim S, neeksiste. Tadejadi geometriska rinda konverge, ja |q| < 1,
pie tan’rlHoo
(0.9]
Zaﬂln_l = lal :
n=1 — 4

Ja |q| > 1, tad geometriska rinda diverge. Geometriskas rindas biezi iz-
manto, lai petitu uz konvergenci citas rindas.

Starp citu, vesturiski geometriska rinda bija pirma skaitlu rinda, ku-
rai tika aprekinata summa. Arhimeds (III gs. p.m.e.), lai izskaitlotu
paraboliska segmenta laukumu, summeéja bezgaligas dilstosas geometriskas
progresijas (q = i) loceklus. Pec Arhimeda lidz 16. gs. matematiki ar
rindam nenodarbojas.

Rindas atsaka petit tikai tad, kad saka izzinat mainigus procesus. Ma-
tematiki saka izskaitlot skaitlu rindu summas. Pieméram, rindai

11_1_1 1+1
3 5 79

summu 7 aprekinaja Leibnics, bet rindai

1 1 1 1
prEtETeT
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summu %2 aprekinaja Eilers. Toreiz kludaini uzskatija, ka katrai rindai ir
summa, ka ar visam rindam var izpildit tas darbibas, kuras var izpildit ar
polinomiem (saskaitiSsanu, atpemsanu, reizinasanu, loceklu secibas mainu
u.c.). Tika ieguti mistiski rezultati, piemeram, ka rindai 1 —1+1—1+---

par summu vienlaicigi var bt 0, 1, % Sie rezultati tika iegtiti adi:

1—14+1—-1+4--=(1-1)+(1—1)+ - =0;
1—141—-1+4--=1-(1-1)—(1—=1)—---=1.

1

5, rkojas sadi: apzime ar S =1—-1+1—-1+---,

Lai ka summu iegtitu
tad no vienadibas

l-1+1-1+--=1—-(1-1+1—-1+--+)

iegist S =1—S5 un § = % Velak ar1 kludaini uzskatija, ka summa ir
tikai tam skaitlu rindam i ap, kuram T}l_)nolo a, = 0. Konvergentas rindas
jedziens tika precizets tikz:i: ll<rietni velak. Konvergentas rindas jedziens un
tas summa ka parcialsummu virknes robeza paradijas matematika tikai
19. gs. sakuma. Ar So periodu sakas sistematiska rindu apgtsana.
1.2. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas

a)l+24+d4 2

b)5+5(14+0,2) +5(1+0,2)2+---+5(14+0,2)" 1+,

c)3—-0,3+0,03—0,003+---.

a) Rindas locekli veido geometrisko progresiju, kuras pirmais loceklis

a1 = 1 un kvocients g = % Ta ka |g| < 1, tad rinda konverge un
tas summa ]
a
l—q 1-2

b) Soreiz rindas locekli arT veido geometrisko progresiju ar a; = b5,
q=1+0,2=1,2. Taka |q| > 1, tad rinda diverge. Starp citu,
rinda diverge uz +oo.

¢) ArT §is rindas locekli veido geometrisko progresiju ar a; = 3,
q=—0,1. Taka |¢g| =0,1 < 1, tad rinda konverge un tas summa
3 3 30

S = == ==
1—(=0,1) 1,1 11
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Rindas visparigais loceklis

1.3. Harmoniska rinda. Rindu konvergences nepie-
cieSamais nosacijums

Apskatisim rindu, kuras katrs loceklis, sakot ar otro, ir blakusstavoso
loceklu videjais harmoniskais, t.i.,

1 1
i — Ap—1 Ap41
ay, 2
1.3. definicija. Rindu
1 1 1 <1
1 - D = E :_
+ 5 + 3 + + - +

n=1

sauc par harmonisko rindu.

Apskatisim harmoniskas rindas sadas parcialsummas:

S, =1,
Sttty logld
2T T g T 9 g Ty Ty
1 1 1 1 1 1 1 1
:]_ — — — — —_ = - — —:4—
S4 +2+3+4>SQ+4+4 3 2+2 2,
Sy=14spiypt oottt
e T S R - R L R R
1 1 1
4.4+ =5§.=
>4 51y %
2
Szn>(n+2)—:n;,

Ta ka lim So» = +o00, tad harmoniska rinda diverge, pie tam ta diverge

n—oo
uz +oo. Harmoniskas rindas parcialsummas neierobezoti pieaug, pie tam

loti leni. Eilers, petidams harmonisko rindu, noskaidroja, ka Sig =~ 7, 48,
bet 51000000 ~ 14, 39. Starp Citu, 558638018 = 20, 766714536 . . ..
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No n kiegeliem izveidosim pakapienus: otro kiegeli novietosim zem
pirma kiegela ta, lai pirma kiegela masas centrs projicetos uz otra kiegela
labeja gala. Treso kiegeli novietosim zem otra kiegela ta, lai pirma un otra
kiegela kopigais masas centrs projicetos uz tresa kiegela labeja gala utt.
Tadu pakapienu no (n — 1) kiegeliem masas centrs projicesies uz n - ta
kiegela labeja gala un Sie pakapieni nesagazisies. Ja ¢ -kiegela garums,
tad pirmais kiegelis buis nobidits pa labi attieciba pret otro par g Otrais
kiegelis buis nobidits pa labi attieciba pret treso par ﬁ, bet tresais attieciba
pret ceturto - par g £ utt. (n — 1) -ais kiegelis bus nobidits pa labi attieciba

pret n -to kiegeli par 5——5. Visi pakapieni bus nobiditi pa labi par
A—€+£+£+ + £ ! 1+1+1+ -+ !
"2 4 6 2n—1) 2 2 3 n—1

Iekavas atrodas harmoniskas rindas parcialsumma S,,_;. Ta ka

lim S,, = 400, tad var izveidot pakapienus, kas ir pec patikas talu nobiditi
n—oo

pa labi. A, aug, bet aug loti leni. Piemeram, Ajgy ~ 3, 8¢.

An

1.2. zim.

1.1. teorema. [Rindu konvergences nepiecieSsamais nosacijums|

(0.9]
Ja skaitlu rinda Y a, konverge, tad lim a, = 0.
n=1 n—0o0

o
» Ta ka rinda ) a, konverge, tad eksisté galiga robeza lim S, = S.
n=1 n— 00
Ta ka a, = S, — S,,_1, tad eksiste robeza §is vienadibas labajai pusei un
ta ir nulle. Tatad eksiste robeza §is vienadibas kreisajai pusei un ta art ir
nulle, t.i., eksiste

lim a, = lim (S, —S,_1)=5—-5=0. <«

n—aoo n—oo
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1.1. piezime.

1. Teoremai apgriezta teorema nav speka. Piemeéeram, harmoniskai
o0

rindai . 2 @, =2 un lim a, = lim 1 =0, bet, ka tika pama-

n—1 n n—00 n—00

tots ieprieks, harmonlska rinda diverge.

oo
2. Protams, ja lim a, # 0 vai neeksiste, tad rinda »_ a, - diverge.

n—oo

n=1
Piemeram. rindas ot Smm ir divergentas rindas, jo
) 3
n—27 )
n=1
lim 251 = 2 2£ 0, bet lim sin %F - neeksiste.
n—oo °N— n—00

3. Harmonisko rindu tapat ka geometrisko rindu biezi izmanto, lai

petitu uz konvergenci citas rindas.

1.3. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas
aﬂ+%+%+m+%+m,
b)2+ i

n

5 5
) 1+01 (1+0,1)2 + (1+0,1)3 +o

d)ln2—|—ln +ln 4o nit 4.

n

C

a) Rindas visparigais loceklis a,, = % Atradisim ta robezu

n n\/ n
1nnan::hn13—::<99)::hn1(2) _ 202

n—00 n—oo nl() e n—0o0 (nl())/ n—o0 10 . n9
o0 . (2” -In 2)' . 2" 1n? 2
:(—): lim ————F+ = lim ——— =
00 n—oo (10 -n?) n—oo 10 -9 - nd
. 27 1n'0 2 N
= 11m —FF7 = 0
n—oo 10!

(Desmit reizes tika pielietota Lopitala kartula). Rinda diverge, jo

neizpildas rindas konvergences nepieciesamais nosacijums.

un ta robeza

b) Rindas visparigais loceklis a,, = ”T“

1 1
liman:limnJr = lim (l—l——):l%O.
n

n—00 n—00 n n—00

Rinda diverge.
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¢) Soreiz a, = —2 — un lim a, = lim -2 = 0. Rindu konvergen-

ces nepieciesamais nosacijums izpildas. Jautajums par rindas kon-
vergenci tomer paliek atklats. Rindas locekli veido geometrisko
progresiju ar a; = == un ¢ = 1—11 < 1. Tatad rinda konverge, pie

1.1
tam tas summa

5
aq 11 5) 5
S: p— ? pu— p— :50'
l-¢ 1-4& 1,1-1 0,1
d) Soreiz a,, = lnnT“L1 un lim a, = lim 111”7le = lim In (1+%) =0.

. n—o0 n—o n—oc .
Neskatoties uz to, ka rindu konvergences nepiecieSamais nosaci-

jums izpildas, §1 rinda diverge (skat. 1.1.luzdevuma a) gadijumu).

1.4. Konvergentu rindu vienkarsakas 1pasSibas

1. Tpasiba. [Distributiva 1pasiba]

> an (1.1)

n=1

Ja rinda

konverge un tas summa ir SU, tad konverge arf rinda

NE

ca, (c€R) (1.2)

n

un tas summa S@ =¢. 5,

» Apskatisim rindas (1.2) parcialsummu
S,(f) =cay+cas+ -+ ca, =clag +as+ -+ ayp) :chll),

kur StV - rindas (1.1) parcialsumma. Tatad St = ¢S, Robeza no &s
vienadibas labas puses eksiste, jo rinda (1.1) konverge, un ta ir vienada ar
¢S, Tapec eksiste galiga robeza arf no §is vienadibas kreisas puses un ta
arT ir ¢SV, Tadejadi rinda (1.2) konverge un tas summa

S@ = lim S® = lim S = SV, <

n—oo n—oo
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. 00 00 00
Piezime. S1 1pasiba nozime, ka Y ca, = ¢ > a,, kur c € R un > a, -
n=1 n=1 n=1
konvergenta rinda.
Sekas. Ja ¢ # 0 un rinda (1.1) - diverge, tad rinda (1.2) ar1 diverge (viegli
pieradit, pienemot pretéjo un rindas (1.2) katru locekli reizinot ar %)
Ja ¢ = 0, tad neatkarigi no rindas (1.1) rakstura rinda (1.2) konverge,
jo visi tas locekli ir nulles.

2. 1pasiba. [Rindu saskaitiSana]

Ja rindas

(1.1)

f:bn, (1.3)

konverge un to summas atbilstosi ir SV, S®) tad konverge ari rinda

NE
s

3
|
—

3
[
—_

(e.¢]

> (an + by) (1.4)

n=1
un tas summa ir
SW — g) 4 gB)

» Apskatisim rindas (1.4) parcialsummu

S,(;l)=(a1+b1)+(a2+b2)+---+(an+bn)=
= (a1 +az+-+ay) + (b +by+ - +by) =S+ 59,

kur ST(LD, S ir atbilstosi rindu (L.1), (1.3) parcialsummas. Ta ka rin-
das (1.1), (1.3) konverge, tad eksisté galigas robezas lim s = W yn

n—oo

lim ST(L3) = S0). Tatad eksisté lim (Sy(ll) + S,g?’)) un ar1 lim S,(f), pie tam

n—o0 n—oo n—oo

lim SY = lim (S<1> + S<3>) = lim SW + lim S® = 5O 4 5O,

n n
n—oo n—oo n—oo n—oo
Tadejadi rinda (1.4) konverge un tas summa

SW =250 4150 <
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1.2. piezime.

1. Konvergentu rindu [1. un 2. ipasibu ar matematiskas indukcijas
metodi var visparinat uz jebkura galiga skaita konvergentu rindu
linearo kombinaciju.

2. Jasaskaita konvergentu un divergentu rindu, tad iegtist divergentu
rindu (pierada no preteja).

3. Ja saskaita divas divergentas rindas, tad iegutas rindas raksturs
vel ir japeta.

3. 1pasiba. [Asociativa 1paSiba]

Ja konvergenta rinda kaut kada veida grupe tas loceklus, nemainot
to secibu, tad iegtist konvergentu rindu, pie tam rindas summa no ta
nemainas.

Pierada analogi, ka [1.] vai 2./ ipasibu.
1.3. piezime.

1. 3./ 1pasibai apgrieztais apgalvojums nav speka. Piemeram, rinda
(I1-1)+(1—-1)+(1—=1)+--- konverge, bet rinda
l1—-14+1—1+1—1+--- diverge.

2. Ja rinda no grupetajiem locekliem diverge, tad diverge art sakot-
neja rinda (rinda, kuras locekli nav grupeti).

1.5. Konvergentas rindas atlikums

Apskatisim rindas

Za” (1.1)

n=1

un
o0

Zan+k7 (15)

n=1

kur rinda (1.5) ir ieguta, rinda (1.1) atmetot tas pirmos k loceklus.
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1.2. teorema. Rindai (1.1) un rindai (1.5) ir vienadi raksturi.

» Pienemsim, ka rinda (1.1) konverge un apskatisim rindas (1.5) par-
cialsummu

517(15) :ak+1+ak+2+...+ak+n:ST(ll_gk—(al—f—CLQ—f—-..—}—ak) :'97(11—2]{:_5[({1)

Ta ka rinda (1.1) konverge, tad eksiste galiga robeza
o (5 5) =50 s

Tatad eksiste arT galiga robeza

lim SO = g — 51,

n—oo

Tadejadi rinda (1.5) konverge un tas summa S = g1 — g\,
Tagad pienemsim, ka rinda (1.5) konverge. Lai pieraditu, ka konverge art
rinda (1.1), rikojas analogi iepriekséjam gadijumam un izmanto vienadibu

S =59 + 5V,

n+k n

Teoremas otro dalu (ka no vienas rindas divergences izriet otras rindas
divergence) pierada no pretéja. <«

Sekas.

(0.9) 0
1. Rindam ) a, un > b,, kuras atskiras tikai ar galiga skaita
n=1 n=1
locekliem, ir vienadi raksturi.
2. Dotajai rindai pieskaitot, atmetot vai izmainot galiga skaita lo-
ceklus, raksturs nemainas. Konvergentas rindas gadijuma rindas

summa var arli mainities.

Piemeram,
8—5—|—12—26+1+1+i—|—i+---
2 22 23
ir konvergenta rinda, jo konvergenta ir rinda
U
2 22 23

(ka geometriska rinda ar ¢ = § < 1). Sakotngjas rindas summa ir

= -9.

1
8—5+12—26+1

1
2
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o0
1.4. definicija. Par konvergentas rindas ) a, atlikumu sauc rin-
n=1

e} 0

das > a,.x (legutarinda Y a, atmetot tas pirmos k loceklus) summu
n=1 n=1

un apzime ar Fj.

o0
Tada gadijuma konvergentas rindas Y a, summa S ir vienada ar tas
n=1
atlikuma Ry un parcialsummas S; summu, t.i.,

S = Ri+ S jeb S = S, + Ry

No §1s vienadibas izteiksim R, = S — S; un pariesim pie robezas, kad
k — oo. leglisim

hmRk:hm(S—Sk):S limSk:S—SIO.

k—o00 k—o00 B k—o0
Tas nozime, ka pietiekami lieliem £ rindas parcialsumma S tuvinati var
aizstat rindas summu S, t.i., S ~ S}.
No virknu konvergences Kosi kriterija seko rindu konvergences Kost
kriterijs.
1.3. teorema. [Rindu konvergences Kost kriterijs|
o0
Rinda > a, konverge tad un tikai tad, ja jebkuram € > 0 eksiste tads

n=1
naturals skaitlis N (atkarigs no €), ka visiem numuriem n > N un

katram naturalam p izpildas nevienadiba

|[Snap — Sn| <€

jeb
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1. nodala.

PAMATJEDZIENI




2. nodala

POZITIVU LOCEKLU RINDAS

2.1. Rindu konvergences salidzinasanas pazime

2.1. teorema. [Salidzinasanas pazime]

Ja divu skaitju rindu

> an (1.1)

un o
> b, (1.2)
n=1

locekli apmierina nevienadibas 0 < a, <b, (n=1,2,...), tad

1. rinda (1.1) konverge, ja konverge rinda (1.2);

2. rinda (1.2) diverge, ja diverge rinda (1.1).

3. Pozitivu loceklu rindam ir vienadi raksturi (abas vai nu konverde,
vai abas diverge), ja eksiste nh_)rgo = (c#0, ¢ # c0).

» Vispirms pienemsim, ka rinda (1.2) konverge un visiem numuriem n

izpildas nevienadibas 0 < a,, < b,. Tada gadijuma starp So rindu parcial-
= = AT (1) (2)
summam pastav nevienadiba .5, < S,”.

Ta ka rinda (1.2) konverge un tas parcialsummu virkne (S,(f)) ir nedil-
stosa
S0 = S+ b < 5
tad

52 < g2

n = )
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kur
S@ = lim S?

n—oo

un ir rindas (1.2) summa. Ta ka
S < 8§& yun 5 < 5@

tad rindas (1.1) parcialsummu virkne (57(11)), kura art ir nedilstosa, ir ie-

robezota no augsas ar S. Virknei <ST(L1)> eksiste galiga robeza

SW = lim SV
n—o0

pie tam S1) < S@). Tadejadi rinda (1.1) konverge un S ir tas summa.

Teoremas 2. gadijumu viegli pieradit no preteja, izmantojot 1. gadijumu.

Tagad apskatisim teoremas 3. gadijumu un pienemsim, ka eksiste galiga
un no nulles atskiriga robeza ¢ = lim Z—: Tas nozime, ka virkne (‘g—:) ir
konvergenta un tapec ta ir ierobeigt_;o Tatad eksiste m, M > 0, ka visiem
numuriem n izpildas nevienadiba

mg%gMjeb mb,, < a, < Mb,,.

(0. 9]
Ja pienemtu, ka rinda (1.2) konverge, tad konverge art rinda »_ Mb, un
n=1
konverge art rinda (1.1) (izmantojam nevienadibu a,, < Mb, un teorémas

1. gadijumu).
o0
Ja pienemtu, ka rinda (1.1) konverge, tad konverge ari rinda »_ mb, un

n=1
konverge art rinda (1.2) (izmantojam nevienadibu mb,, < a, un teorémas

1. gadijumu).
Lai pieraditu, ka abas rindas var but divergentas vienlaicigi, rikojas
lidzigi ka ieprieks un izmanto teoremas 2. gadijumu. <«

2.1. piezime. Bez praktiskiem lietojumiem salidzinasanas pazimei ir
licla teorétiska nozime. So pazimi izmanto citu pazimju pieradisana.
Lietojot So pazimi rindu petiSana uz konvergenci, ir svarigi ieprieks
paredzet dotas rindas raksturu. Ja liekas, ka rinda varetu konverget,
tad salidzinasanai izvelas konvergentu rindu ar lielakiem locekliem.
Preteja gadijuma izvelas divergentu rindu ar mazakiem locekliem.
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2.1. Rindu konvergences salidzinasanas pazime

2.1. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas

a) 1+2i2+2%+---+n—h+---,
1
b) ]. + \[ \[ + + \/_ﬁ —l_ Ty
c)1+2,+3,+ T
d)i+34 24 +f£+§+---
) Salidzinasanai izvelesimies konvergentu geometrisko rindu
1 1 1
1+ = 5 + = 53 +- 1t on +-
nin < 2% Saskana ar

Visiem numuriem n izpildas nevienadiba
salidzinasanas pazimi dota rinda konverge.
b) Doto rindu salezinasim ar harmonisko rindu. Visiem n izpildas
nevienadiba f > 1 . Ta ka harmoniska rinda diverge, tad diverge

ar1 dota rinda.
) Apskatisim konvergentu geometrisko rindu

_|_..

1 1 1
@+21+22+ +2n_1
(q =: < 1) Visiem n izpildas nevienadiba % < 2,1%1, tapec dota

rinda konverge.
d) Salidzinasanai izvelesimies harmonisko rindu. Visparigais locek-
. e . 1
n — .-

20—l het harmoniskajai rindai b

lis dotajai rindai a, = 23 o
Atradisim rindu visparigo loceklu attiecibas robezu
1

a 2n—1 on?—n
n 219 -
c= lim — = lim "1+ = lim =1 5 =
n—oo b, n—oo = n—oo n2 4+ 2 n—oo | 4+ =%
n n
Rindam ir

Tatad eksiste galiga un no nulles atskiriga robeza
vienadi raksturi. Tadejadi dota rinda diverge, jo diverge harmo-

niska rinda.
2.2. uzdevums. Izmantojot salidzinasanas pazimi un divergentu rindu
3 1
ln2—|—ln—+1n——{—---—|-]nn+ 4
2 3 n

pieradit harmoniskas rindas divergenci
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Apskatisim virkni (a,), kur a, = (1+21)". St virkne ir augosa

un konverge uz e, tapec visiem numuriem n izpildas nevienadiba

n . — . -« . — = . — . . — 1=
(1 + %) < e. Logaritmesim So nevienadibu un iegtisim nevienadibu

1 1 1
nln(1+—)<1jeb ln(1—|——)<—.
n n n

Saskana ar salidzinasanas pazimi varam teikt, ka harmoniska rinda
diverge, jo diverge rinda ar visparigo locekli

1 1
an:ln<1+—):1nn+ .
n

n

2.2. Rindu konvergences Dalambera pazime

2.2. teorema. [Dalambera® pazime]

Ja skait{u rinda:
a+as+ag+---+ay,+---

ar pozitiviem locekliem eksiste robeZa

. Qp+1
p = lim ,
n—oo Ay,

tad

1. rinda konverge, ja p < 1,
2. rinda diverge, ja p > 1,

3. rindas raksturu nevar noteikt, ja p = 1.

» Ta ka eksiste galiga robeza

. ap+1
p = lim :
n—oo0 (A,

pie tam p < 1, tad starp p un skaitli 1 var izveleties kadu skaitli ¢, ka
p<q<l.
Izvelesimies skaitla p tadu e-apkartni (3. zim.), lai ta nesaturetu ¢

n

. _ . . _ . A,
(skaitla p e-apkartne atrastos pa kreisi no ¢). Saskana ar virknes (a—“>

1Zans Lerons Dalambérs (1717-1783) - francu matematikis, mehanikis, filozofs, astronoms.
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robezas definiciju intervala (p — €,p + ¢) atrodas §is virknes visi loceklj,
sakot ar kadu numuru N (atkarigs no €). Tatad visiem numuriem n > N
ir speka nevienadiba

Ap+1

<q jéb (p4+1 < Qng,

kur p < g < 1.
Izvelesimies n = N, N + 1, N + 2, ... un iegusim nevienadibas:

an+1 < ang,
2
an+2 < an+19 < anq-,

3
an+3 < anN+29 < anq”,

Sastadisim skaitlu rindu (konvergenta ka geometriska rinda ar ¢ < 1)
cqu-+cuvq2—%cqu3—%~-~

un ar So rindu salidzinasim rindu, kura iegiita no dotas rindas, atmetot tas
pirmos NN loceklus, t.i., salidzinasim ar rindu

aN+1 + an42 +an43 + -0 -

Saskana ar salidzinasanas pazimi tada rinda konverge, tapec konverge ari
dota rinda.

aAN+41
anN
( 1 \ 1 1 |-
\ / T T »
p—¢€ P p+e (4 1
2.1. zim.

Tagad apskatisim gadijumu, kad eksiste robeza

. Qp+1
p = lim :
n—oo Ay,

pie tam p > 1. Spriezot tapat ka ieprieks, var teikt, ka virknes <%) visi
locekli, sakot ar kadu numuru N, ir lielaki par 1. Tatad visiem n > N
izpildas nevienadiba
Ap+1
an

> 1 jeb api1 > ay.
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Tas nozime, ka dotas rindas locekli, sakot ar numuru N, palielinas. Nemot
vera to, ka a, > 0, var teikt, ka lim a, (protams, ja 3ada robeza eksiste)

n—oo

nevar but vienada ar nulli. Rindai neizpildas konvergences nepiecieSamais
nosacijums, tatad rinda diverge.

Lai pamatotu, ka rindas raksturu nevar noteikt, ja p = lim % =1,
n—oo n

(0.9] (0.¢]
pietiek apskat1t divus piemerus. Rindam ) 1 (harmoniskarinda) un ) =
n=1 n=1
p = 1, tomér pirma rinda diverge, bet otra rinda konverge®. «

2.3. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas

a)

X3

ny

3

S

I

_
X}

n'

10n Y

gk

b)

S
l

n!

NIE

c)

I
—

n

a) Dotajai rindai

n? (n+1)°
An on’ An+1 = on+1
Atradisim robezu
(n+1)® 3
. Ap+1 . on+1 . (n + 1)
p = lim = lim *5— = lim ——— =
n—oo Ay, n—oo g_n n—oo 2’]’[,3

1 1\’
=—li 1+—] ==<1.
20 ( * n> 2"
Rinda konverge.

b) Uzrakstisim

_nl ~ (n+1)!
ST [
un atradisim robezu
(n+1)!
.a . - o o n+1
p=lim = = lim 10 — = lim = +00.
n—oo @, n—00 flw n—oo 10

Rinda diverge, jo p > 1.

2Sis rindas konvergence tiks pamatota velak.
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¢) Soreiz
_nl (1)
apn = ﬁa An+1 = m
Atradisim
(n41)!
. Qpy1 (n—?—l)””‘l Y n" T 1 _1
lim = lim — =lm ———=lm ——5 =-<1L
M T T S Ty

Rinda konverge.

2.3. Rindu konvergences Kosi pazime

2.3. teorema. [KoST pazime]

Ja skaitju rindai
a1+ as+az+ -+ a, + -

ar pozitiviem locekliem eksiste robeza

p = lim a,,

n—oo

tad

1. rinda konverge, ja p < 1,
2. rinda diwerge, ja p > 1,

3. rindas raksturu nevar noteikt, ja p = 1.

» Ta ka eksiste robeza p = lim (/a,, pie tam p < 1, tad starp p un
skaitli 1 var izveleties kadu skaiqﬂ_i)oi], ka p < g < 1. Izvelesimies skaitla
p tadu e-apkartni, lai ta nesaturétu ¢. Saskana ar virknes ({/a,) robezas
definiciju intervala (p — e,p + €) atrodas §is virknes visi locekli, sakot ar

kadu numuru N. Tatad visiem numuriem n > N ir speka nevienadiba

Va, < q jeb a, < q",

kur p < g < 1.
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Izvelesimies n = N, N + 1, N + 2, ... un iegusim nevienadibas:

N
CLN<Q7

N+1
an+1 < ¢ ;

N+2
an+2 < g ;

Saskana ar salidzinasanas pazimi rinda
aNy +any1+ayso+ -
konverge, jo konverge rinda
¢+ N
(geometriska rinda ar ¢ < 1). Tadejadi konverge art sakotnéja rinda
ay+az+ag+ -+ ap+ -,

jo konverge rinda, kura iegtita, atmetot sakotnejas rindas pirmos NV loceklus.
Lai pieraditu teoremas otro dalu, spriedisim tapat ka ieprieks. Ta ka
eksiste robeza
p= lim a, > 1,

n—oo
tad virknes ({/a,) visi locekli, sakot ar kadu numuru N, ir lielaki par
1. Tatad visiem n > N izpildas nevienadiba /a, > 1 jeb a, > 1.
Tas nozime, ka ari Soreiz neizpildas rindu konvergences nepieciesamais
nosacijums. Rinda diverge.

Lai pamatotu, ka rindas raksturu nevar noteikt, ja

p= lim a, =1,

n—oo
SR
pietiek apskatit divus piemerus. A1l Soreiz noder rindas ) =, > =5, <«
n=1 n=1

2.2. piezime.

1. Ja, lietojot Dalambera vai Kost pazimi, atbilstosa robeza neeksis-
te, tad par rindas raksturu neko nevar pateikt. Rindas petisanai
uz konvergenci ir jaizvelas cits panemiens.

2. Kost pazime ir “specigaka” par Dalambera pazimi. Kos1 pazime
var sniegt atbildi par rindas konvergenci reizem ari tad, kad
Dalambera pazime atbildi nedod. Ja Kost pazime atbildi nedod,
tad Dalambera pazimi, protams, nav verts lietot.
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2.4. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas

2) > ()"

n=

b) 3 arcsin” 2Y3

2n+1°
n=1

¢) (1+0,2)+(1+0,224+(1+0,2)3+---,

1 1 1
d) 1+0,1 + (1+0,1)2 + (1+0,1)3 T

2

a) Dotajai rindai a, = (n—H)n . Atradisim robezu

" 1 1
pZIimm:hm< - ) = lim ——5 =- <1

n—00 n—oo \n + 1 n—00 (1 + %)n e

Rinda konverge.

nn\/§

b) Soreiz a, = arcsin” 525

un

V3 V3

p= 7}1_{20 Q= nh_}rglo arcsin 1 nh_}rglo arcsin 5 +% =
arcsi \/§ T > 1
= arcsin — = — .
2 3

Rinda diverge.
¢) Rindas visparigais loceklis a,, = (14 0,2)", bet

p=lim Va, = lim (1+0,2) =1,2> 1.

n—oo n—oo

Rinda diverge.

d) Dotajai rindai a,, = m, bet
1 o
P=1701 " 11

Rinda konverge.
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2.4. Rindu konvergences integrala pazime

2.4. teoréma. |[Integrala pazime]

Ja skaitju rindas
ait+ax+az+---+a,+---
locekli 1r pozitivi un neaugosi, t.i.,
ap 2 Ay 2 a3 2>+ 2 Gp 2> -
eksiste intervala [1,+00) nepartraukta un neaugosa funkcija f(x), ka

f) =a1, f(2) =as, f(3) = as,..., f(n) = an, ...,

tad
+00
1. rinda konverge, ja konverge neistais integralis [ f(x)dx;
1
+0o0
2. rinda diverge, ja diverge neistais integralis [ f(x)dx.
1

» Koordinatu plakné atzimesim punktus, kuru abscisas ir
1,2,3,...,n,..., bet ordinatas - atbilstoSi ai, as,as, ..., a,,.... Caur Siem

punktiem iet funkcijas f(z) grafiks (2.2. zim.).
YA

al fp-----

ag p------fF-----

agp------f------p-----

aq f------F----""r--"-"-"f-—----

0 R s e ST e B R e T TS S

2.2. zim.
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Izvelesimies slegtu intervalu [1, n+1] un $aja intervala izveidosim funkci-
jas f(z) Darbu summas (par intervala dalijuma punktiem kalpo &1 intervala
veselie punkti). Apakseja Darbu summa ir

s=ay-1+az- 1+ - +ap1-1=25,11—a,
bet augseja Darbtu summa -
Szal-1+a2-1+a3-1+---+an-1:Sn,

kur .5, S,,11 ir dotas rindas parcialsummas. Noteiktais integralis funkcijai
f(z) intervala [1,n + 1] atrodas starp $im Darbu summam

n+1

s < / f(x)dx < S
1

jeb

n+1

Spi1 — a1 < / f(x)dz < S,

1
(noteiktais integralis eksiste, jo f(x) ir integrejama ka nepartraukta fun-
kcija).

+0oo

Ja neistais integralis [ f(x)dx konverge, t.i., eksisté galiga robeza
1

n+1
lim [ f(z)dz =7,

1

tad no divkarsas nevienadibas seko, ka

jeb

Spi1 < T+ a; — const.
Tatad dotas rindas parcialsummu virkne, kura acimredzami ir nedilstosa,
ir ierobezota no augsas.

Tadejadi parcialsummu virkne konverge un konverge ir ar1 dota rinda.
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Ja neistais integralis diverge, t.i.,

n+1
lim [ f(z)dr = +oo,
1

tad no divkarsas nevienadibas seko, ka art

lim S,, = +o0.
n—oo

Rinda diverge. «
2.3. piezime.

1. 2.4. teoremai apgriezta teorema ari ir speka. Proti, ja rinda kon-
verge, tad konverge ar1 atbilstosais neistais integralis un, ja rinda
diverge, tad diverge ari neistais integralis.

2. Neistaja integrali par integracijas apaksejo robezu vareja nemt art
citu naturalo skaitli, piemeram, 2.

2.5. uzdevums. Izpetit uz konvergenci rindas

8

a) Izvelesimies funkciju f(z) = % ST funkcija ir dilstosa, nepartrauk-
ta intervala [1,+00), f(n) = = = a, (n =1,2,...). Rindas locekli
ir pozitivi un dilstosi. Apskatisim neisto integrali

+OO +OO n
1 d

/f(x)dx: / Zdr = lim [ & = lim (Inn —1Inl) = +o0.
X n—00 x n—:00

Neistais integralis diverge, diverge art rinda. Starp citu, $is rindas
(harmoniska rinda) divergence tika pieradita jau ieprieks, lietojot
citus panemienus.
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b) Soreiz izvelesimies funkciju f ( ) = 5. Arl s1 funkcija ir dilstosa
un nepartraukta intervala [1, +00), f(n) = 5 =a, (n =1,2,...).
Rindas locekli ir pozitivi un dilstosi. Nelstals 1ntegralis

[d N
/ f(z)de = | — = lim —926 = lim (——) =
n—00 T n—00 i 1
1

) 1
= lim (—— + l) 1
n—00 n

St funkcija ir dilstosa un

konverge, tapec rinda konverge.
1

¢) Izvelesimies funkciju f(z) =

zlnx

nepartraukta intervala (2, +o00), f(n) = —— =a, (n =2,3,...).
Rindas locekli ir pozitivi un dilstosi. Neistais integralis

T [ d "

x x
/ = lim = lim In(lnz)| =
rlnzx n—00 rlnx n—00 9
2 2

= lim (In(lnn) —In(In2)) = +oo

n—oo
diverge; rinda diverge.

2.4. piezime. Lietojot integralo pazimi, var parliecinaties par rindas

o0
3 nia (o € R) raksturu. Proti, §1 rinda konverge, ja a > 1, bet
n=1

diverge, ja a < 1.
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3. nodala

MAINZIMJU RINDAS

Saja tema apskatisim rindas, kuras satur bezgaligi daudz pozitivu un
bezgaligi daudz negativu loceklu. Tadas rindas sauc par mainzimju
rindam. Ja rinda satur galigu skaitu, piemeéram, negativu loceklu, tad,
atmetot galigu skaitu tas pirmo loceklu, iegtisim pozitivu loceklu rindu.
Sai pozittvu loceklu rindai un sakotnéjai rindai ir vienadi raksturi. Ja rin-
das visi locekli ir negativi, tad, katru tas locekli reizinot ar (—1), iegusim
pozitivu loceklu rindu. Abam rindam ir vienadi raksturi.

3.1. Alternejosas rindas un to konvergences Leibnica
pazime

3.1. definicija. Mainzimju rindu, kura blakusstavosajiem locekliem ir
pretejas zimes, sauc par alternejosu rindu.

Piemeram, alternejosa ir rinda

1 1 1 1
1l 4+ 2 (vl L
2+3 4+ +(—=1) n+

Visparigi alternejosu rindu pierakstisim sadi:
al—a2+a3—a4—|—---+(—1)”*1-an+---

jeb

kur a, >0 (n=1,2,...).
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3.1. teorema. [Leibnica pazime]

Ja alternejosai rindai > (—1)"ta, (a, >0,n=1,2,...)

n=1

l.ay>as > >ap,> -,

2. lim a, =0,

tad rinda konverge, pie tam tas summa S apmierina nevienadibu
0 S S S a.

» Vispirms apskatisim para indeksu parcialsummu virkni (Ss,,). Sis
parcialsummas ir pozitivas.

Som = a1 —ag+ag —ay+ -+ ayp_1 — Qo =
:(al—a2)+(a3—a4)+---+(a2m_1—agm)>0,

jo visi pedejas summas saskaitamie ir pozitivi. Parcialsummu virkne (Ss,,)
ir augosa virkne, jo

Som+2 = Som + (@2m+1 — A2m2) > Som.

S1 virkne ir ierobezota no augsas. TieSam

Som = ay — (a2 — a3) — = (a2m—2 — a2m—1) — Qgm < aj.

Tatad parcialsummu virkne (S,,) ir augosa un ierobezota no augsas, pie
tam 0 < Sy, < a;. Tadejadi eksiste galiga robeza lim Sy, = 5, pie tam

m—00
0 < S < a; (8o nevienadibu ieguvam nevienadiba 0 < Sy, < a; parejot

pie robezas).

Tagad apskatisim nepara indeksu parcialsummas 59,11 = S, + G2m11-
Sis vienadibas labajai pusei eksisté galiga robeza, kad m — oo, un ta ir
vienada ar S. Tatad eksiste galiga robeza arl vienadibas kreisajai pusei un
ar1l ir vienada ar S, t.i., nlbl—lgo Somi1 = S. Tadejadi eksiste galiga robeza

lim S, = S neatkarigi no ta, vai n -para vai nepara skaitlis. Alternejosas
n—oo

rindas parcialsummu virkne (.5,) konverge. Rinda konverge, pie tam tas
summa S apmierina nevienadibu 0 < .5 < a;. <«
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Sekas. Ta ka

S1 = ay,

So = 51 — ag,
S3 = Sy + as,
Sy = 53 — ay,

Sy = Sy + a; utt.

tad alternejosai rindai, kura apmierina Leibnica teoremu, para indeksu
parcialsummas S9, Sy, Sg, . . . aug un konverge uz S, bet nepara indeksu

parcialsummas Si, S3, S5, . .. dilst un arT konverge uz S (3.1. zim.).
as
a
< = >

ae

7

1 >

So Sy Se Sk Ss3 S1=m
3.1. zim.

Tadejadi para indeksu parcialsumma Sy, ir rindas summas S tuvinata
vertiba ar iztrukumu, bet nepara indeksu parcialsumma Sy, 1 ir S tu-
vinata vertiba ar uzviju. Pie tam, rindas summu S aizstajot ar tas
parcialsummu S,,, rodas kluda, kura neparsniedz pirma atmesta rindas
locekla moduli, t.i., neparsniedz a,, .1 (atmestie rindas locekli art veido kon-
vergentu alternejosu rindu, kuras summa ir sakotnejas alternejosas rindas
atlikums R, pie tam 0 < |R,,| < a,11).

Piemeram, altern€josa rinda

L1 + (=)' — +
2 4 6 8 2n

pec Leibnica pazimes konverge, jo
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1) lim a, = lim &~ = 0,

n—00 n—soo 2N
2) 5> 1> F > > >
Rindas summu S aizstajot ar tas parcialsummu Sy = 0, 372817 .. ., rodas
kluda, kura neparsniedz a;g = % = 0,05. Pie tam Sy ir S tuvinata vertiba
ar uzviju.

3.2. Mainzimju rindu absoluta un nosacita konver-
gence

Apskatisim mainzimju rindu
apt+ay+ag+ - +ap+-o jeb > ap
n=1

Soreiz rindas locekli var biit gan pozitivi, gan negativi skaitli. Izveidosim
rindu no §is rindas loceklu moduliem, t.i., rindu

jar] + lag| + las| + - + lan| + -+ jeb > an|.
n=1

(0. ¢] o0

3.2. teorema. Ja konverge rinda Y |a,|, tad konverge ari rinda ) ay,.

> an, (3.1)
> lal (32)

parcialsummas apzimesim atbilstosi ar S,(LI) , Sy(f), pie tam

» Rindu

. . 1) . o
Apzimesim ar S, parcialsummas Sfl) visu pozitivo loceklu summu, bet ar
Sn

un (3.2) parcialsummas Sy(zl) un 57(12) izteiksim ar S un S, .

§Ts parcialsummas visu negativo loceklu modulu summu. Rindu (3.1)

SW—g+r_ g~ 52 g5+t 5-
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Ta ka rinda (3.2) konverge, tad eksiste galiga robeza

S@ = lim $®? = lim (S} + S;).
Ta ka virknes (S7) un (S;) ir augosas un ierobezotas no augsas ar S,
tad S1s virknes ir konvergentas. Tatad eksiste galigas robezas
St =1lim S un S™ = lim S, .
Tatad eksiste arl galiga robeza starpibai S;” — S, un arl parcialsummai
5721), pie tam
lim SV = lim (S} —S7) = lim S} — lim S, =5T — 5.

n n
n—:oo n—oo n—oo n—:oo

Tadejadi rinda (3.1) konverge. <

3.2. definicija. Rindu ) a, sauc par absoluti konvergentu rindu, ja
n=1

0
konverge rinda > |a,|.
n=1

o0
3.3. definicija. Konvergentu rindu ) a, sauc par nosaciti konver-

n=1
00

gentu rindu, ja diverge rinda »_ |ay,.
n=1

Mainzimju rinda var but absoliiti konvergenta, nosaciti konvergenta vai
divergenta rinda.

Mainzimju rinda
/ AN
Divergenta rinda Konvergenta rinda
/ AN
Absoluti Nosactti
konvergenta | | konvergenta
rinda rinda

1. shema
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Mainzimju rinda

/ N

Absoliiti konvergenta Nav absoluti konvergenta

rinda rinda
/ N\
Divergenta Nosaciti
rinda konvergenta
rinda

2. shema

Mainzimju rindu petot uz konvergenci, var vispirms noskaidrot, vai ta
konverge, vai diverge. Alternejosai rindai to var izdarit, lietojot Leibnica
pazimi. Konvergentai rindai savukart var noskaidrot, vai rinda konverge
absoluti vai nosaciti (1.l shema). Tam nolukam, lietojot pozitivu loceklu
rindu konvergences pazimes (salidzinasanas pazime, Dalambeéra pazime,
Kost pazime, integrala pazime), peta uz konvergenci mainzimju rindas
loceklu modulu rindu. ST shéma ipasi ir izdeviga divergentai mainzimju
rindai. Ja mainzimju rinda nav altern€josa rinda, tad, protams, lietot
Leibnica pazimi nedrikst. Dazreiz rindas raksturu var noteikt, lietojot
konvergences nepiecieSsamo nosacijumu vai konvergentas rindas definiciju.

Biezi izdevigak vispirms petit uz konvergenci nevis pasu mainzimju
rindu, bet tas loceklu modulu rindu (2. shema). St shema Tpasi izdeviga ir
absoliiti konvergentai mainzimju rindai. Nosaciti konvergentai mainzimju
rindai nav svarigi, kuru sheému lietot - pirmo vai otro. starp citu, nosaciti
konvergenta rinda, sastadot divas rindas: vienu no §is rindas pozitiviem
locekliem, bet otru - no negativu loceklu moduliem, iegiist uz +oo diver-
gentas rindas.

3.1. uzdevums. Izpétit uz konvergenci rindas

a) Z(—l)”‘%, b) Z(—m—l%,
0o () e
|

e) Y (-1
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a)

o0
Saskana ar Leibnica pazimi alternéjosa rinda ) (—1)

n=1
konverge, bet rinda no tas loceklu moduliem (harmoniska rinda)

diverge. Tatad dota rinda konverge nosaciti.
o0
Rinda konverge absoluti, jo konverge rinda ) #
n=1

n—11
n

Sastadisim rindu no dotas rindas loceklu moduliem. Rinda

(0.0}
n _ - -« _ . “—_ .
> (27&1) saskana ar Kos1 konvergences pazimi konverge, jo

n=

1 1
A RS R

Tatad dota alternejosa rinda konverge absoluti.

Dota mainzimju rinda nav alternejosa rinda. Izveidosim rindu no
tas 1ocek1u moduliem un pielietosim salidzinasanas pazimi, t.i.,

rindu Z ‘Suflm salidzinasim ar konvergentu rindu (geometriska

OO

rinda) Z 5. Ta ka visiem numuriem n izpildas |sinn| < 1 un
L
2n

. o0 .
|81213L”‘ < 5=, tad rinda Y |Sl21:bn‘ konverge, bet dota mainzimju rinda
o0
>~ 2% konverge absoluti.
n=1
Dotajai alternejosai rindai atradisim
1 1 3 3
Gl ==, Ay ==, A3 = —, A4y = =, ....
S A N R

Acimredzami, ka neizpildas Leibnica pazimes 1. nosacijums. Soreiz
visiem numuriem n > 1 izpildas a, 1 > a,, jo

(n+1)! nl
on+1 = 55'

Rinda diverge. Starp citu,

nl
lim a, = lim — = 400
n—00 n—oo 2N

(neizpildas Leibnica pazimes arT 2. nosacijums).
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3.3. Absoluti konvergentu rindu komutativa 1ipasiba

leprieks tika apskatitas konvergentu rindu ipasibas (distributiva, aso-
ciativa, linearitates 1pasiba). Absoluti konvergentam rindam ir speka vel
viena 1pasiba - komutativa Ipasiba (loceklu parvietojamiba).

3.3. teorema. Ja rinda
ap +az+azg+ -+ ap ey
konvergé absoluti, tad rinda
bi+by+bg+ - +by+e,

kura ieguta dotaja rinda patvafigi parvietojot tas loceklus, art konverge
absoluti, pie tam rindam ir viena un ta pati summa.

» Ta ka rinda

o0

> an (3.1)

n=1

konverge absoltiti, tad konverge rinda

> laal (32)
n=1
Lai pieraditu, ka rinda

f}n (3.3)

konverge absoliiti, pieradisim, ka konverge rinda

> 1bal- (3.4)

Apskatisim rindas (3.4) parcialsummu
S = |by| + [ba] + -+ + |bal.

Sis parcialsummas visi locekli ieiet rindas 3.2 kada parcialsumma
57(73) = |a1| + |ag| + -+ - + |aml,

jo katrs b; sakrit ar kadu no a;. Tapec

S < S <5,
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kur S@ = lim S,(,f) - rindas 3.2.! summa. No Sis divkarsas nevienadibas
(4)

seko, ka rindas (3.4) parcialsummu virkne (S, ), kura ir augosa, ierobezota
no augsas. Tatad Sai virknei eksiste galiga robeza. Tas nozime, ka rinda
(3.4) konverge, bet rinda (3.3) absoluti konverge. Rindas (3.4) summa
SW < 8@ (izriet no divkarsas nevienadibas). Ja rindu (3.3) uzskatit par
sakotnejo rindu, bet (3.3.) par rindu, kura ieguta rinda (3.3) parvietojot
loceklus un spriest tapat ka ieprieks, tad iegisim S < S@W. Tadgjadi
S2) — g4

Tagad pieradisim, ka S = S®). Rindas 3.1 summa S1) = ST — 5,
kur ST - rindas 3.1 pozitivo loceklu rindas summa, bet S~ - rindas 3.1
negativo loceklu modulu rindas summa. Rindas (3.3) summa S®) arf ir
vienada ar ST — S7, jo, ka paradijam ieprieks, pozitivu loceklu rindas
loceklu parvietosana neizmaina $o rindu summas. Tadgjadi SV = S©). <

Sekas.

1. Ar absoluti konvergentam rindam var izpildit tas pasas darbibas,
kuras var izpildit ar polinomiem, ieskaitot ar1 reizinasanas darbibu.
Rindu reizinasanu apskatisim nedaudz velak.

2. Rinda, kura iegita no absoluti konvergentas rindas, izrakstot tas
loceklus, art absolti konverge. Sads apgalvojums izriet no rindu
konvergences Kost kriterija.

3. Nosaciti konvergentam rindam nav speka komutativa ipasiba.
Nosaciti konvergenta rinda tas loceklus var parvietot ta, lai iegtita
rinda konvergetu uz jebkuru ieprieks izveletu skaitli vai divergetu.
Rindas loceklus var parvietot ta, lai iegtita rinda divergetu uz 4+oo
vai —o0.

Apskatisim, piemeram, nosaciti konvergentu rindu
1 1 1 1

y S T G Y
2+3 4+ (=1 n+

Sis rindas summu apzimesim ar S (starp citu, S = In2). Izmantojot aso-
ciativo 1pasibu, So rindu uzrakstisim sadi

R VY (L I (S
2 3 4 on—1 2n '

legtitas rindas summa art ir .S.
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Tagad sakotneja rinda parvietosim tas loceklus un iegiisim sadu rindu
T O F R
2 4 3 6 8 5 10 12
1 1 1

+<2n—1_4n—2_5>+'”:
(1 1 1 1 1 1 1 1 B
_(§_Z>+<é_§>+<1_o_ﬁ)+"'+<4n—2_E)+"'_
1(<1_1)+<1_1)+<1_1)+...+( ! _L>+...)1S,
2 2 3 4 5 6 2n—1 2n 2

Tadejadi tika iegtita rindas, kuras summa ir divreiz mazaka par sakotnejas
rindas summu.

3.4. Absoliuti konvergentu rindu reizinasana

Apskatisim divas absoluti konvergentas rindas
ataz+ag+ta, o

un
bu+by+bs+- - +byt-

No 8o rindu locekliem izveidosim jaunu rindu

arby + (a1bg + asby) + (a1bs + agby + asby) + - - - +
+ (a1by + agby 1+ -+ apby) + - -

3.4. definicija. Rindu

o

> (arby + -+ + anby)

n=1

o0 o
sauc par absoluti konvergentu rindu > a, un »_ b, reizinajumu.
n=1 n=1
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3.4. teorema. Ja rindas

Z an, (3.5)
i by, (3.6)

absoluti konvergé un to summas atbilstosi ir S® un SO, tad absoluti
konverge art rinda

o

> (arby + -+ + anby), (3.7)

n=1
pie tam tas summa ST = S®) . §(0),

» No rindu (3.5) un (3.6) loceklu reizinajumiem sastadisim matricu ar
divam bezgaligam izejam.

( M aiby | aibg | -+ aib, --- \
asby  asbs CLng <o+ agh, ---
asby asby asbs|--- asb,

apby apby azby - apb, ---

No matricas elementiem, izrakstot tos pa joslam, izveidosim rindu
a1b1 + a1by + asby + asby + a1bs + - - -. (38)

St rinda atgkiras no rindas (3.7) ar loceklu secibu, pie tam Seit rindas locekli
nav grupeti.

Apskatisim vel vienu rindu, sastaditu no rindas (3.8) loceklu moduliem.
a1b1| + |aiba| + |agbs| + |azby| + |aibs| + - -
jeb
jax] - [b1] + faa] - [ba| + |as] - [bo] + |as] - [ba] + las] - [bs] +---. (3.9)

Apskatisim rindas (3.9) parcialsummu S\

Jebkuram m un pietiekami lielam n izpildas nevienadiba

S < (ol + lag] + -+ laal) (lor] + [ool -+ [bal) — (+)
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Tas nozime, ka rindas (3.9) parcialsummas S visi locekli ir atrodami

0 o0
rindu ) |a,| un > |b,| parcialsummu ar indeksu n reizinajuma. Ta ka
n=1 n=1

o0 o0

rindas > |a,|, > |b,| konverge, tad to parcialsummas neparsniedz atbil-
n=1 n=1

stosas rindas summu. No nevienadibas (*) seko, ka pozitivu loceklu rindas

(3.9) parcialsummu virkne ir augoSa un ierobezota no augsas. Tatad ek-
siste galiga robeza liin S — 5O Tag nozime, ka rinda (3.9) konverge,
bet rinda (3.8) kon:rflergé absoluti. Saskana ar absoluti konvergentu rindu
komutativo 1pasibu absoluti konverge ar rinda (3.7). Lai atrastu rindas
(3.7) summu, apskatisim rindas (3.8) parcialsummu Sg) (rindam (3.7) un
(3.8)) ir viena un ta pati summa).

Saja vienadiba parejot pie robezas, atradisim rindas (3.8) (ari rindas (3.7))
summu.

lim ST(E) — lim S . lim S

n—oo n—oo n—oo

jeb
Tadejadi

3.1. piezime.

1. Absoluti konvergentu rindu reizinajumu var definét péc jebkuras
shemas, jo nav svariga loceklu seciba, pie tam locekli var but art
grupeti.

2. Nosaciti konvergentam rindam to reizinajumu parasti neapskata,
jo nosaciti konvergentas rindas raksturs ir atkarigs no tas loceklu
secibas.



4. nodala

FUNKCIJU VIRKNES UN
FUNKCIJU RINDAS

4.1. Funkciju virkne un funkciju rinda. Funkciju vir-
knes robezfunkcija. Funkciju rindas summa

4.1. definicija. Par funkciju rindu sauc simbolu

o

fi(@) + fol@) - fule) o= ) ful),

n=1

kur visas funkcijas ir definetas kopa F C R.

Fiksetam n f,(z) ir funkciju rindas n-tais loceklis, bet patvaligam n
fu(zx) - funkciju rindas visparigais loceklis. Ja ir dota funkciju rinda, tad
var sastadit tas parcialsummu virkni (S,(z)), kur

Si(x) = fi(z), S2(x) = fi(z) + fa(z),. ..,
Sn(x) = fi(®) + fo(z) + -+ ful2), ...

o0

Panemot patvaligu xy € FE, iegusim skaitlu rindu > f,(xo) un tas
n=1

parcialsummu virkni (S, (z¢)). Skaitlu rinda (bet reize arl virkne) var

o0
konverget vai diverget. Ja, piemeéram, skaitlu rinda > f,(z¢) konverge,
n=1

o0

tad saka, ka funkciju rinda Y f,(x), x € E konverge punkta z,. Preteja
n=1

gadijuma - diverge punkta z.
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4.2. definicija. Kopas E apakskopu D, kuras punktos funkciju rinda
konverge, sauc par funkciju rindas konvergences kopu.

o0

Katrai vertibai xy € D iegusim konvergentu skaitlu rindu > f,(xo),
n=1

kurai atbilst viens pilnigi noteikts skaitlis - rindas summa. Tatad kopa D

ir defineta funkcija S(x) - funkciju rindas summa. Tadejadi
S(x) =Y fulz), z€D.
n=1

Attieciba uz virkni (S,(z)) $o funkciju S(z) sauc par funkciju virknes
robezfunkciju un raksta

S(z) = lim S,(x), = € D.

n—oo

Piemeram, funkciju rinda
l+z+a+ 42"+

ir defineta kopa R, bet tas konvergences kopa D ir intervals (—1,1). Sis
funkciju rindas summa S(z) = {--. Tatad

1
Lfota’+oda = we(-L1).
— X

Ta ka funkciju rindas summa S(x) ir kopa D defineéta funkcija, tad ir
svarigi noskaidrot §is funkcijas pasibas (nepartrauktiba, diferencejamiba,
integrejamiba).

4.2. Funkciju virknes un funkciju rindas vienmeriga
konvergence

4.3. definicija. Funkciju virkni (f,(z)), © € E sauc par vienmerigi
konvergentu kopa D C F, ja eksiste Saja kopa defineta funkcija
f(x), ka visiem € > 0 eksiste tads naturals skaitlis N (atkarigs no ¢),
ka visiem numuriem n > N un visiem x € D izpildas nevienadiba

[fnl(z) = flz)| <e.
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To, ka funkciju virkne (f,(x)) kopa D vienmerigi konverge uz f(z),
apzimesim Sadi
(fn(x)) = f(z), v €D.
Acimredzami, ja funkciju virkne kopa D vienmerigi konverge, tad ta kon-
verge katra kopas D punkta. Funkcija f(x) ir funkciju virknes robezfun-
kcija, t.i.,
flx) = nll_)Iglo fulz), € D.

Toties no funkciju virknes konvergences kopa D vel neseko tas vienme-
riga konvergence saja kopa. Ja funkciju virkne konverge kopa D, tad ta
konverge katra Sis kopas punkta xg € D. Tatad jebkuram ¢ > 0 eksiste
naturals skaitlis N (atkarigs no ¢), ka visiem numuriem n > N izpildas
nevienadiba

| fulo) — f(x0)| <e.

Ja izvelesimies kopas D citu punktu un to pasu e, tad arl Soreiz eksiste
naturals skaitlis NV, bet §is naturalais skaitlis var but cits (ta izvele nav
atkariga tikai no e izvéles, bet arm no kopas D punkta izveéles). Proti,
katram kopas D punktam var eksistet savs naturalais skaitlis N neatkarigi
no ta, ka € katru reizi ir viens un tas pats. Ja var atrast visiem kopas
D punktiem kopigu N (atkarigu tikai no ¢), tad funkciju virkne kopa D
vienmerigi konverge uz robezfunkciju f(x). Var but gadijumi, kad sada
kopiga NN nav.

No funkciju virknes (f,(z)) vienmerigas konvergences kopa D izriet, ka
funkciju, kuru indeksi ir lielaki par N, grafiki visiem x € D atrodas josla
starp funkciju y = f(z) — e, y = f(x) + ¢ grafikiem (4.1 zim.).
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A
_ SXKCYJ\
y v y=f(z)+e
y = f(z)
9453
/ vl
0 o~ i
D
4.1. zim.

Piemeram, funkciju virkne

(=)

vienmerigi konverge uz robezfunkciju f(x) = 0 visiem = € R. Sai virknei

1 1 1

21 1>f2(95) = x2—+2af3(55') =

f1($): —m,

X

Kadu ar1 neizveletos € > 0, var atrast naturalu skaitli /V, ka visu funkciju,
kuru numuri n > N, grafiki atrodas josla starp taisnem y = —c un y = ¢
visiem x € R (4.2 zim.).
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y= fi(z)
y = fa(x) y
y = f(x) 1
y=c¢
—_ @
= >
Y= —¢
4.2. zim.

4.4. definicija. Funkciju rindu Z fu(x), x € E sauc par vienmerigi
=1
konvergentu funkciju rlndu kopa D C FE, ja saja kopa vienmerigi

konverge atbilstosa parcialsummu virkne (Sn(x))

Tatad funkciju rinda Z fn(z) kopa D vienmerigi konverge uz rindas

summu S(x), ja Jebkuram e > 0 eksiste naturals skaitlis N, ka visiem
numuriem n > N un visiem x € D izpildas nevienadiba

|S(a:)—Sn(x)| <e
jeb
‘R (x ‘ < €.

Acimredzami no funkciju virknes (vai funkciju rindas) vienmerigas konver-

gences kopa D seko tas vienmeriga konvergence kopa D C D.

4.5. definicija. Funkciju rindu z fn(x), x € D sauc par absoluti kon-
n=1

o0
vergentu rindu punkta z, € D, ja atbilstosa skaitla rinda > f,(x¢)

n=1
absoluti konverge.

4.6. definicija. Funkciju rindu Z fn(x), x € D sauc par absoluti kon-

vergentu rindu kopa D, C D ja funkciju rinda absoliti konverge
katra kopas D7 punkta, pie tam D, sauc par funkciju rindas absoliitas
konvergences kopu.
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4.3. Funkciju rindas vienmerigas konvergences pazi-
mes

4.1. teorema. [VeierStrasa pazime]

oo

Ja eksisté konvergenta pozitiwu loceklu rinda > a,, ka visiem z € D
n=1

un visiem numuriem n izpildas nevienadiba | f,(z)| < a,, tad funkciju

0
rinda Y fu(x) kopa D konverge absoluti un vienmeérigi.
n=1
o0

» Taka visiem z € D |f,(z)| < a, un skaitlu rinda ) a, konverge, tad

n=1
00

funkciju rinda Y f,(x) konverge absoluti katra kopas D punkta, tatad art
n=1
kopa D.

Novertesim funkciju rindas atlikuma moduli

‘Rn(xﬂ = ‘an(x) + foyo(x) + - - ‘ < ’an(SU)‘ + |fn+2(513)‘ o<
< lpg1 + Apy2 + 00 =Ty,

kr r, - pozitivu loceklu rindas atlikums.

Ta ka rinda ) a, konverge, tad eksisté galiga robeza lim S, = S, bet

n=1 n—00
tas nozime, ka jebkuram e > 0 eksiste tads naturals skaitlis NV, ka visiem
numuriem n > N izpildas nevienadiba

|S =S, <e jeb r, <e.
Ta ka
‘Rn(az)‘ < Ty,

tad
|R.(2)] <e

visiem x € D un visiem n > N. Tadejadi funkciju rinda kopa D konverge
ne tikai absoluti, bet art vienmerigi. «
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4.1. uzdevums. Pamatot funkciju rindas vienmerigo konvergenci nora-
ditaja intervala

(0.} .
sin nx
a) Z pra x € R;
n=1
o0
V1— a2
b) Zz—na VIS [_17 1]7
n=1
- n
¢ " z eR.
0.}
a) Izvelesimies pozitivu loceklu konvergentu rindu »° # Visiem
n=1

r € R un visiem numuriem 7 izpildas nevienadiba

1
S0

sin nx

n2

Tatad dota funkciju rinda konverge absoluti un vienmerigi visiem
r e R.

o0
b) Soreiz pozitivu loceklu konvergenta rinda ir ) 5. Visiem
n=1

x € [—1,1] un visiem numuriem n izpildas nevienadiba

V1—x < 1

on  —on
(modulis kreisajai pusei Soreiz nav obligats). Tatad funkciju rinda
konverge absoluti un vienmerigi visiem x € [—1, 1].

(0.9]
¢) Pozitivu loceklu konvergenta rinda ir ) -5. Visiem z € R un
n=1
visiem numuriem n izpildas nevienadiba
n < 1
nd 4 a? ~

nd  n?
Tapec dota funkciju rinda absoluiti un vienmerigi konverge visiem
x € R.
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4.4. Vienmerigi konvergentu funkciju virknu un fun-
kciju rindu 1pasibas

1. 1pasiba. Ja kopa D nepartrauktu funkciju virkne ( fn(x)) saja kopa kon-
verge vienmerigi, tad robeZfunkcija f(x) ir kopa D nepartraukta fun-
kcija.

» Ta ka virkne (f,(z)) kopa D konverge vienmerigi uz robezfunkciju
f(x), tad jebkuram ¢ > 0 eksiste naturals skaitlis N, ka visiem = € D un
visiem numuriem n > N izpildas nevienadiba

€

fula) = £(a)] < 5. (4.

Ta ka funkcijas f,,(x) (n =1,2,...) ir nepartrauktas kopa D, tad katra no
stm funkcijam ir nepartraukta kopas D patvaliga punkta xy. Tas nozime,
ka ieprieks izveletajam ¢ > 0 eksiste tads 6 > 0, ka visiem x € D, kuri
apmierina nevienadibu |z — xy| < d, izpildas nevienadiba

£

| fal) = falzo)| < 2. (4.2)
3

Ta ka nevienadiba (4.1)) izpildas visiem x € D, tad ta izpildas arT punkta
xo € D, t.i.,
€
| fa(0) — f(z0)] < 3 (4.3)

Tagad apskatisim = € D, kuriem |z — 29| < §, un n > N. Sadiem 2 un n

novertésim starpibu f(z) — f(xo)

7(2) — £0)| = |(£2) — £a(e)) + () — o) + (o) — @) <
< |f(.’L‘) - fn(x)’ + ’fn(x) _ fn(xO)’ + ’fn($0) - f(il?o)| <

<€+5+€_8
3 3 3

(tika izmantota modula trijstura ipaSiba un nevienadibas (4.1), (4.2),

(4.3).
Tatad visiem x € D, kuriem |x — xy| < ¢, izpildas nevienadiba

(@) = flao)| <e.

Tas nozimeé, ka robezfunkcija f(x) ir nepartraukta kopas D patvaliga
punkta xg. Tadejadi §1 funkcija ir nepartraukta kopa D. <«
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(0]

Sekas. Ja kopa D nepartrauktu funkciju rinda Y fn(x) Saja kopa konver-
n=1

ge vienmerigi, tad tas summa S(x) ir nepartraukta kopa D funkcija.

» Apskatisim dotas rindas parcialsummu virkni (Sn(x)) Sis virknes
locekli ir kopa D nepartrauktas funkcijas (ka galiga skaita nepartrauktu
funkciju summa). Ta ka funkciju rinda kopa D konverge vienmerigi, tad
saja kopa vienmerigi konverge tai atbilstosa virkne (Sn(a:)) Saskana ar
1. Tpasibu virknes robezfunkcija S(x) ir nepartraukta kopa D funkcija.
Funkcija S(z) ir arT dotas funkciju rindas summa. <«

2. Ipasiba. Ja slégta intervala [a,b] nepartrauktu funkciju virkne (fo(x))
saja intervala vienmerigt konverge, tad ir speka vienadiba

b b
lim fn(w)dx:/lim fo(x)dz
jeb
b b
lim fn(x)dxz/f(x)dx,

kur f(z) = nhj& fn(x), x € [a,b].

» Saskana ar [I. Ipasibu robezfunkcija f(x) ir nepartraukta, tatad in-
tegrejama intervala [a, b]. Ta ka

(fu(x)) = f(2), = € [a,b],

tad jebkuram e > 0 eksisté naturals skaitlis N, ka visiem z € [a,b] un
visiem numuriem n > N izpildas nevienadiba

Ful) = fl@)] < 7—.
Apskatisim
b b b
[ utwria = [ gwyis| < [ [u@) - sio)le <
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Nevienadiba
b b
/fn(x)dx—/f(x)dx <e

pariesim pie robezas, kad n — oo. Iegisim

b

b
JLI{}O/fn(x)dx—/f(x)dx <e.

a

Skaidrs, ka §1 nevienadiba izpildas visam ¢ vertibam tikai tad, kad nenega-

tiva konstante
b b

lim / £ (2)dn — / F(@)da

n—oo
a a
ir nulle. Tadejadi
b

b
lim fn(m)dx:/f(x)dx <

n—oo
a

Sekas. Ja slegta intervala [a, b] nepartrauktu funkciju rinda ) fn(x) Saja
n=1
intervala vienmerigt konverge, tad ir speka vienadiba

jeb
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Saja vienadiba pariesim pie robezas, kad k — oc.

Lo b b
lgl_)riloz_;/fn(x)dx = 11_)1101O Si(x)dx
jeb
o b b
Z/fn(x)da::/ lim Si(x)dx
n=17 a o
No ta seko, ka
o b b
Z/fn(:z:)dx:/S(x)da: <
n=1 a a

(Tika pielietota 2. Tpasiba.)

3. ipasiba. Ja slegta intervala [a,b] nepartraukti diferencéjamu funkciju
virkne (fo(z)) Saja intervala konverge uz robezfunkciju f(x) un virkne
(fi(z)) intervala [a,b] vienmerigi konverge uz F(z), tad

fi(@) = F(z), =€ la,b]
jeb
/
lim f)(z) = (lim fn(x)> , X € [a,b].
Ta ka funkciju virkne (f}(z)) intervala [a,b] vienmerigi konverge, tad
saskana ar 2. 1pasibu

x T

/ lim fr()dt = lim [ f(t)dt,

n—oo
a a

kur z € [a,b].
So vienadibu uzrakstisim sadi:
[ P =t (4.0 - fofa)
jeb

/F(t)dt = lim f,(z) — lim f,(a),

n—oo n—oo
a
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C.V.,

Starp citu, funkcija F'(x) ir nepartraukta, tatad art integréjama jebkura
intervala |a, x] C [a,b]. Tas nozime, ka integralis ar mainigu augséejo robezu
ir Saja intervala diferencejama funkcija, pie tam

T /

/ F(tydt | = F(x).

a

Tadejadi ir diferencejama art vienadibas

/

jeb
F(z) = f'(x), z¢€la,b]. =
Sekas. Ja slégta intervala [a,b] nepartraukti diferencejamu funkciju rinda
> fulz) Saja intervala konverge un rinda Y fl(x) intervala |[a,b]
n=1

n=1
vienmerigi konverge, tad visiem x € |a,b] ir speka vienadiba

(Z Mm)) => (@)

o0
» Ta ka rinda ) f/(x) intervala [a,b] konverge vienmerigi, tad Saja
n=1

intervala vienmerigi konverge parcialsummu virkne (S;L(x)) Saskana ar
3./ 1pasibu
/
(lim Sn(a:)> — lim S/ (z)

n—aoo n—oo

jeb

(Z fn($)> =) fux), veab]. <
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4.1. piezime. So Ipasibu sekas nozimé, ka atbilstosas rindas vienmeriga
konvergence ir pietiekamais nosacijums, lai rindas summa bttu ne-
partraukta funkcija, lai rindu drikstetu pa locekliem integret vai pa
locekliem atvasinat.

oo

4.2. uzdevums. Pieradit, ka funkcija f(z) = St ir nepartraukta
n=1

visu realo skaitlu kopa. Atrast f(0) un f (5).

o0
Funkciju rinda ) “5* konverge absoluti un vienmerigi visiem z € R,
. n=1
jo

COSNT 1
Sl =%
AL AL

o0
visiem z € R un visiem numuriem n. Pozitivu loceklu rinda ) o

n=1
konverge ka geometriska rinda. Dotas funkciju rindas locekli ir kopa R

nepartrauktas funkcijas, tapec tas summa f(z) ir kopa R nepartraukta
funkcija. Ievietosim x = 0 un ieguisim

f(o):ZCOSO Z%: _q

n=1 -

DO —

DO —

Izmantojam geometriskas rindas summas aprekinasanas formulu

S =L kura = 2, q= % Tagad ievietosim z = § un iegusim
o0 s 1 1
/i . COSTL§_ 1 1 1 T T _—1
f(z)‘% S TR TR Tl 1+ 141 50

Izmantojém geometriskas rindas summas aprekinasanas formulu

1 1
S_ q kura1 ?741:_7

0
4.3. uzdevums. Pieradit, ka funkcija f(x) = > ne ™™ ir nepartraukta
=1

11137
realo pozitivo skaitlu kopa R*. Aprekinat [ f(x)dx
In2

(0.9]

Apskatisim pozitivu loceklu rindu ( kur e > 0. Pec Dalambera

1+5)” )

pazimes §1 rinda konverge, jo

n+1
T T 1 1 1
lim a2 lim (L+e)m lim nt = < 1.
1 +en—0 N 1+e¢

Thep

n—oo QA n—00



o8

4. nodala. FUNKCIJU VIRKNES UN FUNKCIJU RINDAS

Funkciju rindas locekli apmierina nevienadibu

n n
ent — (1 +8)n

ne—nw —

visiem numuriem n un visiem x, kuriem izpildas nevienadiba
et > (1+¢e)",

Atrisinot 8o nevienadibu, iegusim, ka = > In(1+¢). Taka e > 0 un
to var izveleties pec patikas tuvu nullei, tad x > 0 un ar1 pec patikas
tuvs nullei. Dotas funkciju rindas locekli kopa R ir nepartrauktas
funkcijas, tapec rinda konverge absoltiti un vienmerigi visiem z €
R*. Rindas summa f(z) ir kopa R™ nepartraukta funkcija, pie tam
o rindu drikst pa locekliem integret, pieméram, intervala [In 2, 1n 3].
Integrejot So rindu, iegtisim

In3 m3 , In3
/f(a:)da::/ (2:1716 ”)dx—Z/ne nT o —

In2 In2 - ln2
00 In3 00 00
=S| = ) =Y (5o g) =15,
n=1 In2 n=1 n=1
jo rindas S 2% summa, ir
n=1
1
S=—"25=1,
=
bet rindas
SRR
n=1 3" _% 2

Abas §1s rindas ir geometriskas rindas ar |g| < 1.

4.4. uzdevums. Pieradit, ka realo skaitlu kopa R funkcija

o) = Z sinnx

3
n
n=1

ir nepartraukta un tai eksiste nepartraukts atvasinajums.



4.4. Vienmerigi konvergentu funkciju virknu un funkciju rindu ipasibas 59

CXD .
Funkciju rinda ) *5% kopa R konverge absoliiti un vienmerigi, jo

n=1
visiem x € R un visiem numuriem n izpildas nevienadiba
sin nw 1
nd |~ nd’
o 1
pie tam pozitivu loceklu rinda ) =5 konverge. No dotas funkciju
n=1
m v
rindas loceklu atvasinajumiem izveidosim rindu ) “S3£. Si rinda
n=1

kopa R ar1 konverge absoliiti un vienmerigi, jo visiem x € R un visiem
numuriem n izpildas nevienadiba

CcOS NT 1
‘ n? ’ = n?’
o0
pie tam pozitivu loceklu rinda ) # konverge. Abu funkciju rindu
n=1

locekli ir kopa R nepartrauktas funkcijas, tapec saja kopa ir nepar-
0

cosnx

trauktas $o rindu summas. Pie tam rindas ) summa ir f'(x),

.

n=
w .

jo rindu - 3% ditkst pa locekliem atvasinat. Tadejadi kopa R
n=1

ir nepartraukta funkcija f(z) un 8ai funkcijai kopa R eksiste nepar-
traukts atvasinajums f'(x).
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5. nodala

PAKAPJU RINDAS

5.1. Pakapju rindas jedziens. Abela teorema

5.1. definicija. Par pakapju rindu sauc funkciju rindu, kuras locekli
ir pakapes funkcijas ar veseliem nenegativiem kapinatajiem, t.i., rindu

o0

ap + a1 + asx® + - - + apx” + - - - :Zanx",
n=0
kur ag, ay,as,...,a,,... reali skaitli - pakapju rindas koeficienti.
Piemeram, 1 + 2 + 22 + -+ 4+ 2™ + - - - ir pakapju rinda, kura konverge

intervala (—1,1).

Paradisim, ka pakapju rindas konvergences kopa ir intervals, kurs si-
metrisks attieciba pret koordinatu sakumpunktu. Starp citu, ir pakapju
rindas, kuras konverge tikai punkta x = 0, bet ir rindas, kuras konverge
visu realo skaitlu kopa R.

5.1. teorema. [Abela! teorema]

o

Ja pakapju rinda > a,x” konverge punkta xo # 0, tad ta absoluti kon-
n=0

verge visiem x, kuriem izpildas nevienadiba |x| < |xo|, t.i., intervala

( - \$0|7 |330\)
o0

Ja pakapju rinda Y a,x” diverde punkta xq, tad ta diverge visiem x,
n=0

kuriem izpildas nevienadiba |x| > |x1|, t.i., arpus intervala

[ - |.I'1‘, ’xlu .

INils Abels (1802-1829) - norvegu matematikis.
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» Ta ka pakapju rinda

oo

Z apx"” (5.1)

n=0

(0]

konverge punkta xy # 0, tad atbilstosa skaitlu rinda ) a,x{ konverge un
n=0

tai izpildas konvergences nepiecieSamais nosacijums, t.i.,

: n
lim a,x, = 0.
n—oo

Tas nozime, ka (a,x() ir ierobezota (ka konvergenta) virkne. Tatad eksiste
tads M > 0, ka visiem numuriem 7 izpildas nevienadiba

lapxy| < M.

Doto pakapju rindu uzrakstisim sadi:

2 n
T T T
ap + a1z <—) + o} (—) + 4 anTg (—) + - (5.2)
Lo o Lo

un izveidosim rindu no tas loceklu moduliem, t.i., rindu

2 n

x x x
ol #lovzal - | 2]+ o] |2+t el [ 2 e 6
X0 i X
Izveidosim vel vienu rindu
x T 2 n
MAM|=|+M|=| 4+ M|=| +-- (5.4)
L0 L0 Lo
Rinda (5.4) ir geometriska rinda ar ¢ = o, kura konvergg, ja

X

| < 1, ti, ja |z| < |xg|. Saskana ar pozitivu loceklu rindu

q =
salidzinasanas pazimi konverge rinda (5.3), bet rinda (5.2) absoluti kon-
verge sadam x vertibam. Tadejadi rinda (5.1) absoluti konverge visiem =,
kuriem izpildas nevienadiba |z| < |zo| (5.1. zim.).

absoltti konverge
i I I >
- |330 | 0 ‘.I‘O ’

5.1. zim.

Abela teoremas otro dalu pieradisim no pretéja, t.i., pienemsim, ka ek-
siste tads skaitlis z(, kuram izpildas nevienadiba |xy| > |z;| un pakapju
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rinda (5.1) konverge punkta zy. Acimredzami x, # 0. Saskana ar Abela
teoremas pirmo dalu pakapju rinda absoluti konverge visiem z, kuriem
izpildas nevienadiba |z| < |z¢|, tai skaita, arT punkta x;. Tika iegtuta
pretruna ar doto, t.i., ka pakapju rinda punkta x; diverge. Atliek secinat,
ka pienémums ir nepareizs, un pakapju rinda (5.1) diverge visiem z, kuriem
izpildas nevienadiba |z| > |z1| (5.2) zim.).

diverge . diverge

>

1
— |21 0 1]

5.2. z1m.

5.2. Pakapju rindas konvergences radiuss un kon-
vergences intervals

oo

Katra pakapju rinda ) a,z" konvergé vismaz punkta z = 0. Dazam
n=0

pakapju rindam Sis punkts ir vienigais, kura ta konverge. Daudzas pakapju

rindas konverge visa realo skaitlu kopa R. Apskatisim pakapju rindas,
kuras konverge vairak neka punkta x = 0, bet ne visa realo skaitlu kopa
R. No Abela teoremas izriet, ka sadai pakapju rindai eksiste tads pozitivs
skaitlis R, ka pakapju rinda absoluti konverge visiem x, kuriem izpildas
nevienadiba |z| < R, t.i., intervala (—R, R). ST intervala arpuse pakapju
rinda diverge (5.3. zim.).
diverge . absoltti klonvergé - diverge g
R 0 R

5.3. zim.

Rindas raksturu punktos © = —R, = R péta papildus. Sajos punktos
pakapju rinda var gan konverget, gan diverget, pie tam viena no Siem
punktiem rinda var konverget, bet otra - diverget.



64 5. nodala. PAKAPJU RINDAS

o0
5.2. definicija. Intervalu (—R, R) sauc par pakapju rindas > a,z"
n=0
konvergences intervalu, bet R - konvergences radiusu.

Lai atrastu konvergences radiusu, apskatisim rindu no pakapju rindas
loceklu moduliem, t.i., rindu

|ag| + |arz| + |apz®| + - + |apa"| + - - -

un Sai rindai pielietosim rindu konvergences Dalambeéra pazimi. Atradisim

li = |z| li lann]
n—oo  |anx”| n—oo |ay|
Tatad
an
|z] < lim
n—00 | Up41
Tadsjadi
R= lim [
n—00 | Up+1

(protams, ja sada robeza eksiste).
Ja butu lietojusi rindu konvergences Kost pazimi, tad iegutu, ka

B 1

lim /]a,]

n—oo
Kad esam aprekinajusi pakapju rindas konvergences radiusu R, tad reize
esam art noteikusi tas konvergences intervalu (—R, R).

Lai noteiktu rindas raksturu konvergences intervala galapunktos, peta
uz konvergenci skaitlu rindas

i(—l)”anR” un ianR".
n=0 n=0

5.1. piezime.
1. Ja pakapju rinda konverge tikai punkta z = 0, tad uzskata, ka
konvergences radiuss R = 0.

2. Ja pakapju rinda konverge visu realo skaitlu kopa, tad uzskata,
ka konvergences radiuss R = oo.
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3.

5.1. uzdevums.

a)

Nosakot pakapju rindas konvergences kopu, parasti nelieto kon-
vergences radiusa aprekinasanas formulu, bet, lietojot, piemeram,
Dalambera pazimi, atrod pakapju rindas konvergences intervalu.

Noteikt pakapju rindu konvergences kopas

b .
2 Z_;n?)”’ ) nz_; n?’
o0 aj o
— d lz"
) D ) D _nle
n=0 n=0
Pakapju rindas visparigais loceklis
:L,TL
tn() = n3n’
bet
xn—f—l
tni1 (x) (n+ )31
Atradisim robezu
xn—&-l
lim Unt1 () = lim —(n+:1v)713n+1 = L lim — m <1

Atrisinasim nevienadibu ‘ < 1un iegtisim konvergences intervalu
(—3,3) (konvergences radluss R = 3). Izpetisim pakapju rindas
raksturu konvergences intervala galapunktos.

Ja x = —3, tad iegusim skaitlu rindu ) ﬂ, kura konverge, pie
n=1
tam nosaciti konverge.
o0
Ja x = 3, tad ieglsim divergentu skaitlu rindu ) 1 (harmoniska
n=1
rinda). Tadejadi pakapju rindas konvergences kopa ir intervals
[—3,3).
Soreiz
" .fCThLl
Up\T) = —, Up
() n? (@) (n+1)
Robeza
xn+1 2
Upi1(T n
lim tnt1(2) ) li (n;l) = |z| lim s = lz| <1
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Konvergences intervals ir (—1, 1), bet konvergences radiuss R = 1.

0 n
Ja x = —1, tad skaitlu rinda > % absoliiti konverge.

n=1
Ja r = 1, tad arT iegtisim konvergentu pozitivu loceklu rindu
o0

> # Dotas pakapju rindas konvergences kopa ir slegts intervals
n=1
[_17 1]

¢) Dotajai pakapju rindai

" xn—f—l
Atradisim robezu
anrl
T KR LGN L — |2 lim —0<1

visiem z. Tadejadi pakapju rinda konverge visiem x € (—o00, +00).
Pakapju konvergences radiuss R = co.

d) Soreiz
U (z) = nz", upi(z) = (n+ 12"t
Robeza
. 1)! n+1
lim |2 +1(2) = lim (n+ 1)z = |z| lim (n + 1) = oo,
n—00 un(x) n—00 nlxn n—00

ja x # 0. Tadejadi st pakapju rinda konverge tikai punkta x = 0,
tas konvergences radiuss R = 0.

5.3. Pakapju rindas vienmeriga konvergence

5.2. teorema. Pakapju rinda Y a,x" konverge absoluti un vienmerigi
n=0
jebkura intervala [—/, (], kurs ieklaujas tas konvergences intervala

(=R, R).

» Ta ka pakapju rinda ) a,x" absoluti konverge intervala (—R, R),
n=0
tad ta absoluti konverge &1 intervala punkta = = ¢ (0 < ¢ < R). Tatad
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skaitlu rinda Z la,|¢" konverge. Visiem x, kuriem |z| < ¢, un visiem
=0
numuriem n (n =0,1,2,...) izpildas nevienadiba

lax™| < la,|".

Saskana ar Veierstrasa pazimi pakapju rinda » a,z™ absoluti un vienmerigi
n=0
konverge visiem z, kuriem —¢ <z < (. (5.4.)71m.) <

absoliiti konverge

vienmerigi konverge

-R 0 " R

5.4. zim.

5.2. piezime.

1. Ta ka pakapju rindas locekli ir nepartrauktas funkcijas tas vien-
merigas konvergences intervala [—/, /], tad pakapju rindas summa
ir Saja intervala nepartraukta funkcija. Pakapju rindu drikst
pa locekliem integrét. Pieméram, visiem x € (—R, R) izpildas
vienadiba

/ (Z T ) dx = Z/anx"dx = o 1.1:”“.

0 n=0

2. Ta ka pakapju rindai Y na,2" ! (iegiita atvasinot pakapju rin-
n=1

0.}

das > a,z" loceklus) konvergences intervals art ir (—R, R), tad
n=0

ta konverge vienmerigi intervala [—/¢,¢]. Tapec pakapju rindu

> apx™ drikst pa locekliem atvasinat, t.i.,
n=0

(Z an:c”> = Z (apa™) = Znanl‘”*l, r € (—R,R).

3. Integrejot (vai atvasinot) pakapju rindu, konvergences intervals
nemainas. Rindas raksturs var mainities tikai konvergences in-
tervala galapunktos, t.i., punktos *+ = —R un x = R. Atvasinot
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pakapju rindu, konvergences kopa var sasaurinaties uz galapunktu
rekina, bet integrejot - paplasinaties.

5.4. Pakapju rinda pec (x — xp)pakapem

leprieks apskatijam pakapju rindu Y a,z”, t.i., pakapju rindu pec z

n=0
0
pakapem. Tomer biezi nakas sastapties ar pakapju rindu Y a,(z — x¢)",
n=0

t.i., pakapju rindu péc (x —z() pakapem. Apzimesim x —xy = 2z un iegusim
o0
pakapju rindu > a,z".

n=0

Zinot §is pakapju rindas konvergences intervalu

0

—R < z < R, var atrast pakapju rindas ) a,(x — x¢)" konvergences
n=0

intervalu. Tam nolukam atrisinasim (attieciba pret ) nevienadibu

—R<z—2y< R

un iegtsim, ka

—R+4+xy << R+ x.
Tadejadi pakapju rindas péc (x — xy) pakapem konvergences intervals ir
(=R + x9, R+ x0).

5.2. uzdevums. Noteikt pakapju rindu konvergences kopas

n=0

p) St

n=1

a) Dotajai pakapju rindai

(33 . 5)n (l’ _ 5)n+1
Un(z) = T on Up1(T) = T ontl
Atradisim robezu
(x—5)"t!
- Nup (@) | | |5
711220 un(gj) B nhjgo (CU;?)" B 2 <L
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Atrisinot nevienadibu @ < 1, ieglisim pakapju rindas konver-
gences intervalu 3 < x < 7. Atliek noskaidrot konvergences rak-
sturu §1 intervala galapunktos. Ja z = 3, tad iegtisim skaitlu rindu
o0
Yo (=1)", kura diverge. Ja x = 7, tad arl iegusim divergentu
n=0

o

skaitlu rindu 1 =141+ 1+ ---. Tadejadi pakapju rindas
n=0

konvergences kopa sakrit ar §is rindas konvergences intervalu un

ir intervals (3,7).

Soreiz
unle) = " (@) = T
un
( ) (x+1)n L )
. Unp41\L . (n+1)?2 . n
1 =1 = |z+1] lim —— = |2+1] < 1.

Pakapju rindas konvergences intervals ir —2 < x < 0.

S n
Jar = —2, tad iegusim absoluiti konvergentu skaitlu rindu » (_n—lrz)
n=1
Jaz = 0, tad arT iegusim konvergentu skaitlu rindu > # Tadejadi
n=1

pakapju rindas konvergences kopa ir slegts intervals [—2,0].
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6. nodala

FUNKCIJU IZVIRZIJUMI
PAKAPJU RINDAS

6.1. Funkcijas izvirzijuma pakapju rinda jedziens. Tei-
lora rinda

Apskatisim intervala (—R, R) definetu funkciju f(z) un teiksim, ka

So funkciju minetaja intervala var izvirzit pakapju rinda, ja eksiste tada
oo

pakapju rinda ) a,x", kura konverge Saja intervala, pie tam uz funkciju

n=0
f(x). Tatad visiem x € (—R, R) izpildas vienadiba

oo

f(z) = Z apx".

n=0
6.1. teorema. Ja funkciju f(z) intervala (—R, R) var izvirzit pakapju

oo
rinda Y a,z", tad Sis rindas koeficienti
n=0

(n=0,1,2,...)

» Ta ka funkciju f(x) intervala (—R, R) var izvirzit pakapju rinda, tad
visiem x € (—R, R) ir speka vienadiba

oo

f(z) = Z anx".

n=0

Saskana ar pakapju rindas vienmerigas konvergences ipasibam f(x) -
nepartraukta minetaja intervala funkcija, pakapju rindu drikst pa locekliem
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atvasinat. Atvasinot pakapju rindu, atkal tiek ieguta pakapju rinda ar

tadu pasu konvergences intervalu. Tapeéc iegutas rindas summa f'(x) ir

intervala (—R, R) nepartraukta funkcija un So pakapju rindu drikst pa
(0.9]

locekliem atvasinat. Tadejadi sakotnéjo pakapju rindu > a,z" intervala

n=0
(—R, R) drikst bezgaligi daudz reizu pa locekliem atvasinat, pie tam katras

iegiitas pakapju rindas summa ir §aja intervala nepartraukta funkcija.
Vienadiba
f(z) = ag + a1 + apx® + azx® + - - + apa" + - -
ievietosim x = 0. legusim f(0) = ag. Ta ka
f!(x) = a1 + 209 + 3azx® + - - + nayx™ 4 - - -,

tad, ievietojot = 0, ieglisim f’(0) = a;. So procesu turpinot bezgaligi
daudz reizu, iegusim

Tadejadi

n!
6.1. piezime. Ja funkciju f(z) intervala (—R, R) var izvirzit pakapju
rinda, tad visiem x € (—R, R) ir speka vienadiba

>, fn)

!
=0 n.

Skaidrs, ka funkcija f(z) ir bezgaligi daudz reizu diferencéjama inter-
vala (—R, R), tai skaita, arT punkta z = 0.

6.1. definicija. Pakapju rindu

% £(n)(Q

n!
n=0

sauc par funkcijas f(z) Teilora rindu.

Lai funkcijai f(x) varetu sastadit atbilstosu Teilora rindu, f(z) ir jabut
bezgaligi daudz reizu diferencejamai funkcijai punkta x = 0.
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6.2. Funkcijas izvirzijuma Teilora rinda pietiekamais
nosacijums

Ja f(z) ir bezgaligi daudz reizu diferencéjama punkta x = 0 fun-
kcija, tad tai var sastadit atbilstoSu Teilora rindu. Vienigi var izradities,
ka §1 rinda konverge tikai punkta x = 0, citiem vardiem, rinda visur
diverge, iznemot punktu z = 0. Ja arT funkcijai f(x) atbilstosa Teilora
rinda konverge kada intervala (—R, R), tad par tas summu var nebut
f(x), bet pavisam cita funkcija. Tados gadijumos sastadito Teilora rindu
nevar uzskatit par funkcijas f(z) izvirzijumu pakapju rinda. Atbildi uz
jautajumu, kad funkcijai f(x) atbilstosa Teilora rinda ir §1s funkcijas izvir-
zijums pakapju rinda, sniedz Sada teorema.

6.2. teorema. [Funkcijas izvirzijuma Teilora rinda pietiekamais
nosacijumsj|
Ja f(x) ir bezgaligi daudz reizu diferencejama intervala (—R, R) fun-
kcija un funkcijas f(x) Teilora formulas atlikuma locekla R, (x) robeza,
kad n — oo, ir nulle visiem v € (—R, R), tad So funkciju intervala
(—R, R) var izvirzit Teilora rinda.

» Ta ka funkcija ir bezgaligi daudz reizu diferencéjama intervala (— R, R),
tad varam sastadit tai atbilstosu Teilora rindu

/'(0) (0) )

f// 5
f(0) + T T Sy et
Funkcijai f(z) uzrakstisim Teilora formulu
(0 an (n) 0

kur R,(x) - Teilora formulas atlikuma loceklis. Teilora formulu varam
uzrakstit Sadi:

f(:L’) = Sn(x) + Rn(x)a
kur S, (z) ir Teilora polinoms, bet reizé arT Teilora rindas parcialsumma.

No Teilora formulas izteiksim Teilora rindas parcialsummu

Sn(x) = f(x) — Ry(x).
Ta ka
lim R,(z) =0, =z € (—R, R),

n—oo
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tad robeza no Teilora formulas labas puses ir f(x). Tatad eksisté robeza
no §is vienadibas kreisas puses un art ir f(x), t.i.,

lim S,(z) = f(z), v € (—R,R).

n—oo

Tadejadi Teilora rinda konverge visiem = € (—R, R), pie tam tas summa

ir f(z). <
6.2. piezime.

1. Var pieradit, ka speka Sai teoremai apgrieztais apgalvojums. Tas
nozime, ka teorema minetie nosacijumi ir ne tikai pietiekami, bet
arl nepiecieSamie nosacijumi, lai funkciju varetu izvirzit Teilora
rinda.

2. Lai intervala (—R, R) bezgaligi daudz reizu diferencejamu fun-
kciju izvirzitu Saja intervala Teilora rinda, vispirms sastada tai
atbilstosu Teilora rindu. Pec tam uzraksta Teilora formulas atli-
kuma locekli Lagranza (vai Kosi) forma un parada, ka robeza no
ta ir nulle visiem = € (—R, R).

3. Parasti intervals, kura funkciju vajag izvirzit Teilora rinda, nav
dots. Tados gadijumos atrod sastaditas Teilora rindas konvergen-
ces kopu un robezu no Teilora formulas atlikuma locekla apskata
§1s kopas punktos.

6.3. Eksponentfunkcijas f(x) = e* izvirzijums Tei-
lora rinda

Izvirzisim Teilora rinda funkciju f(z) = e”. Tam nolukam atradisim

§s funkcijas atvasinajumus. Sai funkcijai jebkuras kartas atvasinajums
sakiit ar pasu funkciju, t.i., f™(z) = e* (n = 1,2,3,...). Funkcijas un
tas atvasinajumu vertiba punkta x = 0 ir 1. Funkcijai atbilst sada Teilora
rinda

r  z? " = "
n=

Lai uzrakstitu Teilora formulas atlikuma locekli R, (z) Lagranza forma,
funkcijas (n+1)-as kartas atvasinajumu f"+Y(z) = e* aprekinasim punkta
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c=1x9+0O(x —1x9) =0Ox, 0< O <1 (Soreiz xy = 0). Tatad
f(n+1)(@x) _ e@x

un

6@x

R, = — " 0<O <.
n(@) =
Pec Dalambera pazimes eksponentfunkcijai sastadita Teilora rinda ab-

soluti konverge visiem z € R, jo

xn-&-l
1m,@ﬁ@2:hm<@y.4ﬂhm —0<1
n—00 ’u,n(x) n—00 o n—oo N

visiem x € R.
Visiem x € R izpildas rindu konvergences nepiecieSama pazime

lim w,41(x) = 0.

n—oo
Konkreti lim %T = 0 visiem x € R. Tapec
n—oo :
anrl
lim R,(z) = e® lim ———— =0
n—o0 n—oo (n 4 1)!

visiem x € R (reizinatajs €®® nav atkarigs no n un katrai o vertibai pienem
konkretu skaitlisku vertibu). Tadejadi sastadita Teilora rinda konverge,
pie tam uz funkciju f(x) = e”, visiem x € R. Varam rakstit, ka

2 :L,n

A R T I I
=l gttt ot reR

Ja izvelesimies x = 1, tad konstante e tiks uzrakstita ka atbilstosas
skaitlu rindas summa, t.i.,

_1 1 1 1

e = +ﬂ+a+"'+m

Ja rindu aizstasim ar kadu tas parcialsummu .5, tad tuvinati aprekinasim

e vertibu. Tuvinajuma precizitate ir atkariga no ta, cik pirmo rindas

loceklu satur parcialsumma S, un cik zimes aiz komata satur katrs §is
parcialsummas loceklis.
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Tuvinajuma precizitates aprekinasanai, novertesim rindas atlikumu

1 1 1
R, = R
D) 2l Tt

1 1 1
= 1+ + +o) <
(n+1)!< n+2 (n+2)(n+3) )
<1 <1+ SRR )— ! L
(n+1)! n+2 (n+2)2 S (n+DI1-L
1 n+2 n+ 2
(n+1)! n  (n+1)m+1)

Ja izvelesimies, piemeram, n = 5, tad iegusim skaitla e tuvinajumu ar
precizitati Iidz 0,002, jo

o+ 2 T

G+1D(B+1)! 66

- < 0,002.

Tatad

ISR SIS SO NS S S
R TR TRETR TR T
1 1 1 1 326
=14 1+=-+-+—+—="—""=271(6).
+ Jr2+6+24+120 120 71(6)

Tadejadi e =~ 2,717 ar precizitati lidz 0, 002.
Sadi rikojoties, var aprekinat eksponentfunkcijas aptuveno vertibu kat-
rai x vertibai.

6.4. Funkcijas f(x) = sinx izvirzijums Teilora rinda

Funkcijai f(z) = sinz atradisim tas atvasinajumus.
f'(z) = cosz = sin (g + :1:) :
f"(z) = —sinx = sin (2% + ::f;) ,
f"(x) = — cosx = sin (3% + x) :
fV(x) = sinx = sin (4% + m) :
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Funkcijas un tas atvasinajumu vertibas punkta x = 0: f(0) = 0,

F'(0)=1,1"(0)=0,f"(0) = —1....,
Tatad
0 ja n =2k
(n) — ’ J )
0 { (—1)F, ja n=2k+1 (k=0,1,2,...).
Starp citu, ar f((0) sapratisim f(0). Atbilstosa Teilora rinda ir

3 5 7 2n+1 2n—|—1
_ - _1”— —
TR TR R G T Z NeTEsy)

ArT Soreiz pec Dalambera pazimes rinda absoluti konverge visiem z € R.

Teilora formulas atlikuma loceklis Lagranza forma ir

sin ((n +1)% + 6z)
(n+1)!

n+1

R,(z) =
Visiem =z € R

n+1
lim R,(z) = lim (sin ((n + 1)% + Hx) ’ > =0,

n—0o0 n—0o0 (n + 1)'

jo
n+1
lim ‘ =0,
n—oo (n 4 1)!
bet sin ((n + 1)Z + z) ir ierobezota funkcija.
Tadejadi
373 .CE5 .I7 . x2n+1

6.3. piezime. Ta ka cosz = (sinx)’, tad, atvasinot pa locekliem uzrak-
stito pakapju rindu, iegtisim

$2 $4 .%’6 $2n

cost=1———+———+- +(—1)”(2n)'

ST +---, zeR
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6.5. Funkcijas f(x) = In(1 4+ x) izvirzijums Teilora
rinda

Vispirms izvirzisim Teilora rinda dotas funkcijas atvasinajumu

f@) =

Ja |z| < 1, tad H% var uzskatit par konvergentas geometriskas rindas
(a;y = 1, = —x) summu. Tapec

1
1+

—l—ao+2 -2+ -+ (=D)"2"+---, —1l<z<l.

Integrejot pa locekliem So pakapju rindu, iegtisim

— = [ (1= t+E =4+ (=D +--)dt
i /X + +o (D))
0 0
jeb
72 3 7 Al > ol
In(1 — T (=1 - —1)"
nlte)=w= oty -t I ;; ST
—-l<z<l.
Ja x = —1, tad iegusim skaitlu rindu, kura diverge. Ja ievietosim x = 1,
tad skaitlu rinda
1 1 1 1
l—=—4+-—- —1)" x
2 3 4 (=1) n+1 i
nosaciti konverge, pie tam ta konverge uz In 2.
Tadejadi
22 3 gt ot
In(1 =r——=4+—=———+---+(=1) —l<z< 1.
n(l+z)=x st3 -t + ( )n+1+ , r <

Starp citu, lai paraditu, ka
1 1 1 1

N2 =1 - == feep (—1)"
. ;T3 gt U

ievero, ka atbilstosa pakapju rinda punkta z = 1 konverge, un ka funkcija

_|_...’

In(1 + z) ir nepartraukta saja punkta.
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Lai tuvinati aprekinatu logaritmu vertibas, iegist specialu rekurences
formulu. Tam nolukam vispirms uzraksta divu funkciju izvirzijumus pa-
kapju rinda.

ﬂf2 1173 ZIZA
In(1 T AT R 1.1
n(l+o)=e—F+7 -+, z € (—1,1],
ZUQ 563 ZU4
In(l — ) = —¢ — — 2 2 4., ~1.1).
n(l —x) T = 3 4-1- : x e [-1,1)

Kopigajam x vertibam §is rindas drikst atnemt un tapec

w3 b
ln(l—!—x)—ln(l—x):2(:E—|—§—|—g+---), -l<z<1
jeb
1+ 3
1 =2 —+ =+ —1l<zx<l1.
ny — <x+ 3 + 5 + ) ; x
Apzimesim
1
€r =
2N +1
un ieverosim, ka —1 < x < 1. Atrisinot divkarsu nevienadibu
1
—1< <1
2N +1

iegtisim, ka N > 0 vai N < —1.

Izvelesimies N > 0, izteiksim 12 ar N (skat.’) un iegusim

pNt ot .t .1 N >0
N 2N +1  3(2N +1)3 " 5(2N +1)° ’
jeb
In(N+1)=InN +2 L ! - ! +
n = In o
2N +1 302N +1)3 52N +1)°

Ja izvelas N = 1 un ievero, ka In1 = 0, tuvinati var aprekinat In 2
vertibu. Zinot vertibu In 2, var aprekinat In 3 utt.

1 2N+2
teoe It l4 ey Sxg7 N+1
Tiesam, 1 = iy iy
-z 1-557 INF1
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6.6. Funkcijas f(x) = (1 + x)® izvirzijums Teilora
rinda

Apskatisim funkcijas f(z) = (1 + x)%, kur a € R izvirzijumu Teilora
rinda. Tam nolukam atradisim $is funkcijas atvasinajumus.

f@)=a(l+z)"
f'(@) = ala —1)(1+z)" 7,

Dotajai funkcijai atbilstosa Teilora rinda ir

1+_x+a(a—l)x2+a(a_1)...(a_n+1)

1 9] nl e

«
|

Starp citu, So Teilora rindu sauc par binomialo rindu. Lietojot Dalambera
)
pazimi, atradisim §is rindas konvergences intervalu. Tam nolukam atradi-

sim
a(a—1)-(a=n) n+1
(@) CES B . |la—=n|
nh—>n<;lo un(:(;) N 7”}1—{20 Oé(a—l)"'('a—n‘*‘l)xn - |:C| nh—>rrolo n+1 - ‘:C‘ <1

Pakapju rindas konvergences intervals ir (—1,1). Rindas raksturs &1 in-
tervala galapunktos ir atkarigs no « skaitliskas vertibas.

Teilora formulas atlikuma locekli Soreiz uzrakstisim Kost forma, t.i.,
flnt1) (;(:0 + O(x — :z:o)) (1—-0)"

R.(z) = 2" 0< 0 < 1.
n!
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Ta ka g = 0 un

f0%+D(x):: Q(Og—-1)-..(O{__n)(1<+_x)a—n—17

tad
— ce — a—n—1 . n
Ry(x) = ala—1) - (« n)(:”—l— Ox) (1-0) o+l
jeb
Ry(z) = 29— 1)7'1; (a=n) gy (fg&) 2 0<0 < 1.

Tatad Teilora formulas atlikuma loceklis satur cetrus reizinatajus. Ja
izvelesimies x no konvergences intervala (—1,1), t.i.,, =1 < z < 1, tad

—O<Br<B® un 1-60<1+60x<1+06.
Taka0<©<1,tad 1 -0 >0, bet

1-06
1+ 6x

1-01\"
11 =0

Ja x € (—1,1), tad robeza no Teilora formulas atlikuma locekla ceturta
reizinataja ari ir nulle, t.i.,

0< < 1.

Tapec

lim 2"t = 0.
n—oo

Otrais reizinatajs (1 + ©z)*! nav atkarigs no n un ta vertibas atrodas
starp skaitliem (1 — ©)*! un (1 + ©)*"!. Pirmo reizinataju uzrakstisim

sadi
a(a—l)T-L-!-(oz—n) :a(%—l) (%_1)...(%—1>.

leverojot ieprieks teikto, visiem xz € (—1,1) robeza lim R,(z) = 0.
n—oo

Tapec visiem = € (—1,1) Teilora rinda konverge uz funkciju

f(2) = (1+2)".

Tadejadi

1 1) (o — 1
(l—l—x)o‘:l—l—gx—l—Mﬁ%—“'—i-Q(a Jolaznd >x"—|-~-,

1! 2! n!
re(—1,1).
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Kadam « vertibam un kuru no intervala galapunktiem var pievienot
konvergences kopai ir izpetijis N. Abels.

Ja « - naturals skaitlis, t.i., « = m, tad iegtsim formulu

m(m — 1
(14 z)™ —1+Fx+¥x2+---+xm.

Formulas labaja puse ir galigs skaits loceklu.

Apskatisim funkciju f(z) = (a + x)®, kur a ir no nulles atskirigs reals
skaitlis.

Vispirms pienemsim, ka ‘f‘ < 1. Ta ka

(a—f—:v)o‘:ao‘(l—i—E) un —1<£<1,
a a

tad (1 + %)a var uzrakstit ka atbilstosas binomialas rindas summu. Tapéc

(a+2)" = <1+— fJFM@)QJF---JF

1l a 2! a
+oz(oz—1)---(oz—n+1) (x)”

n! a

—1
:aa+%aa_1-x+%aa_2x2+---+
1) — 1
Lala—1) a0t )

n!

Tagad pienemsim, ka {%| < 1 un funkciju (a + x)® parveidosim sadi:

(a+x)“=xa<1+g)a <1+ﬂ +w<—>2+m+

a
T T

ala—=1)---(a—n+1
sl n sty )

n!
o« a—1 Od(CM 1)&22
x+ﬁx -a+T:c + -+
ala—1)---(a—n+1 _
+( )n'( )xanan+...

Ja « - naturals skaitlis, t.i., & = m, tad neatkarigi no ta, vai ’%! < 1 vai
}%‘ < 1, iegtisim formulu
m - m(m — 1) Q" 22

(a+z)" =a" +Fa T + 5 x4+ a
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Ta ir Nutona binoma formula.

Uzrakstisim funkcijas f(z) = +/1 + x izvirzijumu binomialaja rinda. Ta
ka a = %, tad

1Jr1 1 1\ 1 2+1 1 3\ 1 3
= —T — | =z — | —= — | =z
2 2 2/ 2! 2 2 2/ 3
1 1 1-3 1-3-5
=14+ -—z— —2° 3 ot + —-l<z<l

2" "24" T3 46" 2468 T
Sis rindas loceklus, sakot ar treso locekli, var uzrakstit

. (2n — 5!
(2n — 211"

n—1

un(z) = (1) (n=3,4,...),

kur (2n — 5)!! ir visu nepara naturalo skaitlu reizinajums lidz skaitlim
(2n — b) ieskaitot, bet (2n — 2)!! ir visu para naturalo skaitlu reizinajums
lidz skaitlim (2n — 2) ieskaitot.

Binomialo rindu izmanto, lai tuvinati aprekinatu radikalu vertibas.
Piemeéram, aprekinasim v/40 ar precizitati lIidz 0,001. Ta ka

8 1
40:32+8:25+8:25(1+§):25(1—#1),

tad

I
[\
N\
—_
+

n 2 2-4 +2-4-9 2-4-9-14
5-4  2152.42  3153.43 4154 . 44

=2
Veidojas konvergenta alternejosa rinda, kuras loceklu moduli, sakot ar
piekto locekli, neparsniedz 0, 001, jo

2-4-9-14 21
4154 .44 80000

< 0,001.
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Zinams, ka Sadas rindas summu aizstajot ar tas parcialsummu, tuvinajuma
kluda neparsniedz pirma atmesta locekla moduli. Tapec

2 2.4 2.4.9
V40 ~ 2 — —
t5 1o 2 3

11 3 4183
_o4 - _ — = 2,0915 A 2,092

10 100 + 2000 2000
ar precizitati Iidz 0,001. Starp citu, v/40 = 2,0912791 .. ..

6.1. uzdevums. Izvirzit Teilora rinda funkciju f(x) = arctgx un, iz
mantojot So izvirzijumu, aprekinat m tuvinato vertibu ar precizitati
lidz 0, 01.

Vispirms uzrakstisim funkcijas ﬁ izvirzijumu Teilora rinda. ST fun-
kcija ir geometriskas rindas summa, ja z € (—1,1), t.i.,
1

=1-a+a2t =2+ (D)2 -, —l<a<]1
1+ a?

Integresim So pakapju rindu

T X
1
dt= [ (1-t+t" ="+ (=) +...)dt.
/1+t2 /( + o (D) )
0 0
legtisim
3 5 7 2n+1
AR A x
tgr=0——+———+---4+(—1)" e, —l<z <1
arctge =@ — 5+ 5 - e (Cg e v
Ievietojot x = —1 vai x = 1, ieglisim konvergentas skaitlu rindas.
Tadejadi
3 5 7 2n+1
N A x
arctgr =0 ——+———+- -+ (—1)'——=+---, -1 <2 <1
& 35 7 S Gy =T=

Lai tuvinati aprekinatu 7 skaitlisko vertibu, izvelesimies z = 1. legtta
skaitlu rinda konverge, bet konverge leni. Labak ir izveleties x = \/Tg

legtisim
T_V3 V3 V3 VB V3
6 3 27 135 567 2187

jeb

2v3  2v3  2v3  2¢/3
™ =2V3— \/_—I— \/_— \/_4— V3
9 45 189 ~ 729
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Veidojas alternéjosa rinda, kuras loceklu moduli, sakot ar piekto lo-
cekli, neparsniedz 0,01. Tapec

W3 23 23 17123
wzle-gi%Vr—*F: Vrzammanzam

45 189 945

ar precizitati Iidz 0,01. Sadi rekinot « vertibu, ir jazina /3 tuvinata
vertiba.

6.7. Pakapju rindu lietojumi tuvinatos aprekinos

Ka redzejam ieprieks, pakapju rindas var izmantot funkciju vertibu tu-
vinataja aprekinasana. Vel viens no pakapju rindu lietojumiem ir noteikto
integralu tuvinata aprekinasana.

Lai tuvinati aprekinatu noteikta integrala vertibu, zemintegrala funkciju
izvirza Teilora rinda. Pec tam So Teilora rindu integre un iegutas rindas

summu aizstaj ar tas parcialsummu. Loceklu skaitu parcialsumma izvelas
atkariba no dotas tuvinajuma precizitates.

1
6.2. uzdevums. Izskaitlot noteikta integrala [ e~*"dx vertibu ar preci-

0
zitati Iidz 0, 01.

Eksponentfunkcijas izvirzijuma Teilora rinda

. 2 43
€:1+ﬂ+5+§+@— , teR
izvelesimies t = —x3. Iegiisim zemintegrala funkcijas izvirzijumu
Teilora rinda, t.i.,
3 6 9 12
1 A A
e =1-" 44 4. zeR

o203 4l
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Integresim So rindu

1 1
3 6 9 12
2 10 — _rr o r . r _
/e dx—/(l 1!+2! 3!—|—4! )dx—
0

0
2 27 210 213 1
:(x_4-1!+7-2!_10.3!+13-4!_"'>0:
B 1+1 1+1 N 1+1 1
414 60 ' 312 - 414 60
169

= — = 476 ... ~
510 0, 80476 0,80

ar precizitati Iidz 0,01 (alternejosas rindas parcialsumma satur tikai
pirmos ¢etrus rindas loceklus, jo paréejo rindas loceklu moduli nepar-
sniedz 0,01).

Pakapju rindas vel var lietot, lai tuvinati risinatu diferencialvienadoju-
mus, t.i., vienadojumus, kuri satur funkciju un tas atvasinajumus.

Apskatito pakapju rindu

FO) 0

) 1)
1! 2! n!

f(0) + S R

sauc par funkcijas f(x) Teilora rindu punkta x = 0 apkartné (jeb pec x
pakapem). Var apskatit visparigaka izskata pakapju rindu

(o) f" (o) F (o)
1! 2! n!
kuru sauc par Teilora rindu punkta z = xy apkartné (jeb péc (x — zy)
pakapeém). Var runat par funkcijas izvirzijumu punkta x = z, apkartne

(jeb péc (x — xy) pakapem).

f(zo) + (z — x0) + (37—5170)2+-'-+ (x —xo)" + -,

6.3. uzdevums. Funkciju f(z) = - izvirzit Teilora rinda punkta

x = 1 apkartne.

Parveidosim funkcijas analitisko izskatu.

1 1 !
2
€T) = = = .
/(@) r+1 2+ (@x—-1) 1-(-%2)
Dota funkcija ir geometriskas rindas summa (61 = %, q= —%‘1), ja

gl <1, ti.,jalz—1] <2jeb -1 <z < 3.
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Tatad

1 11 1 1 1 .

r e (—1,3).

6.4. piezime. Funkciju izvirzit Teilora rinda vareja, meklejot tas atva-

sinajumus, funkcijas un atvasinajumu vertibas punkta x = 1 utt.



88

6. nodala. FUNKCIJU IZVIRZIJUMI PAKAPJU RINDAS




7. nodala

FURJE RINDAS

7.1. Ortonormeta sistema gabaliem nepartrauktu fun-
kciju kopa. Trigonometriska sistema

7.1. definicija. Funkciju f(z) sauc par gabaliem nepartrauktu fun-
kciju intervala [a,b], ja ta ir nepartraukta Saja intervala, iznemot
varbiit galiga skaita punktus. Pie tam Sajos punktos funkcijai eksiste
galigas vienpuséjas robezas (punkta a var runat tikai par funkcijas
robezu no labas puses, bet punkta b no kreisas puses).

Sadas funkcijas grafiks attélots [7.1. zImé&juma.

7y \
v \/O \
o i . .
a a a a g
' ' ' ' - >
a r1 () To T3 b

7.1. zim.

Funkcija ir nepartraukta intervala [a, b], iznemot punktus zy, xs, 3, b.
Pie tam Sajos punktos funkcijai eksiste galigas vienpusejas robezas. Punkta
x = b var runat tikai par tas robezu no kreisas puses, t.i., lin}) f(x).

xr—
x<b
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Noteikto integrali no [7.1.. zimejuma attelotas funkcijas definesim sadi:

/bf(a:)d:c = 7f(:z:)d$ + 72f(sc)da: + ff(a:)dx + /bf(x)da:,

pie tam katra no intervaliem funkciju uzskatisim par nepartrauktu funkciju.
Piemeram, sakotnéji f(x) nav defineta intervala [a, z1] labéja galapunkta
r = z7. Lai iegutu 8aja intervala nepartrauktu funkciju, f(x) definésim
punkta z, pienemot, ka

f(xr) = lim f(z).

o
r<x,q

Tadejadi intervala [a, b] gabaliem nepartraukta funkcija ir integrejama fun-
kcija saja intervala.

Intervala [a, b] gabaliem nepartrauktas funkcijas veido kopu, kuru apzi-
mesim ar Qg y-

Kopa Q, ) ir defineta tas elementu saskaitisana, reizinasana un elementa
reizinasana ar realu skaitli, t.1., ja f,g € Qqp), tad ar1

fHg,f-guncf€Quy (ceR).
7.2. definicija. Par elementu f,g € Q| skalaro reizinajumu sauc

b
noteikto integrali [ f(x)g(z)dx un apzime (f, g). Tadejadi

(f,9) = /f(ﬂf)g(x)da:

7.3. definicija. Par elementa f € Q|,; normu sauc \/(f, f) un apzime
| f]]. Tadejadi

b

1l = VT T = / ()

\i

(Skat.h).

b
'Kvadratsakne eksiste, jo [ f?(x)dz >0, a < b.
a



7.1.  Ortonormeta sistema gabaliem nepartrauktu funkciju kopa 91

7.4. definicija. Par attalumu starp elementiem f, g € Q. sauc

|/ — g|| un apzime p(f,g). Tadejadi

b

o1.9) =I5 =l =VT=9.7=9) = | [ (@)~ gl))’de

a

So skaitli vel sauc par elementa f vidéjo kvadratisko novirzi no
elementa g.

7.5. definicija. Elementus f, g € Q| sauc par ortogonaliem elemen-
tiem, ja (f,g) =0, t.i.,

| f@g(yiz =0

a

Raksta f L g.

Viegli pamatot, ka ortogonaliem elementiem f, g € Q. ir speka Pitagora
teorema, t.i.,
Lf +gll* = ILF1I* + Nlgll®
jeb
b b

/(ﬂ@+9@D%$jj%@mH:/f@Mm

a a

7.6. definicija. Virkni (wi)zo C Q[q sauc par ortogonalu sistemu,
ja

o0 aitg
<¢Z’¢]>_{A#O, ja Z:], (Z,]—O,l,Q,...).

Piemeram, funkcijas

T . TX 2mx . 21w nrTr . NI
1, cos —, sin—, cos —, sin—, ..., cOs —, sin—, ...

14 14 l 14 l l
veido ortogonalu sistemu kopa Qs 4, jo

l 4 4

/1-cos?daz:/1-sin?dx:/sinn2x coSs m;ra:dx 0

—L -/ -/
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un

¢ ¢
nwT mmnx . nmr . mnx 0, ja n#£m
/ cos / cos dr = / sin sin dx:{ ’ ‘] 7 m,
—¢ -4

l, ja n=m,

0
/ 1%dr = 2¢.
—t
Ja £ = 7, tad iegusim kopa Q[_ ] ortogonalu sistemu,

1, cosx, sinx, cos2z, sin2x, ..., cosnx, sinnz,

7.7. definicija. Virkni ((,0@) C Q|4 sauc par ortonormetu sistemu,
ja

[0 it
o) =1 T =020

Viegli redzet, ka ortogonalas sistemas (@bi);io C Qu katru elementu
pareizinot ar atbilstosu konstanti A; = :I:m7 iegusim kopa [, ortonor-
metu sistemu (gpi)zo

Piemera apskatitas ortogonalas sistemas normesanai ir jaizvelas reizina-
taji

1 1
Ay=—, Ay, = A9y 1=— (n=1,2,3,...).
0 57 2 n—1 i ( )
Kopa Q[_y ortonormeta sistema ir
1 1 mx 1 . wx 1 2re 1 | 2mx
——, —C0S —, —=sin —, coS , sin e
A A Y A A VA
1 nmx 1 . nmx
cos sin :

Ja £ =, tad kopa Q_r - ortonormeta sistema ir

1 1 1 1 .
Cos T, sin x, cos2x, —sin2x, ...,

1
V' VRO R m O

S1s ortonormetas sistemas sauc par trigonometriskam sistemam.
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7.2. Furje rinda péc ortonormetas sistémas

Apskatisim ortonormetu sistemu (goZ) C Q [a,p] UN patvaligu f € Q [a,b]-

7.8. definicija. Funkciju rindu Zcigoi, kur ¢; = (f, ;) sauc par fun-
i=0

kcijas f(x) Furje® rindu pec ortonormetas sistemas (¢;), pie tam ¢;
sauc par Furje koeficientiem.
Ja par ortonormetu sistemu izvelas trigonometrisko sistemu
1 1 T 1 | 7w 1 nrx 1 | nnx
—, —C0S—, —=sin—, ..., , e
V20 Ve T L Vi o tovie L

un f € Q_sy, tad Furje koeficienti

Y4
1 1
0=l == —= { f(2)da
Y4

L cos = L /f cos@dx
Vi 5 Yz J

1

L . . nmx
02n:<f,\/zsm E \/_/f sm—dm (n=1,2,3,...).

can-1 = (/f,

Funkcijai f(z) atbilstosa Furje rinda ir

2Zozefs Furje (1768-1830) - franéu matematikis.
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?

1 / . nmx J . nrx

- )sin ——dx | sin — =

!/ 14
—/

oo

a nwx nmwx
ZEO—FZancosi—l—b sin 72 :

kur

Pie tam Furje rindu peéc trigonometriskas sistemas sauc par Furje trigo-
nometrisku rindu (FTR).

Tadejadi funkcijai f(x) atbilst FTR

%-F;anc —|—b Smmgx kur
¢ | ¢

ao——/f( Ydx an—z/f(x)coswdx
— —¢
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Ja ¢ = m, tad iegtisim FTR

ago

o0
5 + Z a, cosnx + b, sinnx, kur

n=1
1] -
ag = —/f(x)dx, ap = —/f(:L') cos nxdz,
m T

1 ™
bn:—/f(a:)sinnxdx (n=1,2,3,...).
T

7.3. Furje trigonometriskas rindas konvergences pie-
tiekamais nosacijums

7.9. definicija. Funkciju f(x) sauc par gabaliem gludu intervala [a, b],
ja tai eksiste saja intervala gabaliem nepartraukts atvasinajums (ja
funkcija nav nepartraukta punkta x € [a, b], tad Saja punkta var runat
tikai par funkcijas atvasinajumu no kreisas vai labas puses).

7.1. teorema. [FTR konvergences pietiekamais nosacijums]

Ja f(x) ir intervala [—¢, €] gabaliem gluda funkcija, tad tai sastadita
FTR konverge saja intervala, pie tam konverge uz

1) f(x) intervala (—¢,¢) punktos, kuros ta ir nepartraukta,
_ f(@i=0)+f(zi40)
2)S; = 5
(1=1,2,...,m),

3) Sy = f(fho);f(gfo) punktos x = —{, x = /.

parejos intervala (—£,¢) punktos x = x;

7.1. piezime. Ja vel papildus f(z) ir intervala [—¢, ] nepartraukta fun-
kcija, tad tai sastadita FTR konverge uz So funkciju visiem « € (—/, ¢),
bet uz Sy = w punktos x = —/, x = /.
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7.1. uzdevums. Izvirzit FTR? funkciju f(z) = z, x € [—7, 7).

Vispirms sastadisim Sai funkcijai atbilstosu FTR. Tam nolukam iz-
skaitlosim Furje koeficientus.
™

1 1
agz—/xdx:—-
T 7T

=0,

—T

| 8,

U=2=ux dv = cosnxdx

du=dr v= %Sinm:

a, = /x cosnxdr =

-7

s
1 , 1 ™
= — sm na: — — | sinnxzdx | = —cosnz| =0,

T n ™2

—T
/ T sinnxdr =

-7

Vi
™ 1
= —_— cos nx + — [ cosnxdzx | =
—Tr n

-7

3

U=2=ux dv = sin nxdx
du=dxr v = —%COSTL.%

S
3
I
Al

L( m T 1 U
= — | == cosnm — —cos(—n7) + — sinnzw =
T\ n n n —r
2 2 2
—cosnT = n( ) n( )

Tatad funkcijai f(x) = x atbilst sada FTR

n+1

T~ 2 g ———sinnx.

Funkcija f(x) = x ir nepartraukta intervala [—m, 7] un tai eksiste saja
intervala nepartraukts atvasinajums f’(x) = 1 (intervala galapunktos ar
atvasinajumu vienosimies saprast §is funkcijas vienu no vienpusejiem atva-
sinajumiem). Funkcijas grafiks attelots [7.2.] zimejuma, bet tas atvasinaju-
ma grafiks - [7.3. zimejuma.

3Nozime sastadit sai funkcijai atbilstosu FTR un noskaidrot, kadam argumenta vertibam starp funkciju
un tai atbilstosu FTR var likt vienadibas zimi. Citiem vardiem, doto funkciju uzrakstit ka tai atbilstosas
FTR summu.
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7.2. z1m. 7.3. zim.

Saskana ar [7.1.] piezimi, sastadita FTR konverge uz funkciju f(z) = x
visiem x € (—m,7) un uz
fermt0) £ f(r—0) _~r

So = = =0
0 9 9

punktos x = —m, x = .

Tatad visiem x € (—m, ) starp funkciju un tai atbilstoso FTR var likt
vienadibas zimi.

Tadsjadi

> nJrl
= Z sinnx, x € (—m,m).
n=
Piemeéram, ja x = 7, tad iegusim skaitlu rindu
( 1 n+1
) A
Z; » Sm2

_ 5 | +1,37T12+1_57T13+ B
= st 2sm7r 3s.m2 4sm T 5sm2 6sm T =

—2(1 1+1 1+
B 3 5 7 ’

kuras summa ir %

Tatad
LD U S U O
2 3 5 7
jeb
LS S S
5 7 4
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Izmantojot FTR, tika aprekinata skaitlu rindas

7.2. uzdevums. Izvirzit FTR funkciju

] 0, ja —2<x<0,
f(w)_{l, ja 0<z<2

Funkcija ir gabaliem nepartraukta intervala [—2, 2] un tai eksisté saja

intervala gabaliem nepartraukts atvasinajums

flw) =0, z€(—2,0)U(0,2].

Funkcijas grafiks ir attelots [7.4. zimejuma, bet tas atvasinajuma gra-

fiks - [7.5.] zimejuma.

yA Uy A

7.4. z1im. 7.5. zim.
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Atradisim Furje koeficientus, ieverojot, ka ¢ = 2.

2 2
1 1 L 2
2/f /0dw—|—2/1dx:§x’0:1,
0
2 0 2
1 1 1
2/f cosmdx—2/Ocosn—72mjdx—|—2/1008$dx—
-2 0
1 2 . NTT 2 0
= ——sin —| =
2nm 2 107
2 0 2
1 1 1
bn:§/f(x)sin?dx—2/Osm?d1‘—|—2/1sm?dm—
~2 2 0
1 2 NTT |2 1 ( 0)
=——.—cos—| = ——(cosnm — cos0) =
2 nm 2 10 nm
1 n |0, ja n=2F,
__E«_l) _1>_{%ja n=2k—1.
Dotajai funkcijai f(x) atbilst FTR
1 2 1 . (2k—1Dnz
ptrl o
k=1
visiem z € (—2,0) U (0,2) §t rinda konverge uz f(x), t.i.,
1 2 (2k — Dz
-+ — i —2 2).
2+Wzl2k_1ln 5 € (—2,0)U(0,2)

Ja x =0, tad FTR konverge uz

fO=0)+f(0+0) fO-0)+f(0) 0+1 1
2 B 2 22
Jax = -2,z =2, tad FTR konverge uz

f(=2+0)+ f(2-0) f(=24+0)+f(2) 0+1 1
2 - 2 T2 2

S =

So =

Starp citu, FTR summa S(x) ir periodiska funkcija ar periodu T = 2¢,
pie tam Sy ir funkcijas S(x) vertiba punktos z = —¢, x = ¢, bet S; ir
S(x) vertibas atbilstosi punktos x; (i = 1,2,...,m). Intervala (—¢,¢)
punktos, kuros f(x) ir nepartraukta S(z) = f(x).
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7.1 uzdevuma sastaditas FTR summas S(x) grafiks ir attéelots 7.6. zimé&ju-

ma, bet 7.2, uzdevuma sastaditas FTR summas S(x) grafiks - [7.7. zimejuma.
YA

|
|
|

7.7. z1im.

7.3. uzdevums. Izvirzit FTR funkciju f(z) = 22, 2 € [, 7.

Izskaitlosim atbilstosos Furje koeficientus.

™

1 9 1 22" 272

= — d == — - — _ —

0 W/x YT 3| . 3’
u= x> dv = cosnxdx

1 2

a, = — [ x°cosnxdr =

7
—T

du = 2xdx v = %Sinna:

™

1 [ 22 i 2 )
= — | —sinnx — — | xsinnzdx | =
T\ n n
—Tr
—Tr
T
2 ) U=2=x dv = sin nxdx
= —— | xsinnzdr = 1 =
nm du = dx V= —: COSNT

-7
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™

2 x T 1
= —— | ——cosnzx + — [ cosnxdx | =
nmw n n
—Tr
—T
47 2 m 4 .
= ——cosnm — ——sinnz| = —(-1)",
n2mw n3m .n
iy
1 5 . u = 2> dv = sin nxdx
b, = — | x”sinnxdr = 1 =
T du = 2zxdx v = — 2 COS N
-7
2 m W
1 T 2
= — | ——cosnx + — [ zcosnxdx | =
T n n
—Tr
—Tr
i
2 u=2x dv=cosnzdx
= — [ xcosnxdxr = 1. =
nm du = dx v = =sinnr
-
T m iy
2 [z 1 . 2
= — | —sinnx — — [ sinnxdzx | = —— CoSnx = 0.
nt \ n .on ns3m .

—T

Funkcijai f(r) = 2% atbilstosa FTR ir

2 o0 —1)»
%4—4; ( n2) COSNZI.

Ta ka f(z) = 2? intervala [—m, 7] ir nepartraukta funkcija un tai
eksiste Saja intervala nepartraukts atvasinajums, tad sastadita FTR
konverge uz f(x) = 2? visiem x € (—m, 7).

Tatad ,
00 1y
2 = % +4nz_:1 ( n2) cosnr, T € (-7, ).
Punktos z = —m, x = m FTR konverge uz
fer+ 0+ flm=0)  fCm+flm) w2+,
2 2 2
Funkcijas f(x) = z* vertiba punktos x = —m, x = 7 arT ir 72, tapec

var teikt, ka FTR konverge uz f(x) = 2? arT punktos z = 7, v = 7.
Tadejadi

2 0 —1)"
x2:——|—4z( 2) cosnx, x € [—m, .
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levietosim x = 7 un iegiisim, ka

7‘(‘ ¢
:3 g

jeb

: n B
Tagad ievietosim x = 0 un iegusim, ka

ﬂ' 0.0}
zg Z::

jeb

S
)

>

Tika aprekinatas vel divu skaitlu rindu summas.

Konstruesim sastaditas FTR summas grafiku.

YA

T

\ £

_3r =27 -7 0 7IT 27 3 4m

7.8. zim.

Acimredzami, ka f(x) = S(x), x € [—m, 7].
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7.4. Furje trigonometriska rinda para vai nepara fun-
kcijai

Ja f(x), x € [=¢, (] ir para funkcija, t.i., f(—z) = f(x), x € [, /], tad

Furje koeficienti

1 / 2 /
ao—z f(x z/f
¢ 0
1 / 2 /
an:z/f(x)cos@dx—g/f cos@dx
¢ 0
X ¢
bn:z/f( )sin"%xdx_o

(Skat. [7.3. uzdevumu).
Para funkcijai atbilstosa FTR ir

nwx
+ E ap, cos—

Ja f(x), x € [/, ] ir nepara funkcija, t.i., f(—x) = —f(x), v € [, (],

tad Furje koeficienti ag = a,, = 0,

¢
. nmwx
/ f(x)sin —d:c
0

Nll\')

Sai funkcijai atbilstosa FTR ir

(Skat. [7.1. uzdevumu).
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7.5. Intervala |0, /| definetas funkcijas izvirzijums Fur-
j€é trigonometriska rinda

Ja funkcija f(x) ir defineta intervala [a,b], tad tai atbilstosus Furje
koeficientus var aprekinat pec formulam

b
2
ag = b_a/f(x)dx,
b

2 2
a, = /f(x) cos mmdac,

b—a b—a

b
2 . 2nmx
m—b_a/f@ﬁmb_JM(n—LZ&”)

Soreiz uzskatijam, ka 2¢ = b — a, bet ¢ = b_T“

Ja funkcija ir defineta intervala [0, ¢], tad Furje koeficienti

2nmx

f(x)sin

dr (n=1,2,3,...).

7.4. uzdevums. Izvirzit FTR funkciju f(z) =z, 0 < z < 7.

Atradisim Furje koeficientus

™

2 2
aoz—/xdx:x—
T T

0
™
2
a, = —/xcos 2nxdx =
7
0

™
:’ﬂ"
0

U=2=zx dv = cos 2nxdx

du = dx U:%
n

sin 2nx



7.5. Intervala [0, ¢] definetas funkcijas izvirzijums Furje trigonometriska rinda 105

™

T 1
L sin 2nx| — — / sin 2nxdx | =
T\ 2n 0 n
0
s
= cos 2 =0
2n2m e 0
i
2 . uw=1x  dv=sin2nzdr
b, = — [ xsin2nxdr = 1 =
T du = dx V= —5-C082nT
0
2 T g 1 [
= — | ——cos2nzx| + — / cos2nxdx | =
T 2n 0 2n
0
. " 1
= ——cos2mn + sin2nr| = ——.
n 2n2m 0 n

Funkcijai f(x) = z atbilstosa FTR ir

T >~ 1
- — Z —sin 2nx.
2 —n

Funkcija un tas atvasinajums ir intervala [0, 7] nepartrauktas funkci-
jas. Tapec FTR konverge uz funkciju f(x) = x visiem x € (0,7).
Tadejadi
T o= 1
= — — —sin2nz, x € (0,).
T = ;nsm nx, x € (0,7)

Punktos ¢ = 0, x = 7 FTR summa ir

fO) +f(m) _m

Sy = -
0 9 9

FTR summas S(z) grafiks attelots [7.9. ziméjuma.

S,

-2 T

7.9. zim.
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Funkcijas izvirzijuma FTR ievietosim x = 7. ITegusim

T 0w 1 7
125—;ESIH§TL

jeb
Z k;+1 _ T
2k —1 4’
k=1
jo

7T { 0, ja n =2k,

ST (DM, ja n=2k— 1.

Ja funkcija f(z) ir definéta intervala [0,/], tad varam rikoties arl
citadi. Vispirms varam f(z) turpinat uz intervalu [—/, ] péc para
vai péc nepara principa, t.i., izveidot para funkciju

_ | fl@), ja xz€]0,4],
p(z) = { f(=z), ja x €[-£0).

(Skat. [7.10.] zim&jumu).

Var izveidot nepara funkciju

| f=®),  ja €04,
Y(x) = { —f(—=x), ja x€[-L0).

(Skat. 7.11.] zimejumu).
Péc tam intervala [—/, ¢] definétu funkciju varam izvirzit FTR.

Para funkcijai gp(aj) ieglisim Furje koeficientu izteiksmes
¢
—3 [ 1@y
0
¢

0
¢
2 2
=7 / o(x) cos @daj = /f COS @d:ﬁ
0

)
o
|
~1 o
‘6
NIL\D

l

0

Atbilstosa FTR

o

nmwx
-|— E ay, cos—.
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Sados gadijumos saka, ka intervala [0,/] definéta funkcija f(z) ir
izvirzita FTR pec kosinusiem.

Nepara funkcijai ¢(z) Furje koeficientu izteiksmes ay = 0, a,, = 0,

0
2
—/f cos @da:
14
0

un FTR

Soreiz saka, ka intervala [0, ] definéta funkcija ir izvirzita FTR pec

sinusiem.
YA

7.10. zim.
YA

7.11. zim.
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7.5. uzdevums. Izvirzit FTR funkciju f(z) = x, x € [0, 7]
a) pec kosinusiem,

b) péc sinusiem.

a) Soreiz
b, = 0,
2 [ 2 2
ao:_/xdx:_'x_ =T,
™ T 2
2 u=ux dv = cosnxdx
— [ xcosnxdr = 1. =
o du =dr v=_sinnx
0
2 [z . " 1/. 2 "
= — | —sinnx| — — [ sinnzdx :Tcosnx =
TN 0 n n-m 0
0
2 2
= — cos0 1" —-1) =
= ——(cosnm — cos0) = n%(( ) )
B —%, ja n=2k—1,
- 0, ja n=2k.

Atbilstosa FTR ir

4 cos(2k — 1)z

T 2k—1
k=1

Rinda konverge uz funkciju f(z) = x visiem z € [0, 7]. Tadejadi

(2k —
:___ZCOS Cze0n).

Funkcijas grafiks attelots [7.12.] ziméjuma, bet FTR summas gra-
fiks - [7.13./ zimejuma.
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y = S(z)

7.13. zim.
b) Soreiz
ao )
an = U,
2 2 N
bn:—/xsinnxdm:— —Ecosnx +—/cosn:1:dx =
s 7 n L
0 0
2 7 2 2
__- . — _Z(—1)" = Z(=1)"H,
— - cosnT n( ) n( )
Pie tam

0 (_1 n+1
T = ZZ—sinmj, x € [0,m).
n
n=1

Funkcijas grafiks attelots [7.12.] ziméjuma, bet FTR summas gra-
fiks - [7.14.| zimejuma.
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