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1. Kombinatorikas prieksmets

Kombinatorika 1r matematikas nozare,
kas peta, cik daZadu objektu, kas
apmierina tos vair citus nosacyjumus, var
1zvetdot no dotas galigas kopas -
pamatkopas - elementiem.
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2. Summas likums

2.1. teoréma. [Summas likums 2 kopam)|
Ja A un B ir galigas kopas, kas neskelas, tad

AU B| = 4] +|B],

t.i., divu galigu kopu, kas neskelas, apvienojuma elementu skaits ir
vienads ar doto kopu elementu skaita summau.

2.1. teoremu var parformulét sada ekvivalenta veida.
2.2. teorema. Ja elementu a var izveleties n veidos, bet elementu b
var izveleties m veidos, pie tam jebkura elementa a izvele ir atskiriga

no elementa b izveles, tad izveli “a vai b” var veikt n +m veidos.

2.1. piemers. Piepemsim, ka uz galda atrodas 5 aboli un 7 bumbieri.
Tad vienu augli var izveléties 5+ 7 = 12 veidos.
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2.3. teoréma. [Summas likums| Ja A; (1 =1,2,...,m) ir galigas
kopas, kas savstarpeji neskelas, tad

[[A1UAzU- U Al = [Ai] + [Ao] + - + [An],

t.i., galiga skaita kopu, kas savstarpeji meskelas, apvienojuma ele-
mentu skaits ir vienads ar doto kopu elementu skaita summu.

Summas likumu var formulét attelojumu valoda.

2.4. teorema. Apskatisim sirjektivu attélojumu f : A — B, kur
A un B ir galigas kopas. Tad kopas A elementu skaits ir vienads ar
elementu skaita kopas B elementu pirmtelos summu:

A= [F7)

beB

Atzimesim, ka, ja by,by € B un by # by, tad
F7Hb) N (be) = 0.
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3. Reizinasanas likums

3.1. teoréma. [ReizinaSanas likums 2 kopam]| Ja A un B ir
galigas kopas, tad

|4 % B| =|A]-|B|,

t.i., divu galigu kopu Dekarta reizinajuma elementu skaits ir vienads
ar doto kopu elementu skaita reizinajumu.

Piepemsim, ka

A={ay;az;...;am}, B={b1;ba;...;b,}.

Tad Dekarta reizinajuma A X B elementus var uzrakstit taisnsturveida
tabulas veida:

(al;bl) (al;bz) (al;bn)
(ag;b1)  (ag;b2) ... (a2;by)
(amibt) (amiba) o (amib)
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Sai tabulai ir m rindinas un n ailes, tapec
|Ax B|=m-n=]A|-|B|.

Lietojot matematiskas indukcijas principu, var pieradit sadu ap-
galvojumu.

3.2. teoréma. [Reizinasanas likums] Ja A; (i = 1,2,...,m) ir
galigas kopas, tad
141 % Ag - x A = [Ar] - [Ao| -+ | A,

t.i., galiga skaita galigu kopu Dekarta reizinajuma elementu skaits ir
vienads ar doto kopu elementu skaita reizinajumu. Specialgadijuma,
ja

A=Ay =---= A, =4,
tad

[A"|=|Ax Ax---x A| =|A4|",
—_——

m

t.i., galigas kopas m-tas Dekarta pakapes elementu skaits ir vienads
ar dotas kopas elementu skaita m-to pakaps.
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3.1. piemers. Cik daZadus numurus var sastadit no no 2 burtiem,
a1z kuriem seko tris cipari, ja tiek izmantoti 32 daZadi burti un 10
dazadi cipari?

Ar A apzimesim 32 burtu kopu, bet ar B visu 10 ciparu kopu. No
reizinasanas likuma izriet, ka visu $adu numuru skaits ir vienads ar

|Ax Ax Bx Bx B| = |A|-|A|| B|-|B|-| B] = 32-32-10-10-10 = 1024.000.

3.1. teoremu visparina $ads apgalvojums.

3.3. teorema. Piepemsim, ka f : A — B ir sirjektivs attelojums, ka
katra kopas B elementa attelojas viens un tas pats kopas A elementu
skaits m:
veeB: [fT(B)]=m.
Tad
|A| =m-|B|.
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3.2. piemers. Cik daZadu sakartotu paru var sastadit no 32 burtiem,

ja katra pari ietilpstosie burti ir dazadi?

Pienemsim, ka A ir visu mekléjamo paru kopa, bet B ir paru no
A pirmo komponensu kopa. Apskatisim attélojumu f: A — B, ka

AS(a;ﬂ)rLaeB.

Acimredzot, attelojums f ir sirjektivs. Ja o € B, tad f~1(«) sastav
no 31 para, kuru pirmas komponentes ir vienadas ar «, bet otras
komponentes ir visi burti, iznemot . Tatad

m = 31.
No 3.3. teorémas izriet, ka kopas A elementu skaits ir vienads ar

|A| =m - |B| =31-32=992.
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3.3. teoremu var parformulét sada ekvivalenta veida.

3.4. teorema. Ja sakartota para pirmo komponenti var izveleties ny
veidos, un pie jebkuras pirmas komponentes izvéles otro komponenti
var izveleties ny veidos, tad visu $adu sakartotu paru skaits ir vienads
ar ni - no.

3.3. piemers. Cik dazadu kortezu ar garumu 8 var sastadit no 32
burtiem, ja korteza blakus neatrodas divi vienadi burti?

Kortezs (f;p; p) nav pielaujams, bet kortezs (g¢;p; ¢) ir pielaujams.

Ar @ apzimeésim 32 burtu kopu. Meklgjamo kortezu kopa
A={(a;8;7): a# B, B#7}.

Ar B apzimesim kopu, kas sastav no kortezu no A pirmo divu kom-
ponensu sakartotiem pariem. Apskatisim attelojumu f : A — B,
ka

A3 (;89) L (;8) € B.
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Acimredzot, attelojums f ir sirjektivs. Ja (o; 3) € B, tad f~!((«; 3))

sastav no 31 burta - visiem burtiem, iznemot 3. Tatad
m = 31.

Saskana ar ieprieksejo piemeru kopas B elementu skaits ir vienads ar
32-31. No 3.4. teorémas izriet, ka kopas A elementu skaits ir vienads
ar

|A| =m-|B|=31-32-31=30752.
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Nakama teoréma visparina 3.2. un 3.4. teoremu.

3.5. teorema. Ja korteza ar garumu k pirmo komponenti var izve-
leties n1 veidos, pie jebkuras pirmas komponentes izveles otro kompo-
nenti var izvéleties ny veidos,..., pie jebkuras pirmo k—1 komponensu
izveles k-to komponenti var izveléties ny veidos, tad visu Sadu kortezu
skaits ir vienads ar ny -ng - ... N

Ar 3.5. teorémas palidzibu ieprieksejo 3.3. piemeru vargja atrisinat
gadi. Pirmo korteza burtu izveleties var 32 veidos. Ja pirmais burts
jau ir izvelets (pieméram, q), tad otro komponenti var izveléties 31
veida (visi burti, iznemot ¢; piepemsim, ka otrais burts ir p). Ja
pirmie divi burti ir jau izraudziti, tad 3 burtu var izveleties 31 veida
(visi burti, izpemot p). Saskana ar 3.5. teoremu meklgjamo kortezu
skaits ir vienads ar 32 - 31 - 31.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



14
4. TeslegSanas un izslégsanas likums (sieta
likums)

4.1. teoréma. [IeslégSanas un izslegSanas likums 2 kopam)|
Ja A un B ir galigas kopas, tad

’|AUB|:|A|+|B|7|AOB|.‘ (4.1)

B
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» Ta ka
A= (A\(ANB))U(ANB),
B=(B\(ANB))U(ANB),
AUB=(A\(ANB))U(ANB)U (B\ (ANB)),
tad, nemot vera summas likumu, iegtisim
|Al =|A\ (AN B)| +|AN B|,
|B|=|B\ (ANB)| +|AN B,
JAUB| =|A\ (AN B)|+|ANB|+|B\ (AN B)],
no kurienes seko
|AUB| = (\A| — \ADBD +|ANB|+ (|B| — |AOBD =
=|A|+ |B|-|AN B|. <

Lietojot matematiskas indukcijas principu, var pieradit sadu ap-
galvojumu.
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4.2. teoréma. [Ieslégsanas un izslégSanas likums]
Ja A; (1 =1,2,...,n) ir galigas kopas, tad

[AjUAa U UA,| = |A[+|B| - [ANB| =) |Ax|-

i=1

- Z |A11 mAZéH_

1<iy<iz<n

o (DY AN Ayl

1<i1 < <ipg<n
+o (=D)AL NN A

Ja n = 3, tad ieglisim ieslégsanas un izslegsanas likumu 3 kopam:
|[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—-|ANnB|—-|ANC|—|BNC|+
+]ANnBNC|.
Izvedisim veél vienu noderigu formulu.
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U
Pienemsim, ka A; (i = 1,2,...,n) ir universa U, |U| = m, dalas.
Ta ka
U= <UAZ-> U <U\UA,->,
i=1 i=1
pie tam
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tad no summas likuma izriet

Ul = UAz' +
i=1

Atzimesim, ka

kur
A =U\ A4
ir kopas A; papildkopa Iidz universam U. Tapéc

Ul =4+ |4
i=1

i=1

+

jeb

N =01 -
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So formulu ari sauc par ieslégsanas un izslégsanas likumu
(sieta likumu).
Jan=1, tad

[Ai] = [U] = A (4.3)

Jan=2, tad
|[A; N Ag| = |U| - |A1 U Ay| =
= U] = (|Ax] + |A2] = [A1 N Ag|) =
= |U| — |A1] — [A2| + [A1 N As
jeb

[Ayr N Az = |U] = |A1] = |Az| + [A1 N Agl. (4.4)
Jan =3, tad

|[Ar N Ay N Az| = U] = |A1] — |Ao] — [A3] + [A1 N Az| + |A; N As|+
+ |A2 ﬂA3| - |A1 N As ﬂA3|. (45)
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Interpretesim pedéjas formulas. Vienkarsibas labad apskatisim
gadijumu, kad n = 2.

Pienemsim, ka IpaSiba «; (i = 1,2) izsaka kopas A; raksturigo
1paSibu, t.i., universa U elements pieder kopai A; tad un tikai tad
kad izpildas 1pasiba a;. Tatad universa U elements nepieder kopai
A; (un lidz ar pieder kopai A; = U \ 4;) tad un tikai tad kad neiz-
pildas 1pasiba «;. Apzimesim:

N - visu universa U elementu skaits;

N(aq) - visu to universa U elementu, kuriem izpildas 1pasiba
aq, skaits;
N(as) - visu to universa U elementu, kuriem izpildas 1pasiba
o, skaits;

N () - visu to universa U elementu, kuriem vienlaicigi izpildas
Ipasibas o un s, skaits;

N (o ab) - visu to universa U elementu, kuriem neizpildas gan
1pasiba a1, gan 1paSiba asq, skaits.
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Tad formulu (4.1.) var uzrakstit sadi:

| N(afah) = N — N(a1) — N(a2) + N(asas). | (4.6)

Tatad, lai atrastu visu universa elementu, kuriem neizpildas gan
wpasiba oy, gan pasiba «s, skaitu, no universa elementu skaita ir
jaatnem elementu, kuriem izpildas wpasiba oy, skaits, jaatnem ele-
mentu, kuriem izpildas ipasiba «g, skaits, japieskaita elementu, ku-
riem izpildas 1pasibas ay un aso, skaits.

Lidzigi interprete gadijumu, kad n = 3:

N(ajasas) = N — N(ag) — N(ag) — N(az)+
+ N(CHCVQ) + N(Oélag) + N(CYQO[g) - N(alagag). (47)
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4.1. piemers. Aptaujajot 100 studentu, tika noskaidrots, ka
39 no tiem lasa Zurnalu A,

40 no tiem lasa Zurnalu B,
45 no tiem lasa Zurnalu C,
18 no tiem lasa Zurnalus A un B,
12 no tiem lasa zZurnalus A un C,
16 no tiem lasa Zurnalus B un C,

5 no tiem lasa Zurnalus A, B un C.
Cik studentu nelasa nevienu Zurnalu?
Apzimesim:
universs U — visu studentu kopa,
Aq - visu studentu, kas lasa zurnalu A, kopa,
Ay - visu studentu, kas lasa zurnalu B, kopa,

As - visu studentu, kas lasa zurnalu C, kopa.
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Tad saskana ar doto
|A1| =39, |Az| = 40, [As] = 45,
|A1 N Ag| =13, |A1 N As| =12, |A2 N Ag| = 16,
|[A1 N Az N Ag| = 5.
No formulas (4.5) izriet, ka visu to studentu, kas nelasa nevienu no
zurnaliem A, B, C, skaits ir vienads ar
|[A N Ay N As| =
= |U|=|A1|—|Ag|—|A3|+|A1N Az |[+]A1NA3|+]A2N A3 |- [A1NA2NA3| =
=100—-39-40—-45+13+12+16 —5 = 12.
Protams, vargja izmantot arT formulu (4.7), ja uzskattt, ka
izpildas 1pasiba a3 <= “students lasa zurnalu A”,
izpildas 1pasiba ay <= “students lasa zurnalu B”,

izpildas 1pasiba a3 <= “students lasa zurnalu C”.
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Atzimesim, ka kopa
Alﬂ~-~ﬂAkﬂAk+1ﬂ~-~Tn

nosaka visus tos universa U elementus, kuriem izpildas katra no ipasibam
Qq, ..., , un neizpildas neviena no 1pasibam a1, ..., Q.

Lai atrastu $adu elementu skaitu, izmanto formulu (4.2), uzskatot
kopu A; N--- N Ay par universu un formulu attiecina uz kopam:

(A1 N---NA) N Agg1,.. ., (AN NAR) N A,.

Misu piemera iegusim $adus rezultatus.
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1. Kopas A; N Ay N A3 gadijuma universs ir i = A, bet formulu
(4.4) attiecina uz kopam: A; = A; N Ay, Ay = A; N As. Tad
Aq ﬁfgﬂfgz U] —|AL| — |A2| + |A1 N As| =
= |A1| — |A1 ﬂA2| - |A1ﬁA3|+ ‘Al mAzﬁA3| =39-13—-1245=19.
Tatad visu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu A (t.i., lasa Zurnalu A,
bet nelasa Zurnalus B un C), skaits ir vienads ar 19.
2. Kopas A; N Ay N A3 gadijuma universs ir U = Ay, bet formulu
(4.4) attiecina uz kopam: A; = A; N Ay, Ay = Ao N As. Tad
|A; N Ay N As| = [U| — |AL] — |A2| + |AL N As| =
= |Ag|— A1 NAs|—|A2NAs|+]|A1NAsNA3| = 40—-13—-16+5 = 16.

Tatad visu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu B (t.i., lasa Zurnalu B,
bet nelasa Zurnalus A un C), skaits ir vienads ar 16.
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3. Kopas A; N Ay N Az gadijuma universs ir U = Az, bet formulu
(4.4) attiecina uz kopam: A; = A; N Az, Ay = As N As. Tad

|A; N Ay N As| = [U| — |A1] — |A2| + |A1 N As| =
= |A3|—]A1NAs|—|A2NAs|+|A1NAsNAs| = 45—-12—16+5 = 22.
Tatad visu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu C' (t.i., lasa Zurnalu C,

bet nelasa Zurnalus A un B), skaits ir vienads ar 22.

4. Kopas A; N Ay N Az gadijuma universs ir 4 = A; N Ay, bet
formulu (4.3) attiecina uz kopu: A; = A3 N Aa N As. Tad

|A10AQQA73| = |U|—|A1| = |A10A2‘—|A1QAQQA3‘ =13-5=28.

Tatad visu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu A un B (t.i., lasa
Zurnalus A un B, bet nelasa Zurnalu C), skaits ir vienads ar 8.
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5. Kopas A; N Ay N A3 gadijuma universs ir 4 = A; N As, bet
formulu (4.3) attiecina uz kopu: A; = A3 N A2 N As. Tad

|A10A72ﬂA3| = |U|—|A1| = |A1ﬂA3‘—|A1ﬂA20A3‘ =12-5="7.
Tatad wvisu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu A un C (t.i., lasa

Zurnalus A un C, bet nelasa Zurnalu B), skaits ir vienads ar 7.

6. Kopas A} N Ay N A3 gadijuma universs ir U = A, N Az, bet
formulu (4.3) attiecina uz kopu: A; = A; N As N Az. Tad

|A71ﬂA2ﬂA3| = ‘Z/[|—|.A1| = |A2ﬂA3|—|AlﬂA2ﬁA3| =16-5=11.

Tatad wvisu to studentu, kas lasa tikai Zurnalu B un C (t.i., lasa
zZurnalus B un C, bet nelasa Zurnalu A), skaits ir vienads ar 11.

Tegtitie rezultati ir apkopoti nakamaja zimejuma.
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piemers. Aptaujajot 120 iedzwvotajus, noskaidroja, ka
requlari TV skatas 80,
regulari radio klausas 60,
requlari lasa avizes 595,
regulari izmanto visus tris informacijas lidzeklus 10,
requlari izmanto tikai radio un TV 25,
requlari izmanto tikai radio un avizes 20,

regulart izmanto tikai avizes un TV 14.

Cik no aptaujatajiem izmanto tikai TV?
Cik no aptaujatajiem izmanto tikai radio?
Cik no aptaujatajiem izmanto tikai avizes?

Cik no aptaujatajiem neizmanto nevienu no informacijas lidzek-
liem?
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Apzimeésim:
universs U — visu aptaujato personu kopa,
T - visu aptaujato, kas skatas TV, kopa,
R - visu aptaujato, kas klausas radio, kopa,
A - visu aptaujato, kas lasa avizes, kopa.
No zimejuma redzam, ka
ITNRNA| =80—25—14—10 = 31,
t.i., visu to, kas skatas tikai TV, skaits ir 31;
ITNRNA|=60-25—-20—10=5,
t.i., visu to, kas klausas tikai radio, skaits ir 5;
ITNRNA| =55—14—20—10 = 11,
t.i., visu to, kas lasa tikai avizes, skaits ir 11.

Visu to, kas neizmanto nevienu no informacijas lidzekliem, skaits
ir vienads ar

120 — (31 + 5+ 11+ 25 + 14 + 10 + 20) = 4.
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5. Variacijas ar atkartojumiem

Pienemsim, ka k € N. Par k-variaciju ar atkartojumiem pa-
matkopa X, |X|=n > 0, sauc patvaligu kopas
XF=Xx--xX
k
elementu. Visu k-variaciju ar atkartojumiem pamatkopa X, | X| = n,
skaitu apzime ar Z:.

No reizinaSanas likuma izriet

A, =n".

Ertibas labad uzskata, ka Z?L o 1, kaut arl netiek definets O-

variacijas ar atkartojumiem jedziens.
Tatad k-variacija ar atkartojumiem pamatkopa X, | X| = n,
ir korteZs ar garumu k, kura komponentes pieder kopai X!
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5.1. piemers. Visu k elementu kopas A = {a1;as;...;a,} attelojumu

n elementu kopa B = {by;ba;...;b,} skaits ir vienads ar n*.

Starp visiem $adiem attélojumiem un kopas B* elementiem var
nodibinat savstarpeji viennozimigu atbilstibu pec likuma: attelojumam
f atbilst kortezs

(f(ar); flaz);-..s flax))

ar garumu k. Tapec visu Sadu attelojumu skaits ir vienads ar visu
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k-variaciju ar atkartojumiem pamatkopa B skaitu ZZ =nk,
Maisu konkrétaja piemera attelojumam f (skat. zim.) atbilst kor-
tezs
(ba; b1 b33 b1).
Visu attélojumu f: A — B, ja |A| =k =4 un |B| = n =5, skaits ir
vienads ar
Ay = 5% = 625.

5.1. piezime. Lai atrastu attelojumu f skaitu, tika skait1ti citi objekti
- kortezi, kuru bija tik pat daudz cik attelojumu.

Tatad, lai noteiktu kadu doto objektu
skaitu, var skaitit citus objektus, kuru ir
tikpat daudz, cik doto objektu!
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5.2. piemers. k sanumuretus prieksmetus var izvietot n sanumuretas

urnas n* dazados veidos.
a1 az as Gy

by b2 b3 ba bs

Sadu izvietojumu ir tik pat daudz, cik attélojumu iepriekseja pie-
meéra, t.i., n¥. Misu konkretaja gadijuma n* = 5%.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



37

5.3. piemers. Kapec nodala “Logikas algebra” apskatijam tiesi 16
divu mainigo logiskas operacijas (divu mainigo Bula funkcijas)?

Apskatisim patiesumveértibu kopu B = {0;1}. Visu divu mainigo
logiskas operaciju skaits ir vienads ar visu attelojumu
f:BxB— B

skaitu. Ta ka |B x B| = 22 = 4, |B| = 2, tad visu 8adu attelojumu
skaits ir vienads ar

|B|IBXBl = 22) = 2% — 16.
Acimredzot, visu n mainigo Bila funkciju skaits ir vienads ar
|B|(BI") = 2(2")
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5.4. piemers. Cik daZadu piecciparu talrupa numuru var sastadit no
9 cipariem 1,2,...,9%

Sadi piecciparu talruna numuri atrodas savstarpéji viennozimiga

X ={1;2;3;4;5;6;7;8;9}.
Tapec visu $adu talruna numuru skaits ir vienads ar
Ay =9° = 6561.
5.2. piezime. Atzimesim, ka termins “variacijas ar atkartojumiem”
nav sevisSki veiksmigs. Labak butu teikt vienkarsi “variacijas” vai
“variacijas ar iespejamiem atkartojumiem”; jo iepriekSeja piemera
nosacijumus apmierina talruna numurs 35147, kura elementi neat-
kartojas. Termina “variacijas ar atkartojumiem” formala izpratne

var novest pie domas, ka jebkura “variacija ar atkartojumiem” ele-
mentiem obligati ir jaatkartojas, kas nav pareizi.
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5.5. piemers. Kopas X, kas sastav no n elementiem, visu apakskopu
skaits ir vienads ar 2™, t.i.,

|P(X)| =2,

Pienemsim, ka A C X. Par kopas A raksturfunkciju kopa X
sauc attelojumu ¢y : X — {0;1}, ka

A def [ 1, ja x €A,
VxeX.goX(a:)—{O7 o x4 A

Nodibinasim atbilstibu starp kopas X visam apakskopam A un
funkcijam f : X — {0;1} sadi: apakskopai A atbilst tas raksturfun-
kcija cp‘;‘(. St atbilstiba ir savstarpéji viennozimiga. Atzimesim tikai,
ka jebkura funkcija f : X — {0;1} ir kopas A = f~!(1) raksturfun-
kcija kopa X, t.i., f = ¢%.

Ta ka visu funkciju f : X — {0;1} skaits ir vienads ar 2/%!, tad
|P(X)| = 21X
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5.6. piemers. Cik daZados veidos 6 daZadas konfektes var sadalit
starp 3 berniem?

Balstoties uz piemeéru par prieksmetu izvietojumu urnas, secinam,
ka visu $adu veidu skaits ir vienads ar

36 = 729.

5.7. piemers. Cik daZadu piecciparu talruna numuru var sastadit no
cipariem 0,1,2, ja talruna numurs nedrikst sakties ar 07

1. panémiens.

Ja talruna numurs sakas ar 1, tad parejie cipari var but 0,1,2. Visu
gadu numuru skaits ir
3t =381.
Ja talruna numurs sakas ar 2, tad parejie cipari var but 0,1,2. Visu
Sadu numuru skaits ir

34 = 81.
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Tatad meklejamo talruna numuru skaits ir vienads ar

3%+ 3% =81 481 = 162.

2. papémiens. Ja negemt vera ierobezojumu (numurs nedrikst
sakties ar 0), tad talruga numuru skaits ir vienads ar

35 = 243.

Numuru, kas atbilst ierobezojumam (t.i., sakas ar nulli), skaits ir
vienads ar
3t =38l
Tatad meklejamais numuru skaits ir vienads ar starpibu

3% — 3% =243 — 81 = 162.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



42

5.3. piezime. 1. panémiena izmantojam summas likumu:
ja ANB =0, tad |AU B| = |A| + |B|.

Savukart 2. panémiena izmantojam pasibu: ja X ir galiga kopa, bet
ACX, tad
Al = |X] —[CAl

kur CA = X \ A ir kopas A papildkopa lidz kopai X. Interpretacija
sada:

e kopas A elementi - mekléjamie numuri,

e kopas 0A elementi - numuri, kas neatbilst uzdevuma nosaciju-

miem,

e kopas X elementi - visi numuri (t.i., visi piecciparu numuri, kas
sastav no cipariem 0,1,2).
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6. Variacijas bez atkartojumiem

Pienemsim, ka k € N. Par k-variaciju bez atkartojumiem
pamatkopa X, |X| =n > 0, sauc patvaligu kopas
XF=Xx...xX
—_———
k
elementu - kortezu, kura visas komponentes ir savstarpeji dazadas.
Visu k-variaciju bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| = n, skaitu
apzimé ar AF.

Tatad k-variacija bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| =
n, ir korteZs ar garumu k, kura komponentes pieder kopai X
un kura visas komponentes ir savstarpeji daZadas!

Lai atrastu A¥, spriedisim $adi. Apskatisim k-variaciju bez atkar-
tojumiem pamatkopa X, pie tam k < n = | X|. Pirmo komponenti var
izraudzities n veidos (tik veidos, cik elementu ir kopa X). Ja pirma
komponente ir jau izraudzita, tad otro komponenti var izraudzities
n—1 veidos. Tatad pirmas divas komponentes var izraudzities n(n—1)

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



44

veidos. Turpinot Sos spriedumus, iegtsim, ka

AF =pn—1)---(n—k+1).

Sareizinasim abas pedejas formulas abas puses ar (n — k)!, tad
(n—kNAF =n(n—-1)---(n—k+1)(n—k)(n—k—1)---2-1.

(n—k)!

jeb
(n — k)IAY = n!
jeb

Actmredzot, ka
AF =0, jak >n,
t.i., ja k > n, tad neeksisté k-variacijas ar atkartojumiem n elementu
pamatkopa. Saja gadijuma pamatkopas X elementu ir par “maz”, lai
kortezu ar garumu k varetu “nokomplektet” ar savstarpeji dazadam
komponentem.
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Ertibas labad uzskata, ka A9 def 4 (n=0,1,...), kaut arT netiek
definets 0-variacijas bez atkartojumiem jedziens.

6.1. piemers. Visu k elementu kopas A = {ay;as9;...;ax} injektivu
attelojumu n elementu kopa B = {b1;ba;...;b,} skaits ir vienads ar
Ak

Starp visiem sadiem attélojumiem un visam k-variacijam bez at-
kartojumiem pamatkopa B var nodibinat savstarp€ji viennozimigu
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atbilstibu péc likuma: attélojumam f atbilst kortezs

(f(al);f(a2)§--~;f(ak))
ar garumu k (ta ka f ir injekcija, tad visas ST korteza komponentes ir
savstarpeji dazadas). Tapec visu $adu attelojumu skaits ir vienads ar
visu k-variaciju bez atkartojumiem pamatkopa B skaitu AF.

Misu konkrétaja piemeéra attélojumam f (skat. zim.) atbilst kor-
tezs
(ba; bs; b1).
Visu attelojumu f: A — B, ja |A| =k =3 un |B| = n = 4, skaits ir
vienads ar

A3 =4-3.2=24.
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6.2. piemers. k sanumuretus prieksmetus var izvietot n sanumuretas
urnas A dazados veidos, ja katra wrna izvietol ne vairak ka vienu
prieksmetu.

ai az as

by by b3 by
Sadu izvietojumu ir tik pat daudz, cik attelojumu ieprickseja pie-
mera, t.i., A¥. Misu konkretaja gadijuma A3 = 24.
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6.3. piemers. Sacensibas piedalas 24 dalibnieki. Cik daZados veidos
var tikt sadalitas pirmas 3 vietas?

A3, =24-23-22 = 12144.

6.4. piemers. Cik daZados veidos 4 vestules var iemest 11 pastkastités,
ja viena pastkastite drikst iemest ne vairak ka vienu vestuli?

Balstoties uz piemeru par priekSmetu izvietojumu urnas, secinam,
ka visu Sadu veidu skaits ir vienads ar

A} =11-10-9-8 = 7920.
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7. Permutacijas bez atkartojumiem

Par permutaciju bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| =
n > 0, sauc patvaligu n-variaciju bez atkartojumiem pamatkopa X.
Visu permutaciju bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| = n, skaitu
apzime ar P,. Tatad
n!
P,=A=——— =nl
" " (n—n)
jeb
P, =nl
Atgadinasim tikai, ka 0! Ly
Tatad permutacija bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| =

n, ir korteZs ar garumu n, kura komponentes pieder kopai X
un kura visas komponentes ir savstarpeji dazadas!
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7.1. piemers. Visu n elementu kopas A = {a1;a9;...;a,} bijektivu
attélojumu n elementu kopa B = {by;ba;...;b,} skaits ir vienads ar
nl.

Starp visiem $adiem attelojumiem un visam permutacijam bez at-
kartojumiem pamatkopa B var nodibinat savstarp€ji viennozimigu
atbilstibu péc likuma: attélojumam f atbilst kortezs

(f(ar); flaz);...; flan))

ar garumu n (ta ka f ir bijekcija, tad visas ST korteza komponentes ir
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savstarpéji dazadas). Tapec visu $adu attelojumu skaits ir vienads ar

visu permutaciju bez atkartojumiem pamatkopa B skaitu P, = n!.

Misu konkrétaja piemeéra attélojumam f (skat. zim.) atbilst kor-
tezs
(b3; b2; ba; by).
Visu attelojumu f : A — B, ja |A| = |B| = n = 4, skaits ir vienads ar

Pi=1-2-3-4=24.
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7.2. piemers. n sanumuretus prieksmetus var izvietot n sanumuretas
urnas P, daZados veidos, ja katra urna izvietot tiesi vienu prieksmetu.
ay ao as Gy

T

by by bs by
Sadu izvietojumu ir tik pat daudz, cik attelojumu ieprickseja pie-
mera, t.i., P,. Musu konkrétaja gadijjuma P, = 4! = 24.
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7.3. piemers. Cik daZados veidos 6 cilveki var apsésties 6 kréslos?
(Normali cilveki normali sez kreslos)

Ps=1-2-3-4-5-6="T720.
7.4. piemers. Cik dazadus vardus var sastadit no varda “marts”
burtiem, mainot tos vietam?

Ps=1-2-3-4-5=120.
7.5. piemers. Sapulcé jauzstajas pieciem oratoriem A,B,C, D E.
Cik daZados veidos var sastadit oratoru sarakstu, ja
a) B nedrikst uzstaties pirms A,
b) B jauzstajas uzreiz pec A.
a) Ja nebutu ierobezojuma (B nedrikst uzstaties pirms A), tad

varetu izveidot
5 =120

sarakstus. Ir iespejami 5 varianti atkariba no B uzstasanas numura.
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1. B * % % Sada situdcija neatbilst ierobezojumam, un tapec ir
jaizsledz 4! iespejas.
2. *B x xx Ja A atrodas 2., 3. vai 4. pozicija, tad tas neatbilst
ierobezojumam, un tapéc ir jaizsledz 3!4-3!+3! iespejas.

3. xx Bxx Ja A atrodas 4. vai 5. pozicija, tad tas neatbilst
ierobezojumam, un tapec ir jaizsledz 3!43! iespejas.

4. xxxBx Ja A atrodas 5. pozicija, tad tas neatbilst ierobezojumam,
un tapec ir jaizsledz 3! iespéjas.

5. ** x x B Visas §adas iespejas atbilst ierobezojumam.

Tatad visu sarakstu, kuros B nedrikst uzstaties pirms A, skaits ir
vienads ar

51— 4! — (31 + 3!+ 3!) — (31 + 3!) — 31 = 60.
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b) “B jauzstajas uzreiz péc A” atbilst sadiem gadijumiem:
AB x k%, xAB % %, % x AB%, * x xAB.

To skaits ir
31+ 31+ 31+ 314+ = 4! = 24.

7.6. piemers. (Cik daZados veidos 8 Saha tornus var izvietot uz Saha
dela ta, lai tie nesistu viens otru?

Sadu izvietojumu skaits ir vienads ar Py = 8!. Zim&juma ir attelots
tornu izvietojums, kas atbilst permutacijai bez atkartojumiem:
(3:5;1;7:4;2; 8. 6);

komponontes numurs norada torna horizontali, bet pati komponente -
vertikali.
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8. Kombinacijas bez atkartojumiem

Par k-kombinaciju bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| =
n > 0, sauc patvaligu kopas X apakskopu, kas sastav no k elementiem.
Visu kombinaciju bez atkartojumiem pamatkopa X, |X| = n, skaitu
apzimé ar C¥ vai (7).

Ta ka kopai X, | X| = n, ir tikai viena apakskopa, kas sastav no 0
elementiem (ta ir tuksa kopa (), tad

c0 =1.

Ta ka kopai X, |X| = n, ir tiesi n apakskopas, kas sastav no 1 ele-
menta (tas ir vienelementa apakskopas {z}, kur x € X), tad

Cl =n.
Ta ka kopai X, |X| = n, ir tikai viena apakskopa, kas sastav no n
elementiem (ta ir pati kopa X), tad

Cp =1.
Ta ka kopai X, |X| = n, nav nevienas apakskopas, kas sastav no
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k > n elementiem, tad
CF=0 (k>n).
Lai atrastu C¥, apskatisim piemeru.

Ja pamatkopa ir X = {a;b;c;d}, tad no tas var izveidot C3 = 4
3-kombinacijas bez atkartojumiem:

{b;c;d}, {a;c;d}, {a;b;d}, {a;b;c}.

Ja katru no §im apakskopam uzliikkot par pamatkopu, tad katrai sadai
pamatkopai atbildis P3; = 3! = 6 permutacijas bez atkartojumiem:

{b;¢; d} {a;¢;d} {a;b; d} {a; b;c}
(bsc;d) (a;¢;d) (a;b;d) (a;b;c)
(b;d;c) (a;d;c) (a;d;b) (a;¢;D)
(c;b;d) (c;a;d) (b;a; d) (b;a;c)
(¢;d;b) (c;d;a) (b;d;a) (b;c;a)
(d;b; c) (d;a;c) (d; a;b) (c;a;b)
(d; c;b) (d; c;a) (d; b;a) (c;b;a)
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Ieguvam visas A3 = 24 3-variacijas bez atkartojumiem pamatkopa
X. Tatad visu 3-variaciju bez atkartojumiem pamatkopa X
skaits ir P; = 3! = 6 reizes lielaks par visu 3-kombinaciju bez
atkartojumiem pamatkopa X skaitu:

A3 =C3 - P
Vispariga gadijuma:
Ar =CF. P,
jeb
C’k:A—ﬁ: n! :n(n—1)~--(n—k+1)
" P, (n—k)k! 1-2-...-k ’
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8.1. piemers. Cik daZados veidos n prieksmetus var izvietot 2 urnas
ta, lai 1. urna butu k prieksmeti, bet otraja urna n — k prieksmeti?
Atbilde: C¥.

n prieksmeti

™
> o~

k prieksmeti n — k priekSmeti

1. urna 2. urna

Acimredzot, ir speka simetrijas likums:

cr=cp*.
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8.2. piemérs. Saha turnira piedalijas 20 3ahisti, katrs ar katru izspeléja
1 partiju (rinka sistema). Cik pavisam partiju tika izspelets?

20-19

1-2
8.3. piemers. Kadreiz tika spéléta spele “Sportloto” 6 no 49. Cik
dazados veidos varéeja aizpildit kartinas?

= 190.

2 _
020_

4948 -47-46 - 45 - 44

6

- =1 16.
cs, TR 1R 3983816

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



62

8.4. piemers. Cik daZadus kortezus no n+k komponenetem var izvei-
dot, ja kortezs satur k komponenetes a un n komponentes x?

Piemeéram, k£ = 2 komponentes a un n = 3 komponentes x.

(a;0;2;2;51), (a;2525052),. ..

Apskatisim kopu {1;2;...;n + k}. Jebkura §is kopas k elementu
apakskopa viennozimigi nosaka kortezu:
{1;2} - 1. un 2. vieta atrodas a;
{1;4} - 1. un 4. vieta atrodas a.
Tatad visu meklejamo kortezu skaits ir vienads ar

5-4

= 10.
1-2

k
n+7€_c+/€_05_
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8.5. piemers. Cik daZados veidos var nokjut no punkta A uz punktu
C, ja drikst parvietoties tikai pa labi vai uz augsu?

€T €T T T €T €T X T C
A
a
>
A -
a
a
A e
a

A

Katru sadu marsrutu var raksturot ar kortezu, piemeéram, zimejuma
attelotajam marsrutam atbilst kortezs

(a; ;75 a; a5 ;75 75 7525 ;5 0),
kurs satur 4 komponentes a un 8 komponentes x. No iepriekseja
piemera izriet, ka visu $adu kortezu (un lidz ar to marsrutu) skaits ir
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vienads ar 19.11-10-9
. A .11-10 -
= == - 7 — 495,
Ciis=Chy 1 2.3.4 95

8.6. piemers. Vienam kolekcionaram ir 11 mainas gramatas, bet
otram - 15 gramatas mainai. Cik veidos vini var samainities ar 3
gramatam?

Nemot vera reizinasanas likumu, secinam, ka $adu veidu skaits ir

11-10-9 15-14-13
C3 - = 5.3 133 — 07
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Atzimeésim svarigu kombinaciju bez atkartojumiem skaita Ipasibu -
Paskala likumu:

Crp=Cr+ 0,

ar kura palidzibu tiek izveidots Paskala trijsturis:

1

1 21
1 3 31
1 4 6 41

Tiesi no kombinaciju bez atkartojumiem definicijas izriet, ka visu
kopas X, kas sastav no n elementiem, apakskopu skaitu 2™ var apre-
kinat sadi:

CO+CY+-- +COm=2m
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Skaitlus C* sauc arT par binomialkoeficientiem, jo tie ietilpst
binomialaja formula jeb Nutona binoma formula:

(x+y)" ZCk nk gk (8.8)
kur n € N.
Jan =1, tad
THYy=r+Yy;
jan =2, tad
(x +y)* = a® + 2y + y*;
jan =3, tad

(x +y)® = 2® + 32%y + 3wy® + ¢°.
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9. Permutacijas ar atkartojumiem

Mes jau zinam, ka no varda “marts”, mainot burtus vietam, var
izveidot 5! vardus. Bet vai no varda “matematika” vares izveidot 10!
jaunus vardus? Ne, sadu vardu bus mazak, jo dazi burti Saja varda
atkartojas.

Par permutaciju ar atkartojumiem

<k1 v k) (0.9)
kur ky,ko,... kp > 0un k =k + ks +--- 4+ k, > 0, pamatkopa
X = {x1;x9;...;2,} sauc kortezu ar k komponentem, kura

elements x, ieiet kq reizes;

elements x,, ieiet k,, reizes.

Sadu kortezu sauc arl par k-permutaciju ar atkartojumiem
(9.9) pamatkopa X.
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Visu 8adu permutaciju skaitu apzime ar
P(kl;k’g; e kn)

Matricu (9.9) sauc par attiecigas permutacijas (t.i., permutacijas,
kura x; ieiet k; reizes) sastavu. Ja visi k; > 0, tad sastavu sauc par
pozitivu. Ja vismaz viens k; = 0, tad sastavu sauc par nenegativu.

9.1. piemeérs. X = {a;b;c}. Korteza
(a; b; a; a; ¢;b; by b; ¢)

a b c
3 4 2 /)
Visu permutaciju ar atkartojumiem (9.9) pamatkopa
X ={x1;x9;...;x,} skaitu aprekina pec formulas

sastavs ir

(k1+k2+"'+kn)!.

P(k’l;k‘g;..-;kn): klle'k' ’

pieradijumu skat., pieméram, [14, 173. Ipp.].
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9.2. piemers. Visu attelojumu f: A — B,
A={ay;...;a}, |Al=k=ki+--+kn, B={b1;...;b,}, |B| =n,
kuros elementa b; pirmtels satur k; kopas A elementu, t.i.,
|f7H )| = Ky,

skaits ir vienads ar P(ki;ka;. .. 5ky).
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Starp visiem $adiem attélojumiem un kopas B* elementiem var
nodibinat savstarpeji viennozimigu atbilstibu pec likuma: attelojumam

f atbilst kortezs
(f(ar); flaz);- .5 flax))

ar garumu k. Tapec visu Sadu attélojumu skaits ir vienads ar visu
variaciju ar atkartojumiem

by by - b,
ki ko -k

pamatkopa B skaitu P(kyi;ka;...5ky).
Mausu konkrétaja piemera attelojumam f (skat. zim.) atbilst kor-
tezs

(ba; b3; b2; b1; ba; b1).
Visu attelojumu f: A — B, ja |A| =k =6, |B| =n =3 un tiesi
k1 = 2 kopas A elementi attelojas elementa b, € B,
ko = 3 kopas A elementi attelojas elementa by € B,

ks =1 kopas A elementi attelojas elementa bs € B,
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skaits ir vienads ar visu permutaciju ar atkartojumiem
b1 bs b3
2 3 1

243+ 1)
P(2;3;1) = T 60.

pamatkopa B skaitu
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9.3. piemers. Cik dazados veidos k = ki + -+ + k, sanumuretus
priek§metus var izvietot n sanumuretas urnas ta, lai 1. urna butu ki
prieksmets,..., n-taja urna butu k, prieksmets?
Atbilde: P(k1;ka;...5kn).
k=ki+ko+ -+ k, prickSmeti
e —

- T~

kl k2 e kn
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No permutaciju un variaciju ar atkartojumiem definicijam izriet
Sada svariga sakariba:

—k

Z P(kiske;.. 5 ky) =nF =A,. (9.10)

Kyt ki =k
k1, kn 20

Ja permutaciju ar atkartojumiem skaitu
sasummet pa visiem iespejamiem
(nenegativiem) sastaviem, tad iegusim
visu k-variaciju ar atkartojumiem dotaja
n elementu pamatkopa X skaitu!!!
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Skaitlus P(ki;ka;. .. ; k,) sauc arl par polinomialkoeficientiem,
jo tie ietilpst polinomialaja formula:

($1+$2+...+xn)k:

kur k € N.

9.1. piezime. Ja formula (9.11) nemt 1 = x5 = - --
iegisim (9.10).

. ki, .k kn
= E skn)zites? . xpr, (9.11)
ki+--+k,=k
k1,-~7kn20

P(kl;kg;...

=z, =1, tad

9.2. piezime. Binomiala formula (8.8) ir polinomialas formulas (9.11)
specialgadijums, kad n = 2. Tiesam,

kur

(1 +x2)F = = Z P(ky; ko)ah ah2,
ki+ko=k
k1,k2>0
k! ! .
Pk k) = = =CP
(ki ke) = o0 (k— ko)lkg! —  F
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(Il + $2
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9.4. piemers. Mate délam nopirka 2 mandarinus, 3 bumbierus un 4
apelsinus. Devigas dienas péc kartas ta deva délam pa 1 augli. Cik
dazados veidos mate var dot delam auglus?

Viens no variantiem ir

(m; b; b; a;m; a;b; a5 a), (9.12)

kas nozime

1.

. diena bumbieris,

© 0 N O Ut e W N

diena mandarins,

. diena bumbieris,
. diena apelsins,

. diena mandarins,
. diena apelsins,

. diena bumbieris,
. diena apelsins,

. diena apelsins.
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Visi parejie varianti var tikt iegti, mainot burtus vietam korteza
(9.12). Sadu iespeju ir
(2+3+4)!

ol 1200

P(2;3;4) =
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9.5. piemers. Cik dazados veidos 8 studentus var izmitinat vien-

vietiga, trisvietiga un cetrvietiga istabas?
k=14 3+ 4 = 8 studenti

™ N,
1. 2 3. 4. 5. 6. 7. ‘8
vienvietiga trisvietiga Cetrvietiga
istaba istaba istaba

Zimejuma attelotajam izvietojam atbilst kortezs
(3v; 4v; 4v; 4v; 3v; 1v; 4v; 3v),
kas nozime, ka
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. students dzivo trisvietiga istaba,
. students dzivo cetrvietiga istaba,
. students dzivo cetrvietiga istaba,
. students dzivo cetrvietiga istaba,
. students dzivo trisvietiga istaba,
. students dzivo vienvietiga istaba,
7.
8.

students dzivo Cetrvietiga istaba,

students dzivo trisvietiga istaba.

Visu $adu izvietojumu skaits ir vienads ar

8!
P(1;3;4) = T3l = 280.
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9.6. piemers. Cik veidos 4 jauniesi var lugt dejot (klasisku deju) 4
no 6 jaunietem?
1. pagemiens. Lietosim priekSmetu un urnu interpretaciju.
k=14+1+1+1+142=6 jaunietes

.
1. 2. 3. 4. 5 6. ™
uzludz uzludz uzludz uzludz neviens
1. jaunietis| | 2.jaunietis| | 3.jaunietis| | 4.jaunietis | [ neuzlidz

Zimejuma attelots gadijums, kad
1. jaunietis uzltdz 5. meiteni,

2. jaunietis uzludz 4. meiteni,

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



81

3. jaunietis uzludz 6. meiteni,
4. jaunietis uzluidz 3. meiteni,

1. un 2. meitene paliek neuzligtas.

Visu Sadu variantu skaits ir vienads ar
1+14+1+1+4+2)!
2!

2. panémiens. Divas meitenes, kuras paliks neuzlugtas, var izvele-
ties

= 360.

P(1;1;1;1;2) =

6-5
Ce=——=15
67 1.2
veidos. Katram Sadam varintam parejas meitenes var tikt uzlugtas
Py=4!=24

veidos. Saskana ar reizinasanas likumu visu meklgjamo variantu skaits
ir vienads ar
C2. Py =15-24 = 360.
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9.7. piemers. Atrast visu permutaciju bez atkartojumiem pamatkopa
X ={asb;cidse; f}
skaitu, ja permutacijas nedrikst saturet “fragmentus” A\ = ajc;e un
O =f;d.
Vispirms atgadinasim ieslégsanas un izslegsanas likumu (sieta li-

kumu) divam kopam:

141U 4] = [A1] + [A5] — |41 0 A]. |

Pienemsim, ka kopas A; un Ay ir universa U dalas. Ta ka
U= (A1UA4)U (U\ (A UAy))

un kopas A; U As un U \ (A; U A3) neskelas, tad no summas likuma
izriet, ka
Ul =[A1 UAg| + U\ (A1 U Ag)|.

Nemot vera dualitates likumu, atrodam

U\(AlUAQ):(U\Al)m(U\AQ)
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Tatad
[(U\N A1) N(U\ Ag)| = [U| = |[A1 U As| = [U| — |A1] — |Az| + A1 N Ay
jeb

(U\ A1) N (U \ A2)| = |U| — |A1] — |A2] 4 | A1 N Ayl (9.13)

Interpretesim So formulu. Pienemsim, ka ipasiba «; (i = 1,2) izsaka
kopas A; raksturigo Tpasibu, t.i., universa U elements pieder kopai A;
tad un tikai tad kad izpildas 1pasiba «;. Tatad universa U elements
nepieder kopai A; (un lidz ar pieder kopai U \ A;) tad un tikai tad
kad neizpildas pasiba «;.

Apzimeésim:
N - visu universa U elementu skaits;

N(ay) - visu to universa U elementu, kuriem izpildas ipasiba
aq, skaits;

N(awg) - visu to universa U elementu, kuriem izpildas 1pasiba
g, skaits;
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N (o) - visu to universa U elementu, kuriem vienlaicigi izpildas
1pasibas o un s, skaits;

N (o afy) - visu to universa U elementu, kuriem vienlaicigi neiz-
pildas 1pasibas a1 un g, skaits.
Tad formulu (9.13) var uzrakstit sadi:

| N(a}ah) = N — N(a1) — N(a2) + N(a102). (9.14)

Mausu gadijuma:
N - permutaciju no burtiem a, b, ¢, d, e, f skaits;

N(aq) - visu to permutaciju, kas satur “fragmentu” A = a;c; e,
skaits;

N(ag) - visu to permutaciju, kas satur “fragmentu” O = f;d,
skaits;

N(aiae) - visu to permutaciju, kas vienlaicigi satur “fragmen-
tus” A = ajc;e un O = fi;d, skaits;
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N(ajah) - visu to permutaciju, kas vienlaicigi nesatur “frag-
mentus” A = a;c;e un O = f;d, skaits.

1. Acimredzot,
N = 6! = 720.

2. Skaitlis N(aq) ir vienads ar visu permutaciju bez atkartojumiem
skaitu pamatkopa

X ={Abid; f1,
t.i.,

N(ap) =4!=24.

3. Skaitlis N(az) ir vienads ar visu permutaciju bez atkartojumiem
skaitu pamatkopa

X ={Osa;b; ¢ e},
t.i.,

N(ag) = 5! =120.
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4. Skaitlis N(aja9) ir vienads ar visu permutaciju bez atkartojumiem
skaitu pamatkopa
X ={L;05b},
t.i.,
N(alag) =3!=6.

Tadejadi visu meklejamo permutaciju skaits ir vienads ar

N(ajah) = N — N(a1) — N(az) + N(ayag) =
=6!—4!' - 543! =720 — 24 — 120 + 6 = 582.
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9.8. piemers. Atrast visu 9-permutaciju ar atkartojumiem
a b c
4 3 2

X ={a;b;c},
ja permutacijas nedrikst vienlaicigi saturet “fragmentus”

skaitu pamatkopa

A =aja3a;a
un
B =b;b;b
un
C=cc

Spriezot Iidzigi ka iepriekseja piemera, varam secinat, ka

N(ahabah) = N — N(ar) — N(az) — N(as)+

87

(9.15)

+ N(Oélag) + N(alag) + N(Oégag) — N(Otlaga?,),
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kur
N - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15) skaits;
N(ay) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas satur
fragmentu” A =a;a;a;a, skaits;
N(ag) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas satur
“fragmentu” B=b;b;b, skaits;
N(ag) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas satur
“fragmentu” C=c;c, skaits;
N(ayag) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas vien-
laicigi satur “fragmentus” A =a;a;a;a un B=b;b;b, skaits;
N(ayas) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas vien-
laicigi satur “fragmentus” A =a;a;a;a un C=c;c, skaits;
N (azas) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas vien-
laicigi satur “fragmentus” B=b;b;b un C=c;c, skaits;
N(ajasas) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas
vienlaicigi satur “fragmentus” A =a;a;a;a, B=b;b;b un C=c;c,
skaits;

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



89

N (o) abak) - visu 9-permutaciju ar atkartojumiem (9.15), kas
vienlaicigi nesatur “fragmentus” A =a;a;a;a, B=b;b;b un C=c;c,
skaits.

Tesakam lasttajam patstavigi parliecinaties, ka

( 1 g > ) N = P(4;3;2) = 4'2:2"
( /11 g 2 ) N(ay) = P(1;3;2) = 1'2:2"
(Z ? ;) N(az)zP(4;1;2):%i2!;
( 1 g ? ) N(ag) = P(4;3;1) = 4'?1“
( ? ? 2 ) N(aag) = P(1;1;2) = 1"11:2"
( /11 g ? ) N(ajas) = P(1;3;1) = 1'2:1"
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(4 1 1) N(azas) =
B
1

7

N(a1a2a3)

P(4;1;1

= P(1;1;1) =

90
6!

o

3!
mnr

Tadejadi visu meklejamo permutaciju ar atkartojumiem skaits ir

vienads ar
o 6! 7! 8!
N(a)apas) = 5 86~ aie
4 ! 6! 31
i e a8
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10. Kombinacijas ar atkartojumiem

Par k-kombinaciju ar atkartojumiem pamatkopa

X ={x1;x9;...;2,} sauc patvaligu matricu
xr1 T2 N T
ki ko - Kk, )’
kur
k=ki+ko+-+k, kika...,k,>0.
Visu k-kombinaciju ar atkartojumiem pamatkopa X = {z1;x2;...; 2}

—k
skaitu apzime ar C,.
10.1. piezime. Tatad k-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa
X ir nekas cits ka permutaciju ar atkartojumiem pamatkopa X ies-
peéjamie sastavi!
10.2. piezime. k-kombinaciju ar atkartojumiem pamatkopa X

xr1 T2 N T

ki ke -k, )’
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pieraksta ar1 sadi:
<x1;...;xl;mg;...;xg;...;xn;...;xn>, (10.16)
—_——— ———
k1 ko kn

pie tam elementu seciba $aja pieraksta nav svariga. Objektu (10.16)
sauc par multikopu — “kopu ar atkartojumiem”.

Multikopa nav ne korteZs, ne kopa!

10.1. piemers. 6-kombinaciju ar atkartojumiem pamatkopa X =

{asbsc}
(571 3)

var pierakstit ka multikopu vairakos veidos:

(a;¢:650;¢0) = (a5 a5 0;b;¢¢) = - -
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—k
Lai atrastu C

n?

ir jaatrod visu kortezu
(kl; ]{?2; ey k‘n),
ka
k:kl+k2++kna kl;kQa"'aknzov

skaitu. Nodibinasim savstarpeji viennozimigu atbilstibu starp visiem
sadiem korteziem un korteziem ar garumu n + k — 1, kuru

k komponentes ir 1,

n — 1 komponentes ir 0,

sadi: katru skaitli k; aizstasim ar k; vieniniekiem (ja k; = 0, tad neko
nerakstam), bet semikolus ar nullem.

10.2. piemers.

(4;1;0;2) — (1;1;1;1;0; 1 ;0;0; 1;1),
—_—— =

—~
4 1 2
(42:1) = (1 1;1;1;0; 1;1:05 1),
—— =~~~ \1/

4 2
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(0;1;1;1;0; 0515 1;0; 1; 1;,0) = (0; 35 0; 23 2; 0).
Sadu kortezu no 0 un 1 skaits ir vienads ar
C]rf-uc—u

jonon+k—1izvelamies k pozicijas, kuras ierakstam 1, bet atlikusajas
n — 1 pozicijas ierakstam 0. Tatad

—k k n—1
C,= Cn+k—1 - Cn+k—1'

Atzimeésim, ka

6lc_n(n+1)~~~(n+k—1)

" k!
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10.3. piemers. Cik dazados veidos k vienadus priekSmetus var izvi-
etot n sanumuretas urnas?

Atbilde: C,,.
6 vienadi priekSmeti
~—
— e—
1. urna 2. urna 3. urna
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Zimejuma attelotajam gadijumam atbilst 6-kombinacija ar atkar-

tojumiem

2 3 1

urnu pamatkopa X = {1. urna; 2. urna; 3. urna}. So kombinaciju var
pierakstit ar1 sadi:

( 1. urna 2. urna 3. urna )

(1. urna; 1. urna; 2. urna; 2. urna; 2. urna; 3. urna,)

Sadu izvietojumu skaits ir vienads ar
— 8.7
Co=C84 1 =Cl=C2= 5 =2
Visas 28 kombinacijas apraksta kortezi:
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Beigas

L |

(0;6;0) (0;0;6)
(1;5;0) (1;0;5)
(0;5;1) (0;1;5)
(1;4;1) (1;1;4)
(3;0;3) (3;3;0)
(2:3;1) (2;1;3)
(1;3;2) (1;2;3)
(0;2;4) (0;4;2)
(4;2;0) (4;0;2)
(252;2)

» Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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10.4. piemers. Visu attélojumu f: A — N, A={a;...;a,}, ka

Z f(a"L) = k?
i=1

L —k
skaits ir vienads ar C',.
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Zimejuma attelotajam gadijumam atbilst 8-kombinacija ar atkar-

tojumiem
ap az az G4
2 2 1 3

pamatkopa A = {a1; az2; a3;as}. Visu 8-kombinaciju ar atkartojumiem
pamatkopa A skaits ir vienads ar
_3 11-10-9
C,=0C% s 1 =0} =C} = ——— =165.
4 4+8-1 11 11 1.2.3
10.5. piemers. Visu vienadojuma

rT1+x2+--+an,=k

_ L L —k
nenegativo veselo atrisinajumu skaits ir vienads ar C,,.

Skat. visus 28 vienadojuma
x1+xo+2x3 =26

nenegativos veselos atrisinajumus (n = 3, k = 6).
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10.6. piemers. Visu vienadojuma

T+ x4+ -+ =k

. L. . . R -1
pozitwo veselo atrisinajumu skaits ir vienads ar C,?_l

100

(10.17)

Var pieradit, ka vienadojuma (10.17) visu pozitivo atrisinajumu

skaits ir vienads ar visu vienadojuma
Y1+y2+-tyn=k—n

nenegativo veselo atrisinajumu skaitu:
—k—n

k k—1—(k—n)
C Cn-i—?k n)—1 Ck 1 _Ckfl

Vienadojuma
T+ a2+ 23=0
pozitivo veselo atrisinajumu skaits (n = 3, k = 6):
5-4
~1 3-1 2
Cl{ =Ci- =C; = 13- = 10.
Skat. Sos atrisinajumus (sarkana krasa).

=C,~
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10.7. piemers. Cik dazados veidos var izvéleties 8 gramatas, ja ir 3
vienada tipa romani un 3 vienada tipa dzejolu krajumi?

Pamatkopa X = {romans; dzejolu krajums}, n = 2. Jaizvelas 3
gramatas, tapec k = 3.

612 = 6?2) :6§+2—1 = Ci’ = Ci = 4.
Sis izveles ir sadas:
3 romani,
3 dzejolu krajumi,
1 romans un 2 dzejolu krajumi,

2 romani un 1 dzejolu krajums.
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10.8. piemers. Tris berni darza salasija 63 abolus. Cik daZados vei-

dos vini var sadalit abolus sava starpa?

Piemeéram, berni abolus vargja sadalit sadi:
( 1. berns 2. berns 3. berns )
10 37 16
Actmredzot, abolus vargja sadalit
O = g1 = OB = Cy = 15 = 2080
veidos.
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10.9. piemers. Cik dazados veidos var izvéléties 3 burtus no 12
burtiem
a,a,a,b,b,b,cc e dd d?

Pamatkopa X = {a;b;¢;d}, n = 4. Jaizvelas 3 burti, tapec k = 3.
6-5-4

622622613—1:03:1.2_3 20.
Sis izveles ir sadas:
aaa bbb cce ddd
abb acc add abc
abd acd aab aac
aad bbc bbd ccb
ccd ddb ddc bed
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11. Visas k-variacijas ar atkartojumiem n
elementu pamatkopa

11.1. kE>n

Atradisim visas 5-variacijas ar atkartojumiem pamatkopa X =
{a; b}, lietojot formulu (9.10). Atzimesim, kan =2 un k = 5.

Visu 5-variaciju ar atkartojumiem 2 elementu pamatkopa skaits ir
vienads ar

a) Visu 5-kombinaciju ar atkartojumiem 2 elementu pamatkopa
skaits ir vienads ar

—k —=5 2:3:-4-5-6

On=Co=7530,5° ¢

n
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Sis 3-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa X ir

(o) (5s)(51)(13)
(52)(53)

1. Sastavam ( g 8 ) atbilstoso permutaciju skaits ir

(5+0)!

P(5;0) = T

Atbilstosa permutacija ir

(a;a;a;a;a)
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2. Sastavam ( 8 (5) ) atbilstoSo permutaciju skaits ir

o (045
P(0;5) = oEl = 1
Atbilstosa permutacija ir
(b3 b; ;b b)
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3. Sastavam ( Z (1) ) atbilstoso permutaciju skaits ir
(4+1)! 1-2-3-4-5 _5
g 1-2-3.4 7

P(4;1) =
Atbilstosas permutacijas ir
(b; a; a;a;a)
(a;b; a5 a;a)
(a;a;b;a;a)
(a;a;a;b;a)
( )

a;a;a;a;b
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4. Sastavam ( Cf Z ) atbilstoso permutaciju skaits ir
1+4)! 1-2-3-4.5

! 1.2-3-4 =5

P(1;4) = (
Atbilstosas permutacijas ir
(a; b5 b; ;)
(b; a; b; b; b)
(b; b; a; b5 b)
(b; b; b; a; b)
(b; b5 ;b a)
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5. Sastavam ( g S ) atbilstoso permutaciju skaits ir
P(3:2) = (3+2)! _ 1-2-3-4-5 _ 1.
312! 1-2-3-1-2
Atbilstosas permutacijas ir
(b; b; a; a5 a) (a; b; a; b; a)
(b; a; b;a;a) (a; b; a;a;b)
(b; a; a; b; a) (a;a;b;b;a)
(b; a; a; a; b) (a; a; b; a; b)
(a;b;b;a;5a) (a; a; a; b; b)
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6. Sastavam ( CQL g ) atbilstoso permutaciju skaits ir
2+3)! 1.2-3.4-5

PGS =g =123 1

Atbilstosas permutacijas ir
(a;a;b;b;b) (b;a;b;a;b)
(a; b; a; b; b) (b; a; b; b3 a)
(a;b; b; a;b) (b; by a; a;b)
(a; b; b; b; a) (b; b; a;b; a)
(b; a; a; b; b) (b; b5 0; a3 a)
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Pavisam ieguvam
P(5;0)+ P(0;5) + P(4;1) + P(1;4) + P(3;2) + P(2;3) =
=14+14+54+5+10+4+10= 32

5-permutacijas ar visiem iespejamiem atkartojumiem pamatkopa X =
{a; b}, kuras kopuma veido visas 5-variacijas ar atkartojumiem pamat-
kopa X.

Ta ka k > n, tad apskatamaja gadijuma nav 5-variaciju bez at-
kartojumiem pamatkopa X.
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11.2. k=n

Atradisim visas 3-variacijas ar atkartojumiem pamatkopa X =
{a;b; ¢}, lietojot formulu (9.10). Saja gadijjuma n =3 un k = 3.

Visu 3-variaciju ar atkartojumiem 3 elementu pamatkopa skaits ir
vienads ar

A, =

A, =27
a) Visu 3-kombinaciju ar atkartojumiem 3 elementu pamatkopa

skaits ir vienads ar
k=3 3-4-5
C = O = —=
mTT8 1203
Lai uzrakstitu visas 3-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa X,
nosakam visus 10 vienadojuma

.’E1+$2+$3:3

10.

nenegativos veselos atrisinajumus:

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



113

1. (3;0;0) 2. (0;3;0) 3. (0;0;3) 4. (1;1;1)
5. (1;2;0) 6. (1;0;2) 7.(0;1;2) 8. (2;1;0)
9.(2;0;1) 10. (0;2;1).

Katrai kombinacijai bez atkartojumiem uzrakstisim visas atbilsto-
Sas permutacijas ar atkartojumiem.

a b c
L. (3 0 0)
P(3;0;0) =1

(a;a;a)
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Beigas

P(0;3;0) =1
(b;b; )
P(0;0;3) =1
(¢;¢50)

< » Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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P(1;1;1) =6

‘ (¢;c;¢) (a;3b;¢) (a;¢;b) (byase) (b;e;a) (¢;a;b) (¢;b;a) ‘

=
N o
o0
N——

5. (

P(1;2;0) =3

(a;b;b) (b;asb) (b;b;a)
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(=2
7 N\
— Q
o o
oo
N———

Saturs Sakums

P(1;0;1) =3

(as;c;e) (¢asce) (cica)

P(0;1;2) =3

(b;c;¢) (¢;b5¢) (¢;¢;b)

Beigas
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Saturs Sakums

P(2;1;0) =3

(b;asa) (a;b;a) (a;a;b)

P(2;0;1) =3

(¢;a;a) (a;¢;a) (a;a;c¢)
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o 2
N o
— 0
N———

10. (

P(0;2;1) =3
(¢;b;b) (b;¢;b) (b;b; )

Tadejadi pavisam esam uzrakstijusi
1+414+1+64+34+3+34+3+3+3=27

3-variacijas ar visiem iespejamiem atkartojumiem pamatkopa X =
{a;b; c}, starp kuram ir
P;=3=6

permutacijas bez atkartojumiem pamatkopa X - skat. 4. gadijumu.
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11.1. piezime. Ja k = n, tad sastavs
xl 1’2 ... xn
ki ke - Kk,
nosaka permutaciju bez atkartojumiem pamatkopa

X ={z1;x9;...;2,}
tad un tikai tad, kad
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11.3. k<n

Atradisim visas 3-variacijas ar atkartojumiem pamatkopa X =
{a; b; ¢; d}, lietojot formulu (9.10). Saja gadijuma n =4 un k = 3.

Visu 3-variaciju ar atkartojumiem 4 elementu pamatkopa skaits ir
vienads ar

a) Visu 3-kombinaciju ar atkartojumiem 4 elementu pamatkopa
skaits ir vienads ar

k=3 4-5-6
Cn=Ci=153"

Lai uzrakstitu visas 3-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa X,
nosakam visus 20 vienadojuma

20.

T1+To+x3+34 =3
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nenegativos veselos atrisinajumus:

1. (3;0;0;0) 2. (0;3;0;0) 3. (0;0;3;0) 4. (0;0;0; 3)
5. (1;2;0;0) 6. (1;0;2;0) 7.(1;0;0;2) 8. (0;1;2;0)
9.(2;1;0;0) 10.(2;0;1;0) 11.(2;0;0;1) 12.(0;2;1;0)
13.(0;1;0;2)  14.(0;2;0;1)  15.(0;0;1;2)  16. (0;0;2;1)
17.(0;1;1;1) 18 (1;0;131)  19. (1;1;0;1) 20 (1;1;1;0)

Katrai kombinacijai bez atkartojumiem uzrakstisim visas atbil-
stosas permutacijas ar atkartojumiem.

a b ¢ d
1'<3 0 0 0>
P(3;0;0;0) =1

(a;a;a)
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P(0;3;0;0) =1
(b3 b5 b)
P(0;0;3;0) =1
(c;c5¢)
P(0;0;0;3) =1
(d; d;d)

< » Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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P(1;2;0;0) =3
(a; b;0) (b;a;b) (b;b;a)
a b c d
6'(1 0 2 0)
P(1;0;2;0) =3
(a;¢;¢) (5 a5¢) (¢5¢5a)
a b c d
7‘(1 0 0 2)
P(1;0;0;2) =3

(a;d;d) (d; a;d) (d;d;a)
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P(0;1;0;2) =3
(b;d;d) (d;b; d) (d;d;b)
a b ¢ d
9'(2 10 0)
P(2;1;0;0) =3

(b; a;a) (a;b;a) (a;a;b)

c d
1 0

(¢;asa) (a;¢;a) (a;a;¢)

et
(=)
7 N
N Q
o o

P(2;0;1;0)=3
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Saturs Sakums

P(2;0;0;1) =3

(d; a5 a) (a;d;a) (a;a;d)

)

P(0;2;1;0)=3

(c;b5D) (b5¢;b) (b; ;)

:)

P(0;1;0;2) =3

(b; d; d) (d; b; d) (d; d; b)

Beigas

L |

» Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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Saturs Sakums

P(0;2;0;1) =3

(d; b;b) (b;d; b) (b; bs d)

:)

P(0;0;1;2) =3

(c;b5D) (b5¢;b) (b; ;)

V)

P(0;0;2;1) =3

(d;c;¢) (¢;d;¢) (¢5¢5d)

Beigas

L |

» Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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a b ¢ d
17. ( 01 1 1 >

P(0;1;1;1) =6

[(brcid) (esbid) (d:bie)(bidic) (cid:b) (dies) |

a b ¢ d
18'(1011)

P(1;0;1;1) =6

’(a; c;d) (¢;a;d) (dya;c)(asd;e) (¢;d;a) (d;c a)‘
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a b ¢ d
19. ( 1 1 01 >

P(1;0;1;1) =6

[(a3b:.) (b3 ) (ds a;b)(as d: D) (b s a) (ds i) |

a b ¢ d
20'(1110)

P(1;0;1;1) =6

’(a;b;c) (b;ya;c) (c;a;0)(a; ¢;b) (byc;a) (¢;b; a)‘
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Tadejadi pavisam esam uzrakstijusi
4-1+12-34+4-6=064

3-variacijas ar visiem iespgjamiem atkartojumiem pamatkopa X =
{a; b; ¢; d}, starp kuram ir

A3=4.3.2=24
3-variacijas bez atkartojumiem pamatkopa X - skat. 17., 18.; 19. un

20. gadijumu.

11.2. piezime. Ja k < n, tad sastavs

1 To PN Ty
ki ko - kn

nosaka k-variaciju bez atkartojumiem pamatkopa X = {x1;x9;...;2,}
tad un tikai tad, kad

0<ki<1 (i=1,2,...,n).
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12. Kopas sakartoti sadalijumi apaksko-
pas
Par kopas A = {ai;as2;...;ax} sakartotu sadalijumu n
apakskopas sauc kopas A apakskopu virkni
(A3 Az An),  |Ail =k (i=1,2...,n),
ka N
A=|JA, AnA;j =0 (i#j4ij=12...n)
i=1
Tad
k=Fki+k+-+ky

Kortezu (k1; ke;...; ky) sauc par A apakskopu virknes
(A13 Az;...5Ap)

apjoma raksturojumu.
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Piemeram, kopas A = {a1;a2;as;a4;as5;a6}, k = 6, sakartots
sadalijums n = 3 apakskopas ir (A;; Ag; As), kur

Ay = {az;as}, Az = {a1;a45a6}, Az = {az}.
St sadalijuma apjoma raksturojums ir (2;3;1).
Starp visiem kopas A = {aq;as;. .. ;ax} sakartotiem sadalijumiem
n apakskopas un visam k-permutacijam ar atkartojumiem pamatkopa
X ={z1;x0;...;2,}

nodibinasim savstarpeji viennozimigu atbilsttbu pec likuma: kopas A

sakartotam sadalijumam n apakskopas (Aj; As;...;A,) ar apjoma
raksturojumu (k1; ko; .. .; ky,) atbilst kopas X k-permutacija ar atkar-
tojumiem
ry T2 - Tp
<k1 ky - Kk, )’

kura (t.i., permutacija) elements z; atrodas tajas pozicijas, kadi ir
apakskopas A; elementu indeksi.
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Piemeram, ieprieks minétajam kopas A = {a1;as;as;aq;as; a6},
k = 6, sakartotam sadalfjumam n = 3 apakskopas (A;; Aa; A3),
Ay = {az;as}, Ax ={ai;a450a6}, Az = {as},
ar apjoma raksturojumu (2;3; 1) atbilst 6-permutacija
(T2;71; 733 T2; 713 T2)

ar sastavu

X X X
(%% %) =14l 5=14d 1= 1l

e Ta ka kopas A; = {az;a5} elementu indeksi ir 2 un 5, tad z;
atrodas 2. un 5. pozicija.

e Ta ka kopas As = {a1;a4; a6} elementu indeksi ir 1,4 un 6, tad
x9 atrodas 1., 4. un 6. pozicija.

e Ta ka kopas Az = {a3} elementa indekss ir 3, tad x3 atrodas 3.
pozicija.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



133

Tatad wvisu kopas A = {ai;as;...;ar} sakartotu sadalijumu n
apakskopas ar apjoma raksturojumu (ki;ko;. .. ky) skaits ir vienads
arP(kl;krg;...;kn), kurk =k +ko+---+ky,.

No (9.10) izriet, ka visu kopas A = {a1;as9;...;ax} sakartotu sa-
dalyjumu n apakskopas skaits ir vienads ar

A= S Plhiskai. . ska).
kit tkn=k
k1,....kn >0

Seit summésana notiek pa visiem iespéjamajiem k permutaciju ar
atkartojumiem

r1 T2 - Ip

[ T

nenegativiem sastaviem, t.i., k-kombinacijam ar atkartojumiem pa-

matkopa X = {x1;x2;...;2,}, kuru skaits ir vienads ar C,,.
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Savukart, visu kopas A = {a1;az;...;ar} sakartotu sadalijjumu n
netuksas apakskopas skaits ir vienads ar

> Plhiika. . ikn).
b+t ki =k
k1,...,kn>0

Seit summeésana notiek pa visiem iesp€jamajiem k permutaciju ar at-

kartojumiem
1 To PPN Ty
ki ke - Kk,

pozitiviem sastaviem, kuru skaits, nemot vera 10.6. piemeru, ir vienads
n—1
ar Cp ;.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



135

12.1. piemeérs. Noskaidrosim visus kopas A = {a1;az2;a3}, k = 3,
sakartotus sadalijumus n = 2 apakskopas. Pavisam sadu sakartotu
sadalijumu skaits ir vienads ar

a) Visu 3-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa X = {x1; 2},
n = 2, skaits ir vienads ar
2-3-4
1-2-3

Sts 3-kombinacijas ar atkartojumiem pamatkopa X ir

Ty T2 Ty T2 Ty 2 Ty T2
0 3 ’ 3 0 ’ 2 1 ’ 1 2 ’
Tam atbilst kopas A = {a;;as;a3} sakartoti sadalijumi n = 2 apaks-

kopas ar apjoma raksturojumiem

0;3), (3;0), (1), (1;2).

cr =0 =
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1. Sadalfjumu ar apjoma raksturojumu (0; 3) skaits ir vienads ar

(043)!
o3
Atbilstosa 3-permutacija ar atkartojumiem

1 X2
0 3
($2; Z2; 552),

bet atbilstosais sakartotais sadalijums ir

(0; A).

P(0;3) =

pamatkopa X ir
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2. Sadalijjumu ar apjoma raksturojumu (3;0) skaits ir vienads ar

(34+0)
3
Atbilstosa 3-permutacija ar atkartojumiem

1 X2
3 0

(561; T3 CE1),

bet atbilstosais sakartotais sadalijums ir

(A; @)

P(3;0) =

pamatkopa X ir
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3. Sadalijjumu ar apjoma raksturojumu (2;1) skaits ir vienads ar

P31 = (22T1!1)! -

Atbilstosas 3-permutacijas ar atkartojumiem
1 X2
2 1

(552;3?1;961)7 (961;562;3?1); (301;951;552)7

pamatkopa X ir

bet atbilstosie sakartotie sadaljjumi ir

({CL2§ as}; {al}), ({Ch; CL3}; {(lz})7 ({01; 612}; {aa})~
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4. Sadaljjumu ar apjoma raksturojumu (1;2) skaits ir vienads ar
(142)!

e
Atbilstosas 3-permutacijas ar atkartojumiem

1 X2
1 2

(551;3?2;962)7 (962;561;3?2); (302;952;551)7

P(1;2) =

pamatkopa X ir

bet atbilstosie sakartotie sadaljjumi ir

({al}; {az; az}), ({a2}§ {a; (ls})7 ({613}; {a; a2})~
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Tatad kopai A = {a1;as;as}, k = 3, pavisam ir
22=8=1+1+3+3

sakartoti sadalfjumi n = 2 apakskopas:
(0; A),
(A;0),
({ag; as}; {ar}), ({as;as};{az}), ({a1;a2};{as}),
({a1}:{az;a2}), ({a};i{a1;as}), ({as};{a1;az}).

Visu kopas A = {ay;az;...;ax} sakartotu sadalijumu n = 2 ne-
tuksas apakskopas skaits ir vienads ar

P(2;1)+ P(1;2) =343 =6;
skat. 3. un 4. gadijumu.
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13. Particijas

Par skaitla k particiju sauc & skaitla nesakartotu sadalijumu
(pozitivos) saskaitamajos. Visu skaitla k € N particiju' skaitu apzime
ar p(k).

1.p(1)=1,jo1=1;

2. p(2) =2, jo
2 =2,
2=1+41
3. p(3) =3, jo
3 =3,
3=2+41,
3=14+1+41.

L Anglu v. - partition, krievu val. - pas6uenue.
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4. p(4) =5, jo
4 =14,
4=341,
4=2+2,
4=24+1+1,
4=14+1+1+41.
5. p(5) =1, jo
5=5,
5=4+1,
5=31+2,
5=34+14+1,
5=2+4+24+1,
5=2+1+1+1,
5=14+1+1+4+1+41.
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Lk [p®) [ k[ p(k) |
T 1 [11] 56
5[ 2 12| 77
3 3 |13 101
1 5 || 14 135
5| 7 | 15 176
6 | 11 || 16 | 231
7 [ 15 | 17| 297
8 [ 22 | 18] 3%
9 [ 30 | 19| 490
10| 42 |20 | 627

Skaitlu p(k) izteiksmes atklata veida nav zinamas [14, 174. lpp.].

Skaitla k particijas atrodas savstarpeji viennozimiga atbilstiba ar
vienadojuma
atrisinajumiem veselos nenegativos skaitlos, ka
1 <@g < - S T
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Tapéc visu $adu vienadojuma (13.18) atrisinajumu skaits ir vienads
ar p(k).

Lidzigi, skaitla k particijas atrodas savstarpeji viennozimiga at-
bilstiha ar vienadojuma (13.18) atrisinajumiem veselos nenegativos
skaitlos, ka

T1 2> X2 2> > Ty

Tapéc visu $adu vienadojuma (13.18) atrisinajumu skaits ir vienads
ar p(k).

Particijas apzime ar1 sadi:

e skaitla 6 particiju 6 = 14+ 2 4 3 apzime ar 1'2'3",

e skaitla 5 particiju 5 =1+ 1+ 1+ 2 apzimé ar 132!,

Viegli redzet, ka skaitla k particijas atrodas savstarpeji viennozi-
miga atbilstiba ar vienadojuma

181 +280+ -+ kBp =k
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veseliem nenegativiem atrisinajumiem.
13.1. piemers. Ja k =5, tad

Bi|Ba| B3| Ba|Bs 21 <xp <3 <xy <25
510010/ 0 1° [5=14+1+14+1+1
3110|0012 |B5=14+14+1+2
21010011238 |5=1+1+3
1100|1014 |5=14+14

0] 1 1100|233 |5=2+3
0Ool0]0]0]1 50 | 5=5

11 210|0]0|12|5=14+24+2

Bi| B2 | B3| Ba]| Bs X1 > Tg > X3 > Ty > Ts
5170]0]07]0 1 [5=14+1+14+1+1
3/1]10]0]|0/ 21 |5=24+414+1+1
210|100 1312|5=3+1+1
1100 1|0 |41 |5=44+1
0Ol1]1]0]0 1 32|5=3+2

0|l 0]0]O0]1 5. | 5=5
11210010221 |5=242+4+1

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



146

Particijas attelo ar Ferera un Junga diagrammam.

13.2. piemers. Apskatisim skaitla &k = 5 visu p(5) = 7 particiju
diagrammas.

1. Particijas 1° (5 =1+ 1+ 1+ 1+ 1) Ferera diagramma
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

un Junga diagramma
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2. Particijas 2113 (5 =2+ 1+ 1+ 1) Ferera diagramma

un Junga diagramma,

3. Particijas 3'1%2 (5 = 3 + 1 + 1) Ferera diagramma

un Junga diagramma

[
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4. Particijas 4'1' (5 = 4 + 1) Ferera diagramma

un Junga diagramma

5. Particijas 312! (5 = 3 + 2) Ferera diagramma

un Junga diagramma
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6. Particijas 5' (5 = 5) Ferera diagramma

un Junga diagramma

7. Particijas 221! (5 = 2 4+ 2 + 1) Ferera diagramma

un Junga diagramma
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Skaitla k particiju n (pozitivos) saskaitamajos skaitu apzimé ar
p(k;n). Tad

k
p(k) = p(kin).

Jautajums par p(k;n) noteiksanu ir diezgan sarezgits. Ir zinams [22],
ka p(k;n) vertibas var izteikt atklata veida pec modula n!:

p(k;1) = 1;
k . _
2. ja k=0 (mod 2),
pk;2) =9 20 ,
) Ja k =1 (mod 2),
k?

5 ja k=0

%fﬁ, ja k=1 (mod 6),
E 1

=4 2%
%—&—%, ja k=3 (mod 6),

( )
( )
ja k=2 (mod 6),
( )
’1“—; %, ja k=4 ( )

%_le’ ja k=5 (mod 6).
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Tabula ir uzraditi skaitli

p(k;n) (k=1,2,3,4,5,6,7; n < k),

k
ka art p(k) = 3 p(k;n)

n=1

[k 1]2[3[4]5[6[7]pk |
1 1 1
2 1|1 2
3 11111 3
4 112111 )
) 1121211 7
6 113132 |1]1 11
7 1131413 1|1 15
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13.3. piemers.

1. Skaitla k = 5 particijas n = 1 saskaitamaja:
5=5
to skaits p(5;1) = 1.

2. Skaitla k = 5 particijas n = 2 saskaitamajos:
5=4+41
5=3+42

to skaits p(5;2) = 2.

3. Skaitla k = 5 particijas n = 3 saskaitamajos:
5=3+1+4+1
5=24+2+41

to skaits p(5;3) = 2.
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4. Skaitla k = 5 particijas n = 4 saskaitamajos:
5=24+1+4+1+1
to skaits p(5;4) = 1.

5. Skaitla k = 5 particijas n = 5 saskaitamajos:
5=14+1+4+1+1+1
to skaits p(5;5) = 1.
Kope€jais skaitla k = 5 particiju skaits ir vienads ar

p(5) = p(5;1) + p(5;2) + p(5:3) + p(5;4) + p(5;5) =
=1+42+42+1+1="T1.
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14. Kopas nesakartoti sadalijumi netuksas
apakskopas

12. paragrafa atradam kopas A = {aj;az;...;ar} sakartotu sa-
dalijumu n apakskopas skaitu. Tagad noskaidrosim, kads ir kopas
nesakartotu sadalijumu n apakskopas skaits.

Par kopas A = {aijaz;...;ar} nesakartotu sadaljjumu n
netuksas apakskopas sauc kopas A apakskopu kopu

{A1;A9;.. AL}, Al =ki>0 (i=1,2...,n),
ka

A=|JA, AnA;j=0 (i#j4ij=12...n)
i=1
Tad
k=ky +ky+-+ k.
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Piemeram, kopas A = {a1;a2;as;a4;as5;a6}, k = 6, nesakartots
sadalijums n = 3 netuksas apakskopas ir {A1; As; A3}, kur

Ay ={ag;as}, Az = {a;a450a6}, Az = {as}.
“Nesakartots sadalijums” nozime, ka
{A1; Ag; Az} = {Ag; A Az} = {A3; A Aoy = -+
Pienemsim, ka kopas A nesakartotaja sadalijuma ietilpst
1) /1 apakskopas, katra no kuram sastav no 1 elementa,

2) (2 apakskopas, katra no kuram sastav no 2 elementa,

k) [k apakskopas, katra no kuram sastav no k elementa.
Tad ir jaizpildas vienadibai
1-8142-Oo+--+k-Br=k
jeb

k
> ipBi=k.
=1
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Misu piemera
fi=1, 052=1, f3=1,
1-814+42-6o+3-03=1-142-143-1=6=k%.
Var pieradit, ka visu kopas A nesakartotu sadalijumu netuksas
apakskopas pie nosacijumiem 1) — k) skaits ir vienads ar
k!
()7 @) (P BBl !

N(B1;B2;...5Bk) =

14.1. piemers. Cik koaliciju var izveidot k = 28 cilveku grupa, ja
ir jaizveido [P = 2 koalicijas pa 2 cilvekiem, B3 = 4 koalicijas pa 3
cilvekiem, 312 = 1 koaliciju no 12 cilvekiem?
Ta ka
1-0+2-243-44+44-04+5-04+6-04+7-04+8-0+9-0+410-0+
+11-0412-1413-04+14-0+15-0+16-0+17-0+18-0+19-0420-0+
+21-04+21-04+22-0+23-0+24-0+25-0+26-0+27-04+28-0 = 28,
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tad

N (052;4;0;0;0;0;0;0;0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0) =
_ 28!
C(2D2(3N)4(12n)1214111
14.2. piemeérs. Apskatisim kopu A = {1;2;3;4}. Kopas A ne-
sakartotu sadalijumu 1 apakskopa no 1 elementa un 1 apakskopa no
3 elementiem skaits ir vienads ar

41

(1!)1(3i)11!1! =4

N(1;0;1;0) =

Sie sadalfjumi ir
{1}, {2:3;4}
{2}, {1;3:4}
{3}, {1;2;4}
{4}, {1;2;3}.
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Visu kopas A, |A| = k, nesakartotu sadalljumu netuksas apak-
skopas skaitu izsaka Bella skaitli:
k!
By = E .
G NB2 ... (k"B 1850 ... |
161 4+2-Bo+ -+ k-Br=k (L)Fr(21)F2 - - (K)Px 511 Ba! - - - B!

Atzimesim, ka summeésana faktiski notiek pa visam skaitla k particijam.

Pirmie 6 Bella skaitli ir uzraditi tabula.
k 11213415 6
B | 1|2|5]| 15| 52| 203
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14.3. piemers. Atradisim By un visus kopas A = {1;2;3;4} ne-
sakartotus sadalijumus netuksas apakskopas. Vienadojuma
161 +2082 + 383 + 48, = 4

visi atrisinajumi:

[ 61 ][ B2 ] Bs | B4 ]

0 0 0 1

1 0 1 0

0 2 0 0

2 1 0 0

4 0 0 0

1.
4!
N(O:0:01) = gy =1

{1;2;3;4}.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



160

4l
ey

{1}, {2;3;4};
{2}, {1;3;4};
{3}, {1;2;4};
{4}7 {172a3}

4!
@~ °
{1;2}, {3;4};
{1;3}, {2;4};
{1;4}, {2;3}.

N(1;0;1;1) =

N(0;2;0;0) =
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4l
(anz@hiant —

{1}, {2, {3:4);
{1}, {3}, {24);
{1}, {4}, {2:3);
{2}, {3}, {1:4);
{2}, (4}, {1:3)
{3}, {4, {1:2}.

N(2;1;0;0) = 6.

4!
= 1
(114!
{1}, {2}, {3}, {4}.
Tadejadi pavisam ieguvam
By=1+4+34+6+1=15

kopas A = {1;2; 3;4} nesakartotus sadalijjumus netuksas apakskopas.

N(4;0;0;0) =
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Kopas A, |A| = k, nesakartotu sadalijumu n (n < k) netuksas

apakskopas skaitu izsaka otra veida Stirlinga skaitli:

n

Skim) = - S I
j=1

(k/n1[2][3]4]5][6]B5]

1 1 1

2 111 2

3 1] 3 1 )

4 117 6 1 15

) 111512510 1 52

6 1131190 |65 |15 | 1] 203

Tabula ir uzraditi otra veida Stirlinga skaitli

S(kin) (k=1,2,3,4,5,6; n <k),

ka arT Bella skaitli By, kuri ir vienadi ar attiecigo Stirlinga skaitlu
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sumimau:

14.4. piemers.
1.

S(4;2) = 7.

{1}, {2:3;4};
{2}, {1;3;4};
{3}, {1;2;4};
{4}, {1;2;3};
{1;2}, {3;4};
{1;3}, {254}k
{1;4}, {23}
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S(4;3) = 6.

{1} {2}, {3:4)
{1}, {3}, {4}
{1}, {4}, {23}
{21 31 {14}
{2} {4}, {153}
{34 {4}, {12}

S(4;3) =1.
{1}, {2}, 3} {4}

Pavisam ieguvam
S(4;1)+5(4;2)+5(4;3)+S5(44)=1+7+6+1=15= By

kopas A = {1;2; 3;4} nesakartotus sadalijjumus netuksas apakskopas.
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15. Kompozicijas

Par skaitla k kompoziciju (pozitivos) saskaitamajos sauc 1 skait-
la sakartotu sadalijumu saskaitamajos. Visu skaitla & kompoziciju
(pozitivos) saskaitamajos skaitu apzime ar t(k).

Skaitla k kompoziciju n (pozitivos) saskaitamajos skaits ir vienads
ar t(k;n) = C; . Taka

k
k)= t(kin) =Y Cpl =CR +Chy+ -+ O =281,
n=1 n=1

tad

t(k) = 2k=1,

15.1. piemeérs. Skaitla k = 4 kompoziciju n = 1 (pozitivos) saskai-
tamajos skaits ir vienads ar

t(4;1)=C;=F =09 =1;

4=4.
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Skaitla k£ = 4 kompoziciju n = 2 (pozitivos) saskaitamajos skaits
ir vienads ar
t(4;2) = Ci~{ = C1 = 3;

4=1+3,
4=3+1,
4=2+2.

Skaitla k£ = 4 kompoziciju n = 3 (pozitivos) saskaitamajos skaits
ir vienads ar

t(43) = C{Z{ = C3 = 3;

4=24+1+1,
4=1+42+1,
4=1+1+2
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Skaitla k£ = 4 kompoziciju n = 4 (pozitivos) saskaitamajos skaits
ir vienads ar
t(4;4) = C{= 1 =03 =1;

4=14+1+1+1.

Pavisam ieguvam
H4) =) H4k) =Cl+Cy+C5+C§=2°=38
k=1

skaitla k& = 4 kompozicijas (pozitivos) saskaitamajos:

4=4,
4=1+3,
4=3+1,
4=2+2,
4=241+1,
4=1+42+1,
4=141+2,
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4=1+1+1+1
Tabula ir uzraditi skaitli
t(k;n) (k=1,2,3,4,5,6,7; n <k),

ka ar t(k) = Zk: t(k;n) = 2k1,
n=1
(Am]L]2]3[4]5[6][7] k)]
1 1 1
2 1|1 2
3 1121 4
4 113] 3 1 8
) 11416 | 4 1 16
6 1511010 5 |1 32
7 116115120 |15 |61 64
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16. Katalana skaitli

Par Katalana skaitli g(k) sauc visu to iesp&ju skaitu, ka sareizinat
k (k € N; k > 2) elementus, ja reizinasana nav asociativa.

Ja k=2, tad g(2) = 1:

Ja k =3, tad g(2) = 2:

Ja k =4, tad ¢g(2) = 5:

((<ab))(( )d)( )(a(<bc)d)) (a(b(c@))

Var pieradit, ka

1 .,
g(k) = %kaf?
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